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ESTADO DUPLO E ESTADO TRIPLO DE TENSAO.

ESTADO DE TENSAO EM UM PONTO.

A tensdo em um ponto P de uma estrutura, como a que se mostra na fig., é
representada por um vetor p com valor absoluto, diregdo e sentido dependentes do plano o
(caracterizado pelo versor normal i ) segundo o qual se procede ao corte da estrutura.

A tensdo p pode-ser representada pela componente G normal ao plano o e pela

componente T tangente ao mesmo plano.
Considerados_ os infinitos planos que passam pelo ponto P, sdo possiveis os

seguintes casos:
C1. Quando em nenhum plano a tensdo P € nula, tem-se estado triaxial ou estado

triplo de tensdo.
C2. Quando em um plano a a tensiio § é nula, nos infinitos planos B que passam

como se verd adiante, ¢ paralela ao plano o : tem-se estado biaxial

pelo ponto P a tenséo p,
particular interesse, por ser extremamente comum

ou estado duplo de tensdo, que apresenta
na analise de barras, chapas, placas e cascas.

C3. Quando em dois planos aeP a tensio P € nula, nos infinitos planos Y que
passam pelo ponto P a tensdo p € paralela a intersegiio dos planos aef, visto.que, em
consequéncia do que acontece no caso C2, a tensdo p deve ser paralela simultaneamente aos
planos o.eB: tem-se estado uniaxial de tensdo, cujo exemplo mais simples é o ensaio de

tragdo simples.

C4. Quando em trés planos o,pe Y a tensdo p € nula,
passam pelo ponto P a tensdio p & nula, visto que, em consequéncia do que acontece no caso
C3, atensdo p deve ser paralela simultaneamente a trés retas concorrentes, correspondentes 3

intersegdo desses planos.

nos infinitos planos que



ESTADO DUPLO DE TENSAO.

1. TENSOES EM UM PLANO GENERICO NORMAL A UM PLANO ISENTO DE
TENSAO.

Dada a viga que se mostra na fig. , submetida a flexdo normal simples, € possivel
determinar, em um ponto P de coordenadas (x,y,2), a tensdo normal o e a tensio tangencial
T em um plano o caracterizado pelo angulo 6.
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Para esse fim, considere-se, no ponto P, o prisma infinitesimal com base de
dimensdes dx e dz e altura dy. Nas faces perpendiculares aos eixos x e z, as tensdes normais
Ox € 0, bem como as tensdes tangenciais 1y, € T, sdo determinadas a partir dos esforgos
solicitantes; nas faces perpendiculares ao eixo Y as tensGes sdo nulas; na face caracterizada
pelo angulo @, a tensdo normal o e a tensdo tangencial t podem ser determinadas
considerando o equilibrio do prisma solicitado pelas resultantes das tensées (aplicadas no
centro de gravidade das faces, uma vez que, sendo as dimensdes infinitesimais, consideram-

se as tenses constantes no elemento).
O equilibrio de momentos em relaggo ao ponto C' fornece:

M) =0 = txzdscosedy(%dsscne)—'czxdssenedy(%dscose)=0

de modo que:
T, =T (1)



isto €, as tensGes tangenciais em planos perpendiculares tém mesmo valor absoluto, direcsio
perpendicular a intersecgfio dos planos e sentido simultaneamente convergente ou divergente

em relagéo a intersecg¢@o dos planos.
O equilibrio de forgas segundo as direcdes x’ e z’ fornece:
2F. =0 = odsdy-o dscosOdycosd— T,.,dscosOdysen 0
—0,dssen6dysen® —t_ dssen0dycosd = 0

2ZF, =0 = 1dsdy+oc, dscosOdysend - T,.ds cos 0 dycos0
—0,dssenBdycos6 + v, dssenBdysend =0

de modo que:
=0, cos’8+0,sen’ 0+ 21, cosOsen0d )
T=—(0, —0,)cosOsenb + 1, (cos’ O - sen? 0) . 2”)
Considerando-se, nas expressdes anteriores, as seguintes transformagdes:
sen’ 0 = } (1—cos20) (3"
cos® 0 = Y4 (1+cos20) (3
senBcos6 = ¥ sen 20 3™
resulta:
c=0(0)=)% (o, +0,)+ 4(o, —6,)cos20 + 1, sen20 “4)
T=10)=-Y%(o, —GC,)sen20+1_, cos20 ' @)

onde valores positivos de s e © tém, como se mostra na fig., o sentido de x’ e z°.

As expressdes anteriores tém validade geral, no sentido de permitir a determinagio

da tensdo normal o e da tensdo tangencial T em um plano genérico perpendicular a um plano
isento de tensdo, desde que se conhegam as tensdes em dois planos perpendiculares entre si e
ao plano isento de tensdo (que, como se verd no item que trata do estado triplo de tensdo,

basta ser isento de tens&o tangencial).

A tensdo normal passa por um valor maximo Omax € POr um valor minimo o, —
denominados tensées principais — em determinados planos — denominados plarnos principais
— caracterizados pelos dngulos 0 que se obtém igualando a zero a derivada da expressao (47),

ou seja,



Eg:—(o'x —G,)sen20+21 ,c0s20=0 = tg20= k% (5)

do (o, —o,)
A equagdo anterior fornece duas raizes 20, e 20, tais que:
20, =20_ +1 = 0. =0, +4n 6)

isto é, os planos nos quais a tensdo normal atinge um valor extremo sdo perpendiculares entre
si.

Substituindo nas expressées (4°) e (4”) as raizes 0 e 8,, obtém-se as tensdes
normais extremas e as correspondentes tensdes tangenciais:

c(®,)=1/2(c, +0,)+ %(c, -0, )cos 20, +1,,5in20, (™)
©(0,)=~%(c, ~05,)sen20, +1_ cos 20, (7)
Como, segundo a expressio (5),
z:;g: = %‘(0_:"2_ =T = sen20_= %(Gj"z_ e cos 20, ®)
resulta:
©(0,)=0 )

isto €, nos planos onde a tensiio normal é maxima oy minima a tens#o tangencial é nula.

Considerando, entdo, no ponto P da estrutura, o elemento que se mostra na fig.,
verifica-se que nas faces caracterizadas pelos éngulos O e 0., as tensdes normais sdo dadas

por 6(8,) e o(8,) (uma delas ¢ a tensdo normal méxima e a outra a tensdo normal minima),
enquanto as tensdes tangenciais sdo nulas.

!

A tensfo tangencial passa por um valor maximo Tmax © POT UM valor minimo <__
em determinados planos caracterizados pelos angulos 6 que se obtém igualando a zero a
derivada da expressédo (4”), ou seja,

] -—
2—5:—((;,‘—cz)cos29—21:xzsen29=0 = tg29=——/£(LT"-—G~52 (10)

A equagio anterior fornece duas raizes 6. e 0 tais que:

200=20.+m = 0.=0 +Y4n (11)



isto €, os planos nos quais a tensfio tangencial atinge um valor extremo s#o perpendiculares
entre si.
Considerando as expressées (5) e (10), pode-se escrever:

—1 =
tg20, tg26, = — = 5@, mo) |, (12)
ACHEL Ty
ou seja:
20,=20_+%n = 6,=0_+Y= (13)

isto ¢, os planos nos quais a tensio normal é maxima ou minima e os planos nos quais a
tensdo tangencial € maxima ou minima fazem entre si um dngulo de 45°.

Substituindo nas expressdes (4’) e (4”) as raizes 0. e 0., obtém-se as tensdes
tangenciais extremas e as correspondentes tensées normais:

6(6,)=% (o, +0,)+ %(c, —0,)cos 20, +7,,sen20, (14%)
©0.)=-)(c, —0,)sen20_ +1, c0s20._ (147)
Como, segundo a expressio (10),
::jg: =- %(G;‘x: °.) = sen20, = A Y] (G;‘xz_ °.) €0s20, (15)
resulta:
c(®.)=)% (o, +0,) - (16)

isto €, nos planos onde a tensdo tangencial é méxima ou minima a tensdo normal € dada pela
expressdo (16).

Considerando, entdo, no ponto P da estrutura o elemento que se mostra na fig., veri-
fica-se que nas faces caracterizadas pelos angulos 0 e 0., as tensdes tangenciais sfo dadas
por 7(6.) e ©(0.,) (iguais em valor absoluto mas com sinais opostos, uma vez que os planos
sdo perpendiculares entre si), enquanto as tensdes normais sfo dadas pela expressdo (16).




2. CIRCULO DE MOHR.

As expressdes (4) e (4”) do item anterior podem ser escritas da seguinte maneira;
[6-% (o, +0,)I" =[ %(o,~0,)c0820 + 1, sen20]*
©* =[- % (0, —0,)sen 20 + 1, cos20]?
Somando membro a membro, obtém-se:
[6-Ji(ox +0, 1" +7* =[) (0, —0,))" +1,,] M

A expressdo anterior caracteriza um circulo — denominado circulo de Mohr — com
centro no ponto C de coordenadas [% (o, +6,),0] € raio R dado por:

R=y[4(0, ~0,)F +1,,’ @

que representa o lugar geométrico dos pontos de coordenadas (o,7), correspondentes a ten-
sdo normal e a tensfo tangencial nos infinitos paralelos a dire¢éo y que passam pelo ponto P.

Na construggo do circulo de Mohr, adotam-se as seguintes convengdes:
1. astensGes normais sdo consideradas positivas quando de tragio

2. as tensdes tangenciais sdo consideradas positivas quando, em relago ao centro
do elemento, giram no sentido horério, de maneira que, contrariamente 3
expressdo (1) do item anterior, T, =—1

-

De acordo com essas convengdes, sio locados no diagrama T X 6, que se mostra na
fig., os pontos A e B correspondentes as tensdes em dois planos perpendiculares entre si.
Unindo os pontos A e B, obtém-se o centro C e o raio R = CA do circulo.
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3. PROPRIEDADES DO CIRCULO DE MOHR.

As propriedades P1 a P3 podem ser verificadas a partir da inspeggo da fig. anterior.

P1. A tensdo normal ¢ e a tensdo Jfangencial T no plano caracterizado pelo angulo
0 sdo dadas pelas coordenadas do ponto A” que se obtém considerando, como se mostra na

fig., o 4ngulo ACA’ =20 medido no sentido de 6. De fato, uma vez que:

sen 23 =%‘z cos 2B =@ ¢))

as coordenadas (c°,7") do ponto A* sio dadas por:
o' =0C+ R cos(2p —26)=0C + R cos 2B cos 26 + R sen 2P sen 20
=)(o, +0,)~ Y% (o, ~G,)cos20+1 _sen20=c¢ 2)
7" =Rsen(2B — 26) = R sen 2B c0s 26 + R cos 2Bsen 26
=1,,00820- )5 (o, —0,)sen20 =1t @
P2. Alternativamente, o ponto A’ pode ser determinado mediante a seguinte
construgao:
1. pelos pontos A e B tragam-se as retas 1 e 1 paralelas aos planos nos quais as
tensdes sdo dadas pelos pontos A e B.
2. obtém-se o ponto P° - denominado polo — intersecdo das retas IA€rB.
3. pelo ponto P traga-se a reta r° paralela ao plano no qual se quer deten_ninar as
tensGes, que intercepta o circulo de Mohr no mesmo ponto A", uma vez que
ACA" =2AP"A" =29.
P3. Reciprocamente, unindo o ponto P° a um ponto genérico A’ do circulo de
Mohr, obtém-se a diregdo do plano no qual as tensdes sdo dadas pelas coordenadas (c*,t")
desse ponto A",
As propriedades P4 a P7 podem ser verificadas a partir da inspego da fig. seguinte.
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P4. A tensdo normal maxima Gy € a tensdo normal minima Omin 830 dadas por:

O mamin =OCER =% (0, +6,) 4[4 (0, —0,)] +7_° 3)

Nos planos onde =0, ou c=0_ (cuja diregdo € determinada unindo-se o pon-
to P* a0 ponto S’ e ao ponto S"), a tenséio tangencial é nula,

Pode-se recorrer & representagio indicada na fig. que consiste em imaginar que se
destaque no ponto P um paralelepipedo infinitesimal com faces paralelas a esses planos,
solicitadas, naturalmente, pelas tensGes principais.

PS. Os angulos 0,,,, e O__. , que caracterizam os planos nos quais c=0,__ ou

6 =0, sdo dados por:

to O _ Oumax — Oy _ Omax — 0y (4,)
€Y 5 max (—'Tu) T
G, —C . C . —C
120, i =—tg(n—0_  )=— =% min_| _ * min x =
g omin g( s min ) [ (_sz) J sz ( )

P6. A tensdo tangencial maxima Ty, € a tensdo tangencial minima T, sio dadas
por:

Traumin =R =14 (0, —0,)) +7° )
Nos planos onde t =1, ou =1 (cuja diregdo & determinada unindo-se o ponto
P" a0 ponto T e a0 ponto T"), a tensdo normal é dada por: '
5=0C=}%(o, +0,) (6)

P7. Os planos onde a tensdo normal é méxima ou minima e os planos onde a tensdo
tangencial ¢ maxima ou minima fazem entre si um angulo de 45° ja que , de acordo com a

fig.,
SP'T =4S CT =45° )



EXEMPLO 1.

Determinar as tensdes normais e tangenciais méximas e minimas nos pontos M’, M”

e N da secdo de engastamento da estrutura da fig., considerando q=150 kgymz, I=160cm,
c=30cm, § =1cm.
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Em um ponto genenco da segdo transversal ca.ractenzado pela coordenada z, a
tensao normal o, no plano da se¢do transversal é dada por:

| = 2
o My, ), 3aql "
Iy 8 8¢? 16 &¢°

de modo que:

no ponto M’: &, =-800%/ ,

(A%)
- moponto M”: o, =+800%/ (A”)
nopontoN : o, =+800%/ . (A™)

Em um ponto genérico da alma caracterizado pela coordenada z, a tens&o normal o,
¢ dada, de acordo com o item que trata das tensSes normais em planos horizontais, por:

c, =——[/(—) —/(;)+%]

(B)

de modo que:
no ponto M’: o, =0 (:¥)
no ponto M”: o, = —% =-150%/ , B

valores que podiam ter sido determinados a partir do equilibrio segundo a dire¢do z dos
elementos de dimens3o dx indicados na fig.

Em um ponto genérico da alma caracterizado pela coordenada z, a tensfo tangencial
1,, ¢ dada por:



Q.M,, ql%48(3Bc? -2 3 ql z
v, =in L ACOC —z) 3, oz, ©
oI, o 84 8¢ 16 dc c
de modo que:
34ql
no ponto M’: 1 ==-1=300%/, (0%
» 3 ql kef
no ponto M”: 1, =§8_=300 o (C”
c

Em um ponto genérico da mesa caracterizado pela coordenada S, a tensdo tangencial

T,y € dada por:

QM, ql 3 3 ql
pym—zly A S 3gls ®)
oI, O ¥%8c® 8bcc
de modo que:
nopontoN : 7 —iil=150"gzmz D)

¥ 16 8¢

Os valores dados pelas expressées (A) a (D) permitem caracterizar, como se mostra
na fig., o estado de tensdo nos pontos M’, M” e N, bem como determinar, mediante a
construgéo do circulo de Mohr — que representa nos pontos M’e M” o lugar geométrico das
tensdes ¢ e T nos infinitos planos paralelos a dire¢do y, € no ponto N o lugar geométrico das
tensdes ¢ € T nos infinitos planos paralelos & dire¢3o z — o valor méximo e 0 valor minimo
das tensdes normais e das tensSes tangenciais nesses pontos. :
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Aos mesmos resultados se pode chegar analiticamente, substituindo nas expressdes
(4) e (4”) do item anterior — nas quais as tensSes normais e as tensdes tangenciais s3o
positivas segundo a convengZo ali adotada — o valor dos 4ngulos, dados pela expresséo (5),

que caracterizam os planos nos quais 6 =0, ou =0, , bem como o valor dos dngulos,
dados pela expressdo (10), que caracterizam os planos nos quais t = Toax OU T=T

No ponto M’, por exemplo, onde:
c,=-800 o©,=0 1,=+300%/, (E)

a expressao (5) fornece:

11



__(43000 3
O = 1%(-800) 4 ®

ou seja,
20, =- 36.870° 0, =-18.435° sen20_ =-0.60 c0s20_ =+0.80 (€]

20, =+143.130° O, =+71.565° sen26 =+0.60 cos20. =-0.80 (G”)

de modo que, de acordo com as expressées (4°) e (4”),

Coug, =5 (~800) + %5 (—800)(+0.80) + (+300)(~0.60) = ~900 ¢/ , ()
Torg, =~ Y% (~800)(~0.60) + (+300)(+0.80) = 0 (H")
Coug, =J5(~800) + 4 (~800)(-0.80) + (+300)(+0.60) = +100"¢/ , @)
Tog: =~ Y (~800)(+0.60) + (+300)(~0.80) = 0 a)
enquanto a expressdo (10), fornece:
20, B3

ou seja,
20_ =+ 53.130° 0. = +26.565° sen20, = +0.80 c0s20_ = +0.60 (G)

26, =+233.130° 6, =+116.565" sen26] =—0.80 cos20] =—0.60 (G”)

de modo que, de acordo com as expressdes “4)e@d,

Comg; = /4 (=800) + 14 (~800)(+0.60) + (+300)(+0.80) = —400*s!/ , ()
Tous, == (~800)(+0.80) + (+300)(+0.60) = +500%¢!/ H”)

Gong: = /5 (~800) + 4 (~800)(~0.60) + (+300)(0.80) = —400*s'/ @)
Tos == % (~800)(~0.80) + (+300)(~0.60) = ~500*¢!/ , @)

Os resultados anteriores, que se mostram na fig., concordam, naturalmente, com os
obtidos mediante o emprego do circulo de Mohr.

30
800
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EXEMPLO 2.

Determinar as tensdes normais e tangenciais méximas e minimas nos pontos M e N

da se¢do de engastamento da fig., considerando —% =100 "mez :
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Em um ponto genérico da segdo transversal caracterizado pela coordenada ¢, a
tensao normal correspondente ao momento fletor M y =—8PR ¢ dada por:

_ M, o (=8PR)
I 7dR 3

y

8P g
Rsen(p=—ﬁsencp A)

a tensdo tangencial t correspondente a0 momento de torcdo M, =6PR € dada por:

M 6PR 3P
T = '.I' = 2 — (B)
2A'8 2(nR%*)5 SR

e a tensdo tangencial T correspondente a forga cortante Q =P ¢ dada por:

. Q.M B 26R%cos¢p P

= = Cco
251, 25 mwR®  moR 7 ~ ©

T

No ponto M, para o qual ¢ =—7;, tem-se:

S 8P i 0 3P
=0, =——=800%/ , T=T,=1T +1T =—kef/ |
X 7!5R Am TX}' WSR cm (D)

enquanto no ponto N, para o qual ¢ =0, tem-se:

X

c=0,=0 T=TXZ=T'+T"=%](%2 (E)

Os valores dados pelas expressdes (D) e (E) permitem caracterizar, como se mostra
na fig., o estado de tensdo dos pontos M e N, bem como determinar, mediante a construgdo
do circulo de Mohr — que representa no ponto M o lugar geométrico das tensdes o e t nos
infinitos planos paralelos & diregfo z ¢ no ponto N o lugar geométrico das tensées o e T nos
infinitos planos paralelos 4 dire¢éio y — o valor méaximo e o valor minimo das tensdes normais

e das tensdes tangenciais nesses pontos.

13
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ESTADO TRIPLO DE TENSAO.
1. TENSOES EM UM PLANO GENERICO.

Dada a estrutura que se mostra na fig., é possivel determinar em um ponto P de
coordenadas (x,y,z) a tensdo p em um plano o caracterizado pelo versor:

n=n.e, +n € +n.zE, (D)
onde os cossenos diretores n,,n,,n, satisfazem a relagdo:

ni+n§+nf_=1 )

Para esse fim, considere-se no ponto P o tetraedro infinitesimal de dimensées dx, dy,
dz, cujas faces PBC, PCA, PAB, perpendiculares as diregSes x, y e z, tém 4rea dsSy, ds,, dS,,
enquanto a face ABC, perpendicular a diregfio caracterizada pelo versor i, tem 4rea dS.

S@o viélidas as seguintes relagdes:
dS, =dSn, dS, =dSn, dS, =dSn, 3)

Na face PBC a tensdo ¢ representada pela componente segundo a dire¢dio x (tensdo
normal ©,) e pelas componentes segundo as diregbes y e z (tensdes tangenciais Ty € T )
na face PCA a tensdo ¢ representada pela componente segundo a dire¢do y (tensdo normal
o, ) € pelas componentes segundo as diregdes z e x (tenses tangenciais Ty, € T, ); na face
PAB a tensdo € representada pela compdnente segundo a diregdo z (tensdo normal G,)e
pelas componentes segundo as diregées x e y (tensdes tangenciais 7_ € 1 » )> finalmente, na

face ABC a tensdo 5 pode ser representada pelas componentes X, Y, Z » segundo as dire¢des
X, VY, Z, isto &,

15



p=pn.e, +pn €, +pnéE, =Xe +YE, +Z¢, 4
de modo que:
p?=X?+Y?2+2Z2 5)
As componentes X,Y,Z podem ser determinadas considerando o equilibrio do

tetraedro, solicitado pelas resultantes das tensdes (aplicadas no centro de gravidade das faces,
uma vez que, sendo infinitesimais as dimensGes, consideram-se as tensGes constantes no

elemento).
O equilibrio de forgas segundo as dire¢es x, y ,z fornece:

XK, =0 = XdS=¢,dS, +1,dS, +7,dS,
=0,dSn, +7,dSn, +1,dSn

= X=o,n, +1,0n, +1,10, (6”)
2F, =0 = Y=1,n,+0,n +1,n, (6”)
2E, =0 = Z=1,n, +17,0 +0,n, (6)

0 que mostra que as componentes X, Y, Z da tensdo p em um plano genérico que passa por
um ponto P ficam determinadas a partir das tensdes em trés planos ortogonais que passam por

€sse ponto.
O equilibrio de momentos em relagfio -ao centro de gravidade C’ da face ABC, cujas
projegdes sobre as faces PBC, PCA, PAB coincidem com os centros de gravidade Cy, Cy, C,

dessas faces, fornece:

EM,)e =0 = =,(4dxdz)(%dy) = 1,, (% dxdy)(¥ dz)
= Tyz =T,y (7’)

(BM,). =0 = <. (4dydx)(%dz)=r,, (4 dydz)(4dx)
= T, =T, (7”)

(EM,)e =0 = 1, (%dzdy)()dx) =, (% dzdx)(% dy)
(7™)

= ‘ny=Tyx

0 que mostra, uma vez mais, que as tensdes tangenciais em planos perpendiculares tém
mesmo valor absoluto, diregdo perpendicular a intersegio dos planos e sentido simul-
taneamente convergente ou divergente em relagéo a intersegéo dos planos.

Considerando as expressdes (6) e (7), conclui-se que, se o plano perpendicular a
diregdo z € isento de tensdo, resulta:

(®)

Z=t,n, +T,0,+0,0, =10 +1T, 0 +0,n,=0

isto €, a tensdo p é paralela ao plano isento de tensgo.

16



Conhecidas as componentes X, Y, Z pode-se determinar, como se mostra na fig,, a
tensdo normal o, projetando a tensdo p segundo a diregdo normal caracterizada pelo versor

n, isto é,
oc=pi=(X€ +Ye, +Z8,)(n,g, +n,€ +n,E,)
= Xn, +Yn, +Zn, ®
bem comoh a tensdo tangencial t, considerando o tridngulo retangulo de catetos o e 1 e
hipotenusa p, isto &,
72 = p2 - (10)

-+ A tensdo tangencial € nula em determinados planos — denominados. planos Principais
— caracterizados pelas direges a eles perpendiculares — denominadas direcdes principais —
que podem ser determinadas a partir das expressdes (6), nas quais as componentes X, Y, Z
passam a ser (visto que, de acordo com a expressdo (10), p=o quando t=0) as

componentes de ¢ segundo as dire¢des x, y, z, isto &,

X=(o,n, +1,0n, +7,n,)=0n_ (117)

Y =(t,,n, +o,n, +1T,0,)=0on, (11

Z=(t,n, +1,n, +0,n,)=0n, (1~
ou seja,

(6, —o)n, +1,n, +1,n, =0 (12’)

Tyhx +(6, —0)n, +1,n, =0 (127)

Tl +T,0, +(c, —o)n, =0 (127)

Para que o sistema linear homogéneo acima tenha solugdo diferente da trivial (impossivel,
uma vez que, de acordo com a expressio (2), n +n? +n2 =1), deve-se ter:

(o, —0) Ty T
T (o, —0o) Ty |=0 (13)
Tz Ty (o, —0)
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Pode-se demonstrar que as trés raizes o,,0,,0, da equagdo de terceiro grau acima —
denominadas tensdes principais — séo reais. A cada raiz correspondem valores de n,,n,,n,
(determinados com a expressdo (2) e duas das expressdes (12), visto que o sistema &
indeterminado) que caracterizam cada uma das direg3es principais x 1> X5, X3, as quais, pode-
se demonstrar, sdo perpendiculares entre si. Quando duas raizes sio iguais , o sistema de
equagdes (12) € duplamente indeterminado, de modo que existem infinitos valores n,,n,n,
que determinam infinitas dire¢des principais, as quais sdo perpendiculares a dirego principal
correspondente a terceira raiz. Quando as trés raizes sdo iguais, qualquer direg8io € principal.
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2. CIRCULO DE MOHR.

Considere-se, ainda no ponto P de coordenadas (X,y,2), o tetraedro infinitesimal de
dimensdes dx;, dxz, dx; que se mostra na fig.

42
N

/
45

As faces PBC, PCA, PAB, perpendiculares a dire¢Ses principais X, X5,X,, S30
solicitadas exclusivamente pelas tensdes normais principais 0,,0,,0; (que, por enquanto, se
supdem distintas e, sem perda de generalidade, tais que G, >0, >0;), enquanto a face ABC,
perpendicular a diregdo caracterizada pelo versor:

n=n¢ +n,e, +1n,€, ¢}

onde os cossenos diretores n,,n,, n, satisfazem a relagéio:

n} +n? +n? =1 )
¢ solicitada pela tensdo p cujas componentes X, X5, X, segundo as dire¢es X, X,,X; S80
dadas, de acordo com as expressées (6) do item anterior, por:

X, =on, X, =0,n, X, =0;n, (3)
de modo que, de acordo com a expressio (5) do item anterior,

p’=X; +X}+X}=c2n?+o02n? +oln? 4)

A tensgo normal o ¢ obtida considerando na expressio (9) do item anterior os valores

de X,,X,,X; dados pelas expressées (3), isto &,

6=X,n, +X,n,+X,n, =0, n12+0'2n§+0'3n§ (5)

enquanto a tensdo tangencial t € obtida considerando na expressdo (10) do item anterior o
valor de pdado pela expressdo (4), isto &,

2 2 2 2
T =p’-o’=0{n’+c’nl+c’nl-c (6)

As equagdes (2), (5) e (6) constituem o sistema seguinte:
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1 1 1] [ 1

6, o, o |In2t={ o 7)
o; o o||n?| |o?+7?
cuja soluggo € dada por:
(o, —0)(0c, —0)+1° i
ny ss=deem @)
(6, —0,)(0; ~0))
o, —6)(c, — o)+ 12 .
n% =( 3 ( 1 (8 )
(0; —0,)(c, —0,)
n2 i (0'1 —0-)(0-2 _0-) + TZ (8”’)

: (0, —0;)o, —0;)

Nos planos paralelos ao eixo x,, n, =0, uma vez que nlx,, de modo que, de
acordo com a expressdo (8°),

(6, -0)o, ~c)+12=0 9)
ou seja, o lugar geométrico dos pontos de coordenadas (o, 1) , correspondentes as tensdes nos
infinitos planos paralelos ao eixo x,, € o circulo C, com centro no ponto de coordenadas
[¥4(c, +05),0] eraio R, =) (c, —o,).

Nos planos paralelos ao eixo x,, n, =0 uma vez que nlx,, de modo que, de
acordo com a expressio (8”), ‘

(6; ~0)o, —0)+12=0 9™
ou seja, o lugar geométrico dos pontos de coordenadas (o, 1) , correspondentes as tensdes nos
infinitos planos paralelos ao eixo x,, é o circulo C, com centro no ponto de coordenadas
[5(c; +06,),0] eraio R, =} (o, —0,).

Nos planos paralelos ao eixo x;, n, =0 uma vez que n.lx,, de modo que, de
acordo com a expressio (8°”),

(0, -0)o,—-0c)+12=0 9™
ou seja, o lugar geométrico dos pontos de coordenadas (o, 1) , correspondentes as tensGes nos
infinitos planos paralelos ao eixo x,, é o circulo C, com centro no ponto de coordenadas
[5(c, +0,),0] eraio R, =%(o, - G,).

Os circulos Cy, Cz, C; — denominados circulos de Mohr — sio indicados na fig.

Dado que n} 20 ¢ (o, -0, )o5—0,)>0, visto que se supde ¢, >0, > C,, resulta da
expressdo (8’) que (o, ~0)(c;-0)+1° >0, isto é , os pontos de coordenadas (c,7), que
representam as tensGes em um plano genérico, sdo externos ao circulo C.

Dado que n;20 e (6,-0,)(0,-6,)<0, resulta da expressio (8 que
(0; -0)(o; —0)+1° <0, isto é , os pontos de coordenadas (0,7), que representam as
tensdes em um plano genérico, sdo internos ao circulo C,.
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Dado que n;20 e (0,-0,)(c,-0;)>0, resulta da expressio (8°”) que

(06, —06)o,—0)+1*> >0, isto é , os pontos de coordenadas (c,7), que representam as
tensGes em um plano genérico, sdo externos ao circulo Cs.

T
e
]
E
kY
Cj =
g
8
S
0y ' 02 o

Os:resultados anteriores permitem concluir que; quando se estuda a variagdo da tensfio
normal o .e da tensdo tangencial T nos infinitos planos que passam por um ponto P, obtém-
se um ponto de coordenadas (c,t) localizado na regido delimitada pelos trés circulos de
Mohr, correspondentes a variagdo da tensdo normal o e da tensdo tangencial T nos mﬁmtos
planos paralelos a cada uma das trés diregdes principais.

= .. * ~ - . ~

A tensdo normal méxima o, € a tensdo normal minima o, sio dadas por:
» . - _ fy
- Omx =0, Cmin =03 (10

» ~ L rd
Nos planos onde 6 =0,, ou 6=0,, ,atensdo tangencial ¢ nula.

A tenséo tangencial méxima T, e a tensfo tangencial 1., sdo dadas por:

T:nax =~Trin =R, =)4(c, -03) (11)
Nos planos onde T=1,, ou T=1., , atensdo normal & dada por:
=%(o, +5;) (12)

Os planos onde a tensdo normal é maxima ou minima e os planos onde a tensdo
tangencial € mdxima ou minima fazem entre si um angulo de 45". De fato , considerando nas

expressdes (8) os valores 6=6", 1=1,_ ouo=0",t= T, » Tesultam os valores:

nj=% mn;=0 nl=Y4 _ (13)

que caracterizam os planos que se mostram na fig.
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3. OBSERVACAO IMPORTANTE.

Como se mostra na fig., o circulo de Mohr relativo aos infinitos planos perpen-
diculares a um plano isento de tensfo é o circulo externo (e, portanto, fornece os valores
extremos da tensdo normal e da tensdo tangencial), quando em um desses planos a tensdo

normal é nula.
' T

G
2
| /!
= SD_: /
[ Gy K|/
pa
[

Em estruturas formadas por barras, os pontos que interessa analisar encontram-se, na

maioria das vezes, nesta situagfo.
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