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ESTRUTURAS HIPERESTATICAS PLANAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTO
EXTERNO PERPENDICULAR AO PLANO DA ESTRUTURA

Considere-se uma estrutura plana, como a que se mostra na fig., submetida a um
carregamento genérico perpendicular ao plano da estrutura, composto de for¢as P, segundo a

y . * * * . I~
dire¢do z e momentos M com componentes M, e M, segundo as dire¢des x e y.

No engastamento A, as (nicas reag3es de apoio sdo a forga Z, e os momentos M,
e M, ,; no apoio C a unica reagdo de apoio ¢ a forga Z.

Em uma se¢dio transversal genérica, os esforgos solicitantes reduzem-se a forga
cortante Q, ao momento fletor M e a0 momento de tor¢do Mr.

Em um ponto genérico, como se vera nos exemplos seguintes, tem-se deslocamento
w segundo a dire¢fio z e rotagbes ¢ e y segundo as dire¢des x e y, de modo que a projegio,
no plano x y, da estrutura deformada coincide com a estrutura indeformada.

Como os deslocamentos u € v segundo as diregSes X e y sdo nulos, ¢ indiferente que
o apoio C seja fixo ou moével segundo essas diregdes: a tnica reagdo de apoio é a forga s -
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ESTRUTURAS ISOSTATICAS P

LANAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTO

PERPENDICULAR AO PLANO DA ESTRUTURA.

EXEMPLO 1.

Dada a estrutura da fig.,
deslocamento vertical w b € asrotagdes

composta de barras com EI=GlI;, determinar o
¢®p € Y, no ponto D,

[29]






Bloqueia-se provisoriamente, como se mostra na fig. , o né C, isto &, introduzem-se
no n6 C esforgos externos que anulem, nesse ponto, o deslocamento vertical, a rotagdo
segundo o eixo X ¢ a rotagéo segundo o eixo y. Desse modo, a barra CD comporta-se como
uma viga em balango submetida a carga concentrada na extremidade, enquanto as barras AB
¢ BC permanecem indeformadas. O deslocamento vertical w,, e as rotagdes @, e Y, sdo
dados por:

. Pa’ " _0 - Pa’
e T3Er 7T Ve T

Os esfor¢os externos correspondentes ao bloqueio sdo obtidos considerando o

equilibrio do n6 C. Na segdo S, tem-se a forga cortante Q., =P e momento fletor

(A)

M =Pa; na se¢do Scy deve-se ter forga cortante Qqy =0, momento fletorMy =0 e

momento de torgdo My, =0 (caso contrério a barra BC se deformaria e o ponto C ndo
permaneceria indeslocdvel). Portanto, para que haja equilibrio no né C, devem ser aplicados
externamente a forga Z; =Q, =P e 0o momento M;C =M, =Pa.

Como esses esforgos aplicados alteram o carregamento original, deve-se considerar,
como se mostra na fig., a estrutura submetida a estes mesmos esforcos mas com sentidos
contrarios. Mais uma vez, a fim de utilizar os resultados basicos, bloqueia-se
provisoriamente, como se mostra na fig., o ndé B, isto ¢, introduzem-se no n6 B esforgos
externos que anulem, nesse ponto, o deslocamento vertical, a rotagdo segundo o eixo x € a
rotagdo segundo o eixo y. Desse modo, a barra BC comporta-se como uma viga em balanco
submetida a carga concentrada e momento de tor¢do na extremidade. De acordo com a
decomposigio, que se mostra na fig., tem-se:

.. Pa? . _P—a2 )
Wp =W ~ 3Rl Pp1 =Pc1 = SEI Yo, =0
+ . _ (Pa)a_Pa® | . . _Pa’
Wp, =AY, =a Gl, B | %o =0 Wp2 =Weo “BL
de modo que’
. . . 4Pa’ ,
WDZWD1+WD2=§E_I B
) ) ) 2
Pp =@p; +OPp, = SEI B”)
" " " Pa2 99
WD=WD1+WD2=E B”)

Os esforgos externos correspondentes ao bloqueio siio obtidos considerando o
equilibrio do n6 B. Na segdo Sy.tem-se for¢a cortante Q,.=Z_ =P, momento fletor

M. =Za=Pa e momento de torgio M pc =M;C =Pa; na se¢io S;, deve-se ter forca




cortante Qg, =0, momento fletor My, =0 e momento de torgo M, =0 (caso contrario a
barra BA se deformaria € 0 né B ndo permaneceria indeslocével). Portanto, para que haja

equilibrio no né B, basta aplicar externamente a forga Z, =Q,.=P, o momento

M =M. =Pa e 0 momento M;B =Mpc =Pa. Desse modo, a barra AB comporta-se

como uma viga em balango submetida a cargas na extremidade, enquanto as barras BC e CD
realizam um movimento de corpo rigido. De acordo com a decomposiggo, que se mostra na
figura, tem-se:

. Pa’> Pa® 5Pa’ " _0 » Pa’> Pa’ 3Pa?
WB] = —+ = — (PBI == WB] = -+ ==
3EI 2EI 6 EI 2E1 EI 2 EI
w 5Pa’ " _0 « 3 Pa?
We = Wp =ET_E‘I‘ Pcr = WYer = Wp ZEE
Pa’ " _0 « 3 Pa’
Wp1 = W taye = B Por = Yp =Yg =§E
Pa’ Pa’ .o
WB2 . O (PBZ - GIT :ﬁ WBZ - O
~ Pa’ Pa’ .o
Wy = a0g, :E Pcy = Ppy =E Ve, =0
" " P33 " m Pa2 " pma
Wp, :Wczzﬁ Pp2 =(PCZ=E Wp, =0
de modo que:
« 10 Pa’
=Wp +Wp, =——— ok
Wp = Wy, D2 = 3 hr )
= + - Ca s
Pp =Pp; +Pp, FI (€
« 3 Pa’
= + S Can
Yp =VYp +V¥p, > El ()
Considerando as expressdes (A), (B) e (C), obtém-se:
3
Wy =Wo +Wo + W =5—— D’
D D D ) EI D)
1 " w 3 Pa2
=Qp+Qp +Pp = ——r D”
Pp =Pp + @ +Pp, > Bl (D)
[ n n Paz 299
Yp =VYp +Y, +y, =3—— D)

EIl



EXEMPLO 2.

Dada a estrutura da fig, composta de barras com EI=GIr, determinar o deslocamento
vertical wy, e as rotagdes ¢, e W, no ponto D.

\
A = D

w¥_pa [P
[f #-r

O deslocamento w,, e as rotagdes @y e y,, correspondentes ao bloqueio do n6 B,
sdo dados pelas expressdes (A) do exemplo 1, ou seja:

. Pa’ . . Pa’
D = 3E[ ?p Vp 2FI A)
Entretanto, o equilibrio né B exige que seja aplicado apenas o momento M;C =Pa,
que equilibra 0 momento fletor My, =Pa; a for¢a cortante Q. =P ¢ equilibrada pela

reagdo de apoio Z.. Quando se considera, como se mostra na fig., a estrutura submetida a

esse momento com sentido contrario, a barra BC, uma vez bloqueado o n6-C, comporta-se
como uma barra submetida a torgéo uniforme, enquanto a barra AB permanece indeformada e

a barra CD realiza um movimento de corpo rigido. O deslocamento w}, e as rotagdes @, e

v, sdo dados, de acordo com a fig, por:

(Pa)a Pa’
= A’
GI, EI (A

Wp =ayc =4a



p =0 (A7)

2
El
O esforgo externo corespondente ao bloqueio reduz-se ao momento

(AS)})

Yp =Y =

M, =M, =Pa. Quando se considera, como se mostra na fig., a estrutura submetida a esse
momento com sentido contrario, a barra AB ¢ submetida a flexfio, enquanto as barras BC e

CD realizam um movimento de corpo rigido. O deslocamento w, e as rotagdes ¢, e
séo dados, de acordo com a fig, por:

» (Pa)a Pa’
—aw. = - = c
Wp =ay, =ayy =a 3B 3EL )
7 =0 (©)
W "o . W :i (C’”)
Yp =VYe =Wy 3EI
Considerando as expressoes (A), (B) e (C), obtém-se:
. 3 w SPa’
= -+ + W —_—— D:
Wp =Wp +Wy, > =37 (D)
Pp =Pp +Pp +Pp, =0 (D)
: : « 11Pa?
=\ ~+\f + —_— Dn}
Yp =VYp +Yp +VYp 6 EI (D)



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS PLANAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTO
PERPENDICULAR AO PLANO DA ESTRUTURA.

EXEMPLO 1.

Determinar as reagdes de apoio na estrutura da fig., composta de barras com EI =

Glr.
A B z
a N
;;4 g zA ZB .
. ¥ Y4 4 o
MLlga/ 7
6/~ D
' a AN
zﬁ’ ] I'zp
, f
A
ZM =fa. " zw -0
M’*zf }a’oo
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Com a estrutura isostitica fundamental que se mostra na fig., determina-se a
incognita hiperestatica Zp com a condigdo de que o deslocamento vertical no ponto D seja

nulo, isto é,

Wp =Wpo —Wp =0

(A)

O deslocamento vertical wp,, obtido a partir da decomposigdo do carregamento
externo que se mostra na fig., é¢ dado por:

F ,,}%o

"



Veo = GI, ZEE_I Wpo =aW¢o EEE
. - qa® M'a 5 ga’ ] . 5 ga*
Voo =Wao =o4B1 " 3B 24 HI Woo =80 = pr
de modo que:
Wpo = Wpo + Wpo = %% (B)

O deslocamento vertical w,, obtido no item que trata da determinagio de
deslocamentos em estruturas isostaticas, é dado por:

5 Zya®
Wp == C
T (©)
Considerando na expressdo (A) as expressdes (B) e (C), obtém-se:
17
Zy, =—qa D
> = %0 q (D)

Conhecida a reag@o de apoio Z,,, determinam-se as reagdes de apoio Z,, Z,e Z,
com as equagdes de equilibrio:

>E =0 =  Zy+Zy+Z.-Zy—qa=0
OM,), =0 = Za-Z,a=0

(ZM,,)A—:O = Zga+Z.a-Z,2a-Y,qa’+M =0

de modo que:

Zy=qa—-Z, Zy=27, Ze=1y (E)




EXEMPLO 2.

Dada a estrutura da fig., composta de barras com EI = G, determinar as reagdes de
. i *
apoio decorrentes do recalque de apoio & .

A B
AN A
_ _l;ﬁf ~% 2y~
C D }wm
8 D LN, t
A -?Zb -2, 2

Com a estrutura isostitica fundamental adotada no exemplol, basta alterar a
expressdo (B), que deve ser escrita, de acordo com a figura, da seguinte maneira:

Wpo =Weo =8 (B)
Com esta alteragdo, obtém-se:
3 ElL..
7, = ga_36 ©)

Como no exemplo 1, conhecida a reagéo de apoio Z,, determinam-se-se as reagoes
de apoio com as equagdes de equilibrio.



ESTRUTURAS SIMETRICAS

ESTRUTURAS SIMETRICAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTO SIMETRICO

Considere-se a estrutura simétrica que se mostra na fig. A, submetida a um

carregamento simétrico genérico:
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Se na se¢fio a esquerda do plano de simetria a for¢a cortante Q, o momento fletor M
¢ 0 momento de torgdo M tém os sentidos indicados na fig. B, entfo na segfo a direita os
esfor¢os solicitantes, em conseqiiéncia da lei da ag8o e reagio, devem ter os mesmos valores
absolutos ¢ os sentidos indicados na fig. B’ (decorrentes, como se mostra na fig., da lei da
agdo e reaglo aplicada as tensbes t,, Gy € Tp, relativas aos esforgos solicitantes Q, M e
Mr), ao passo que, em conseqiiéncia da simetria da estrutura e do carregamento, devem ter os
mesmos valores absolutos e os sentidos indicados na fig. B’” (decorrentes, como se mostra na
figura, da simetria das tensdes t,, 6\ € T;). Para que as duas condigBes anteriores sejam

satisfeitas, deve-se ter:

Q=0

Por outro lado se no ponto P’ & esquerda do plano de simetria , o deslocamento

vertical w, a rotagdo ¢ e arotagdio y tém os sentidos indicados na fig. C’, entfio no ponto P>’

a direita o deslocamento vertical e as rotagdes devem ter, em conseqiiéncia da continuidade

da linha elastica, os mesmos valores absolutos ¢ os sentidos indicados na fig. C’, ao passo

que, em conseqiiéncia da simetria da estrutura e do carregamento, devem ter os mesmos

valores absolutos e os sentidos indicados na fig. C*’. Para que as duas condigdes anteriores
sejam satisfeitas, deve-se ter:

M, =0

y=0
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EXEMPLO

Determinar o deslocamento vertical wy, no ponto D da estrutura da fig. composta de
barras com EI=Gly, na qual os apoios A e B so tais que impedem o deslocamento vertical e
a rotagdo segundo a dire¢do y, mas permitem rotagdo livre segundo a diregéio x.




Considerada a simetria da estrutura e do carregamento justifica-se a adog¢fo da
estrutura isostatica fundamental que se mostra na fig.. As incognitas hiperestaticas — reagéo

de apoio Myno apoio B e o momento fletor M, na secdo D — sfio determinadas com a
condi¢fio de que a rotagdo segundo a dire¢do y nos pontos B ¢ D sejam nulos, isto é,

Yp=0  y,=0 (A)

O deslocamento vertical wy,, € as rotagdes ¥, € y,, sdo dados, correspondentes
ao carregamento externo, de acordo com a decomposi¢do que se mostra na fig., por:

s’ _Pa’ . _ (iR’ _Pa’ W =0
P* 3Bl 6EI Yoo TTORL 4B
c_ o _ 1 (4P)a) _Pa’ |yl =0 Ygo =0
Wpo =Weo =0 .
48  EI 12E1
" n Pa3 L " (% Pa)a n Pa-2 " " Paz
Wpo =W = 3R Yoo =Weo =T—E Yo =Wco T

de modo que:

3 Pa’ 3 Pa’ 1 Pa®
VBrTETEr P E P P

(B)

O deslocamento vertical w,, e as rotagdes ‘¥ e wyy , correspondentes ao
momento fletor Mp, sdo dados, de acordo com a decomposi¢io que se mostra na fig., por:

MDa2 - Mpa W'Bl =0
WDI_ 2EI \*VDI EI
H " M a2 " " M a M a " " M a
Wp1 =aY ¢ :ELI Yo =Va ZEIDT_z E]; Ve =Va =E—];

de modo que:

3 M,a’ M,a M, a
Wm:E ];I Yy =2 2 Wp = 2

EI EI
O deslocamento vertical wy, e as rotagdes ¥,, e wy,,, correspondentes ao
momento de engastamento M, sdo dados, de acordo com a fig., por:

©

Mga Mja’

D’
GI, EI )

Wpy =aycy, =2
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Mgza M a

— = — D)‘I
Vb2 = Wez GI, El (D)
M;(2a) 2Mga
— e D"!’
T e (D)
Considerando nas expressdes (A) as expressoes (B), (C) e (D), obtém-se:
Pa Pa
12 ’ 3 ®

Considerando as expressdes (E) nas expressdes (B), (C) e (D), obtém-se o
deslocamento w, , dado por:

Pa’
Wp =Wpo = Wp —Wp, = E (F)



ESTRUTURAS SIMETRICAS SUBMETIDAS A CARREGAMENTO ANTI-
SIMETRICO

Considere-se a estrutura simétrica que se mostra na fig. A, submetida a um
carregamento anti-simétrico genérico:

Se na se¢do a esquerda do plano de simetria a for¢a cortante Q, 0 momento fletor M
e 0 momento de tor¢io Mr tém os sentidos indicados na fig. B’, entfio na se¢do a direita os
esforgos solicitantes, em conseqiiéncia da lei da ag#o e reacdo, devem ter os mesmos valores
absolutos e os sentidos indicados na fig. B’ (decorrentes, como se mostra na fig., da lei da
aglo e reagdo aplicada as tensGes t,, Gy € T, relativas aos esfor¢os solicitantes Q, M e
Mr), ao passo que, em conseqiiéncia da simetria da estrutura e da anti-simetria do
carregamento, devem ter os mesmos valores absolutos ¢ os sentidos indicados na fig.B”’
(decorrentes, como se mostra na fig, da anti-simetria das tensdes 1, 6, € 7, ). Para que as

duas condigdes anteriores sejam satisfeitas, deve-se ter:
M, =0

Por outro lado se no ponto P’ a esquerda do plano de simetria , o deslocamento
vertical w, a rotagdo @ e arotagdo y tém os sentidos indicados na fig. C’, entfo no ponto P’
a direita o deslocamento vertical e as rotagdes devem ter, em conseqiiéncia da continuidade
da linha eléstica, os mesmos valores absolutos e os sentidos indicados na figura C’, ao passo
que, em conseqiiéncia da simetria da estrutura e da anti-simetria do carregamento, devem ter
os mesmos valores absolutos € os sentidos indicados na fig. C’’. Para que as duas condi¢des
anteriores sejam satisfeitas, deve-se ter:

w=0 ¢o=0

Resulta do que foi exposto que o comportamento da figura dada é idéntico ao
comportamento da estrutura que se mostra na fig. D.

14



EXEMPLO

Determinar a rotagdo ‘¥, no ponto D da estrutura da fig. composta de barras com

EI=Glr, na qual os apoios A e B sfo tais que impedem o deslocamento vertical e a rotagdo
segundo a diregéo y, mas permitem rotagdo livre segundo a diregéo x.

15



Considerada a simetria da estrutura e a anti-simetria do carregamento, justifica-se a
adogdo da estrutura isostatica fundamental que se mostra na fig. As incdgnitas hiperestaticas
— forga cortante Qp e momento de tor¢do Mrp — so determinadas com a condic¢do de que o
deslocamento vertical e a rotag@io segundoa diregéo x no ponto D sejam nulos, isto é,

w, =0 ¥ =0 (A)

O deslocamento vertical wj, e as rotagbes ¢,, e V¥,,, correspondentes ao
carregamento externo, sdo dados, de acordo com a decomposi¢éo que se mostra na fig., por:

_(%M')‘?l2 _M'az (P' -0 , _(%M*)a _M*a
D =R AEI Do V=T 2FI
; y M a? e o (4,M'a)a M'a
Wpo =2 :Z—EI Ppo =0 Wpo =Wco = Gl =Rl
Wpo =0 ol =g M) _Ma | yp =0
Pe - FCO 2B 6EI
de modo que:
-~ 3MTa? M’a M ‘a
Do = TRl Ppo 6El Do El (B)

O deslocamento vertical wy, € as rotagdes ¢, e ¥y, correspondentes a forga
cortante Qp, sdo dados, de acordo com a decomposi¢éo que se mostra na figura, por:

. Qpa’ b =0 . Qpa’
Wp, = 3%1 P Wp = 2DEI
_ Qp(2a)’ B Qpa’ Ppy =0 W;)l =0

DL 48EI 6EI

" v _Qpa’ | 9p =0 » _(Qpa)a _Qpa’
Wp =a¥, =a¥, = Yoy = Ve = —
D 1 D1 EI D1 C1 GIT EI
de modo que:
3 Qpa’ 3Qpa’
W ZE ]];,I Yp =0 Vi 25# ©)
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O deslocamento vertical w,, e as rotagdes ¢,, e ‘¥,,, correspondentes ao
momento de torgdo Mrp , sdo dados, de acordo com a decomposi¢@o que se mostra na fig.,
por:

w'm =0 . M, pa _Mypa '*I"nz =0
P2 =@, E
Wigg =10 o = My, (22) _Mypa Yy, =0
= 12EI 6EI

de modo que:
7 Mpa
Yy =—
Vb2 6 EI Wi
Considerando nas expressoes (A) as expressoes (B), (C) e (D), obtém-se:

N—X

Wp, =0

=0 D)

M
Q=3 ®)
Considerando as expr nas expressoes (B), (C) e (D), obtém-se a rotagdo
¥,,, dada por:
M'a
LIJDZTPDU_LPDI_TD2=E )
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