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TORCAO.
O ENSAIO DE TORCAO.

Quando se submete um tubo de parede fina, como o que se mostra na fig., a ensaio
de torgdo, as segdes transversais que limitam o segmento de dimensdo L permanecem pla-
nas e giram uma em relagdo a outra de um angulo Ae, de modo que é possivel definir a

grandeza y - denominada distor¢do - da seguinte maneira:

Ag

=— 1
Y=T (D)
O momento de torgdo, responsavel pelo equilibrio dos segmentos externos, é dado
por:
M, =M" @
M¥ ,[ M¥

Mr

My

i I
M* M
As tens0es tangenciais sfo consideradas constantes 20 longo da espessura § , por ser
esta pequena em relacio ao raio r.

Além disso, como se viu anteriormente, sdo validas as seguintes propriedades, das
quais a segunda ¢ consequéncia da primeira.

P1. As tensGes tangenciais em planos perpendiculares tém mesmo valor absoluto,
diregdo perpendicular 4 intersecgdo dos planos e sentido simultaneamente convergente ou
divergente em relagdo 2 intersecgio dos planos. =

P2. As tensGes tangenciais s&o tangentes ao contorno da secdo.



O momento de torgdo, resultante da distribuigdo de tensdes tangenciais t , € obtido
da seguinte maneira:

w=2r

dM; =tdSr=1@rdy)r = M;= [t8ridy 3)

w=0

Considerando a independéncia de © em relagio a y, decorrente da simetria axial,
pode-se escrever:

y=2r
M; =1871? Id\y=27t'c§r2 (4)
y=0
de modo que:
M M’
3 )

i 2 2
2nr°d 2mr° o
Para cada valor de M", pode-se medir a distorgdo y bem como determinar a tenséo
T cOm a expressdo anterior, e, assim, obter o diagrama txy para o material de que é com-
posto o tubo.
Dois tipos de comportamento sio apresentados na fig.
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E
-
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O comportamento elasto-frdgil ¢ caracterizado pela proporcionalidade entre tensées
e deformagdes, expressa da seguinte maneira:

1=tgBy=Gy - (6)
onde G é o mddulo de distor¢do do material.
A expresséo anterior € valida até que se atinja a tensfo de ruptura T

O comportamento elasto-plastico é caracterizado pela proporcionalidade entre ten-
soes e deformagdes até que se atinja a tensdo de escoamento Tg - Atingido o valor 1, da-
se o escoamento do material, isto €, o aumento progressivo de deformacio sob tensdo
constante, até¢ que sobrevenha a ruptura. Se, atingido o ponto D, se procede ao descarrega-



mento, este se dd segundo uma reta paralela a reta correspondente ao carregamento, de
modo que, quando Tt =0, y =1y,. Assim, a deformacfo total Y pode ser considerada como
a soma da deformagdo elastica y, (recuperdvel no descarregamento) e da deformagdo

pléstica v, (ndo recuperavel no descarregamento).

TORCAO DE BARRAS DE SECAO CIRCULAR OU EM COROA DE CIRCULO.

Considere-se em uma barra de se¢io circular ou em coroa de circulo, como a que se
mostra na fig., submetida a torgéo, um segmento de dimensdo dx na configuragdo indefor-
mada (anterior a introdug4o do carregamento externo) e na configuragdo deformada (poste-
rior 4 introdugdo do carregamento externo).

N
P
P
s } M.+d M,
i N
5 ’.v -
=1 ——
Mr

Verifica-se que as segdes transversais permanecem planas e realizam um movi-
mento de corpo rigido caracterizado pela rotagdo @ = ¢(x) segundo o eixo x.

Na face caracterizada pela coordenada x, solicitada por momento de torgio M.,
tem-se rotagdo ¢, enquanto na face caracterizada pela coordenada x+dx, solicitada por

momento de torgdo M, +dM;, tem-se rotagio ¢ + de.

(S3)



Considere-se, em seguida, nesse segmento o elemento anular indicado na fig., de
raio r € espessura dr.

O ponto A, em decorréncia da rotagdo ¢, passa a ocupar a posi¢do A', enquanto o
ponto B, em decorréncia da rotagdo ¢+ deq, passa a ocupar a posigio B'.

A distorgdo y é dada por:

BB (do) do
~t = = =7
L T

onde O € arotagdo por unidade de comprimento.

=10 (1)

A distorgdo vy corresponde a tensdo t na face do elemento anular, dada por:
t=Gy=Gor )
isto €, o elemento anular, solicitado pelo momento dM,, dado, em decorréncia da expres-
sdo (4) do item anterior, por:
dM, =12nr’dr 3)

apresenta a rotagdo vy.
Considerando a infinidade de elementos anulares de raio r e espessura dr, obtém-se:

R R
M, = jrzmzdr=2neejr3 dr =GO(%4nR*) 4)
0 0
de modo que:
dp M
=01 (5)
dx GI;
onde:
I; = )4nR* (6)

€ o momento de inércia a torgio.

De acordo com a expresséo (5), quanto maior a grandeza Gl - denominada rigidez
d tor¢do - tanto menor a rotagdo por unidade de comprimento.

Substituindo na expressdo (2) o valor de 8 dado pela expressao (5), obtém-se:

MT
T=—TLr (7

Nos pontos do contorno tem-se a maxima tenséo tangencial, dada por:

r Mg M (8)

max IT WT

A grandeza W, denomina-se mddulo de resisténcia d torgdo.



Integrando a equagéo diferencial que aparece na expressio (5), obtém-se:

M;

=@, + dx 9

o=, + [ o )
No caso de uma barra de se¢io constante submetida a momento de tor¢do constante,
tem-se:
X

= + i 10

=0, Gl (10)

de modo que a rotagdo relativa entre duas se

¢bes que limitam um segmento de dimensdo
Ax ¢ dada por:

M
Ap=—TAx 11
0 Gl (11)

T

No caso de segdo em coroa de circulo, os limites de integragdo da expressdo (4) sdo

o raio interno R, , e o raio externo R,, de modo que 0 momento de inércia a tor¢do ¢ dado
© por:

Iy = %nR; ~R}) (12)
ou; de acordo com a fig.,

I = BRe + 48)" — (R, - 4 6)*] (13)

Quando a espessura § ¢ pequena en relagdo ao raio R, obtém-se, mediante o
desenvolvimento da expressdo anterior em série:
dI, 3
IT =1 () ~ IT(S:O) L) (E)(S:O)S =2nR; 6 (14)

de modo que, considerando a expressédo (7) calculadaem r = R, , obtém-se:



MT MT
_ - ; 15
T, T 2R28 {13)

que € o resultado, obtido anteriormente, correspondente ao tubo de parede fina.

EXEMPLO.

Dada a estrutura da fig., determinar as reagdes de apoio M} e My, bem como a
rotagdo no ponto C.

(‘M; [\_M . QM;
N NG 3§
« Y ¢ 4
ALTERNATIVA 1.

A tnica equagdo de equilibrio de que se dispde - equilibrio de momentos segundo a
diregdo x - fornece: '

M, +M, =M’ (A)

Para obter uma segunda relagdo entre M, e My, considera-se a expressio que for-
nece a rotagdo em um ponto do eixo caracterizado pela coordenada x, dada por:

X MT
X) =@+ dx (0<x<a B'
(p()%JGITK( ) (B)
My RM * M, .

cp(X)—cpo+ofGIde—cpo+of—Gl—de+a de (a<x<a+b) (B")
onde:

Po =9y =0 ()

M, (x) =+M; Gl; =Gl (0<x<a) )

MT(X) - _M-B GIT =GITBC (a SX Sa +b) (Cm)
de modo que:



.

o(x) = aX (O<x<a) D)
Glpac
o(x) = Ma Mg(x-a) (a<x<a+b) (D"
: GITAC GITBC
Uma vez que a rotagio no ponto B é nula, resulta da expressdo (D"):
' I .
M, = Tme_2 e ®)
b Gl
As expressoes (A) e (E) fornecem:
GITAC GITBC
» » N b N
M, = a M M, = M (F)
A Glppc + Glpge ? Glpc + Glpc
a b a b
As grandezas Liac e Glrpc sdo os coeficientes de rigidez & torgdo dos trechos
a

ACeBC.
Os resultados anteriores mostram, uma vez mais, que em uma estrutura hiperestatica
as reagbes de apoio e os esforgos solicitantes dependem da rigidez relativa dos elementos

que compdem a estrutura.

Considerando na expressdo (D") o valor de M , dado pela expressdo (F), obtérﬁ-se:

GITAC :
Ma
a
- (©)
£ GITAC + GITBC GITAC
a b

ALTERNATIVA 2.

O comportamento da estrutura hiperestatica dada ¢ idéntico ao comportamento da
estrutura isostatica que se mostra na fig. - denominada estrutura isostdtica Jundamental -

submetida ao carregamento externo (no caso, o momento M"), bem como a reacdo de
apoio (no caso o momento M) - denominada incognita hiperestdtica -, por enquanto des-

conhecida.
~ Determinado o valor de M}, a equago de equilibrio de momentos segundo a dire-
¢do x fornece:

M, =M’ - M, (A)
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Em consequéncia do principio da superposi¢do de efeitos, pode-se considerar isola-
damente os efeitos do carregamento externo e da incégnita hiperestatica.

A rotagdo @y, no ponto B devida a0 momento M" & igual, uma vez que o trecho BC

esta descarregado, a rotagdo ¢, no ponto C, isto &:

_ M'(l)‘AC[AC _ M'a (B)

GI TAC GI TAC

Arotagdo ¢y, no ponto B devida ao momento M}, € igual a rotagéo ¢, no ponto C
mais a rotagdo relativa das se¢Ges que limitam o trecho BC, isto ¢é:

©po

o _M!rACEAC +M'|I'BC€BC _ M;aa + M;ab (©)
Bl = =
Glrac Gl pgc Glipe  Glige

Uma vez que a rotagdo no ponto B ¢ nula, segue-se que a rotagio @y, deve anular a

rotagdo @g,, isto é:
G'I'I'BC
. b R
= M;= M D
® = Glppe _ Olne i
a b

de modo que, retornando & expressdo (A), obtém-se:
GITAC

M, = a M’ E
B GI'FAC +GITBC ( )

a b

Pg; = Py




A rotagdo no ponto C é dada por:

_ M'?‘ACZAC _ M’II'ACZAC -

M'a Mga

Pc =QPcp =Py = Gl

GITAC .
— a Ma
GITAC e GI TBC GITAC
a b
ALTERNATIVA 3.
M M¥

7447
>
P
(v
SR>

o

GI TAC Gl TAC GI TAC

Considerando o equilibrio no ponto C, tem-se:

MTAC +Mmc =M

onde, em vista do equilibrio das barras AC e BC, tem-se:

MTAC =M;\ MTBC =M;3

de modo que:

M, + M, =M’

As rotagOes nos pontos C' e C" sfo dadas por:

v Myl _ M;‘a

(P b —
€ GI TAC Gl TAC

S MTBC{?BC = M;b

© Glye Gl

(F)

(A)

(B)

©)

(D)



Uma vez que essas rotagdes sdo iguais, tem-se:

; i . G a .
= My=—2¢— M
Pc=0c = Mp=—p Gl A (E)
As expressoes (C) e (E) fornecem:
Glrac Glype
M, = _ M M, = b M’ F
* " Glpnc , Glne ® " Gl , Ol )
a b a b

Considerando nas expressdes (D) os valores de M} e M} dados pelas expressdes
(F), obtém-se:

GITAC .
: i M a
a
= = = G
(\DC (pC (PC GITAC N G_I & GITAC ( )
a b
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TORCAO UNIFORME DE BARRAS DE SECAO GENERICA.

As segOes de uma barra submetida a torggio, salvo raras excegdes (entre as quais a
mais importante & a segdo circular), deixam de ser planas, isto &, empenam. A intensidade -
do empenamento varia de segdo para se¢do, a ndo ser que se tenha tor¢do uniforme, a
qual € caracterizada pela ocorréncia simultinea das seguintes condig¢Ges:

se¢do transversal constante,
momento de tor¢do constante,

empenamento livre das se¢des transversais.

o O empenamento varidvel provoca a interagéo longitudinal das seg3es transversais,
representada por uma distribui¢do de tensGes normais o . Os esforgos solicitantes relati-
vos a essa distribui¢do de tensdes normais, a saber:

N=[cdS M, = [ozds M, =—[oyds

sdo nulos, uma vez que o tinico esforgo solicitante é 0 momento de tor¢do M.

A maioria dos resultados apresentados nos itens seguintes derivam da teoria da
elasticidade e sio validos, a rigor, somente para o caso de tor¢do uniforme.

11



ANALOGIA DA MEMBRANA.

As tensbes tangenciais resultantes da torgdo uniforme de uma barra de segdo
constante séo obtidas a partir da solugdo de uma equagéo diferencial andloga i que forne-
ce os deslocamentos transversais w de uma membrana homogénea de contorno idéntico
ao da segfo transversal da barra, solicitada, como se mostra na fig., por tragdo uniforme

s; No contorno e por pressdo transversal p.

@ comtt

Y
S~

/V\
A,/fHH titd

\ ——]
N

O problema da tor¢do uniforme de uma barra de se¢fo constante é estudado pela
teoria da elasticidade. As componetes t,, € T,, da tensfo tangencial T no ponto P de
coordenadas (y,z) sdo dadas por:

_ G __%
Txy oz T2 ay (1)

onde ¢ - denominada fun¢do de Prandt - ¢ solugio da seguinte equagéo diferencial:
2 2

Q—f + 6_(1) =-2G6 2)
oy- oz

com ¢ =0 no contorno.

12



Em um ponto P, a componente t, segundo a dire¢fio normal a curva de nivel
¢ =constante que passa por esse ponto é dada, de acordo com a fig., por:

T, =T,, COSQ.+T,, seno = [¢][ ]'[ Zi][ ] 3i)=0 3

enquanto a componente t, segundo a diregio tangencial ¢ dada por:
0, dy. 06 d¢ ’
T, =T,, COSOL —~ T, Seno. = [—E][d—] —[—][—] _n 3"
As expressbes anteriores permitem concluir que a tensdo tangencial T em um
ponto P ¢€ tangente a curva de nivel ¢ =constante que passa por esse ponto e ¢ dada por:

dé

T=T1, =—E €))

O momento de torgéo ¢ dado por:
dM; =t,dSy-7,dSz = M;= [(z,, y-1, 2)dS (5)
Considerando as express(ies (1), pode-se escrever:
o
M, L P, dS 6
= -2 Y 508 ©)

Integrando por partes, de acordo com asexpressdes (4) do apéndice 1, os termos
da expressdo acima e lembrando que ¢ = 0 no contorno, obtém-se:

o
jg"’yd_3=g’¢ynyds—j¢ds=—j'¢ds (7
j@z dS =q¢zn,ds - j¢dS=-j¢ds (7"
oz ‘
de modo que:
M; =2 [¢dS (8)
Por outro lado, considerando as expresses (2), pode-se escrever:
% az¢
j [ =Lt ot oat JdS = j(—zGe) ds =-2Ges" )

onde S € aregido delimitada pela curva de nivel ¢ =¢".

Integrando por partes, de acordo com a expressdo (1) do apéndice 1, obtém-se:

0% o
——dS=d—n,ds (10"
S =1

13



.[a—z‘demj'g—q)n ds (10™

g0z’ A
onde:
ny=cosoc=;—d: nz=senoc=—% (11)

de modo que, considerando nas expressdes (10) as expressdes (1), obtém-se, em conse-
quéncia da expressio (3"):

9 i di — drds——
S:'-[ayz + == 1dS ‘1.( T, COSOL+T, sena)ds T,ds =—qtds (12)
Finalmente, considerando as expresses (9) e (12), obtém-se:
dtds = 2Ges’ (13)
Wal*
'
4 2
. 4
e

O problema da membrana uniforme carregada transversalmente reduz-se ao equi-
librio de um elemento de dimensdes dy e dz, expresso pela seguinte equagdo diferencial:

2 2
6W+6W_ p (14)

oy 8z s
onde w € o deslocamento do ponto P de coordenadas (v,z), com w =0 no contorno.

A semelhanca das equagGes diferenciais (2) e (14) bem como das respectivas con-
digbes de contorno, permite concluir que conhecida a fungdo w (que pode ser obtida na

pratica por meio de ensaio) a fun¢do ¢ € dada por:

d=kw (15)
De fato, considerando na equagfo (2) o valor de ¢ dado pela expressio (15), ob-
tém-se:

14



de modo que, por comparaggo das expressdes (14) e (16), resulta:

k=251 Gg (17)
p : .
Considerando-se as expressdes (4), (8) e (15), pode-se, de acordo com a fig., es-
crever:
dé dw ;
=7, =——=-k—=-kt =kt

=y T i ga, gB.. (18)
MT=2J'¢dS=2IkwdS=2kJ’wdS=2k‘Vw (19)

. jonde V,, é o volume compreendido entre a membrana deformada e o plano inicial cor-
respondente 4 membrana indeformada.
Substituindo na expresséo (19) o valor de k dado pela expressdo (17), obtém-se:

M; =2[22LGO]V, = Gel, (20)
P
onde:
St
I, =421y, @1)
p

€ 0. momento de inércia a tor¢do.
A determinagdo experimental de k é apresentada no apéndice 1.

15



SECAO RETANGULAR.

A distribuicéo de tensdes tangenciais em uma barra de se¢do retangular submetida
a tor¢do uniforme bem como a correspondente configuragdo deformada sio indicadas na

fig.

m* M¥

r-p
f }
i |
s ,1 —— A *A f
A A= Unox
ddc
{

No ponto médio A do lado maior, de dimens&o h, tem-se a maior tensdo tangenci-
al, dada por:
MT
= M

onde W, € o modulo de resisténcia a tor¢do, dado por:

W, =ab’h (2)
h
com o =a(—).
)
No ponto médio B do lado menor, de dimens&o b, a tensdo tangencial é dada por:
— 3)
h
com BSRELE

Em consequéncia das propriedades P1 e P2 citadas anteriormente, as componentes

T,, € T, Sd0 nulas nos vértices, uma vez que as tensdes nas faces da barra sdo nulas.

A rotagdo por unidade de comprimento 6 é dada por:
i ‘
. 4

GI,

16



onde:
I; =y b*h (5)

h
com y = Y(E) :

Os valoresde o, B e vy sdo dados na tabela seguinte.

1.000 |1.500 [1.750 |2.000 [2.500 [3.000 [4.000 [6.000 [8.000 [10.00 [ o

h
b

o 0.208 | 0.231 [0.239 |0.246 |0.258 [0.267 [0.282 [0.299 [0.307 |0.313 |0.333
B 1.000 | 0.859 |0.820 [0.795 |0.766 |0.753 [0.745 [0.743 [0.742 [0.742 | 0.742
Y

0.141 |1 0.196 |0.214 |0.229 |0.249 [0.263 [0.281 [0.299 [0.307 |0.313 |0.333

SECAO DELGADA FECHADA.

Considere-se em uma barra de segdo delgada fechada submetida a tor¢édo unifor-
me o elemento de dimens&o dx que se mostra na fig.

As tensGes tangenciais gozam das propriedades P1 e P2 citadas anteriormente, de
modo que, sendo T, a tensdo nos pontos ao longo da espessura Oy € Ty atensdo tan-
gencial nos pontos ao longo da espessura §,,, pode-se escrever a seguinte equacio de
equilibrio segundo a diregdo x:

T Oy dx=1y8ydx = 1,8,=1,8, ey
ou seja o produto 16 € constante.

O momento resultante das tensdes t na area infinitesimal & ds é dado por

dM; =10ddsr (2)

17




De acordo com a fig.,
rds=2dS’ 3)
onde dS” ¢ a 4rea do tridngulo de base ds e alturar.

Quando se consideram todos os ds ag longo do contorno, obtém-se:

M, =2[t8dS" =218 [dS" =2158" )
visto que, por ser constante, o produto T8 pode sair da integral. Desse modo:
MT
T=—= 5
28" 5 )

Se a segHo transversal apresenta, como se mostra na fig., cantos vivos, a tensio
tangencial nos pontos do contorno interno, que sdo os mais solicitados, é dada por:

5

T=7—0 8
In(1+ f) ® £
onde t € a tensdo tangencial dada pela expressdo (5). e

Quando, por exemplo, 'ri =5, a tensdo nos pontos da face interna (r=r, =3§)

atinge o valor T =1.457.

Alternativamente, recorrendo a analogia da membrana, verifica-se que em décor-
réncia da aplicagio da pressdo p, tem-se a configuragdo deformada que se mostra na fig.

: |
_/PHHHH\___J_‘U*

18



A tens&o tangencial em um ponto P da segfo transversal € dada por:

dw w’ w'
T=-k—=-k|[- =k— 9
i [ 5 ] 5 ®)
enquanto o momento de torgdo M, é dado por:
M;=2kV, =2kS w' (10)
de modo que:
M
T=—1I_ 11
28 6 (1
Demonstra-se que a rotagio por unidade de comprimento é dada por:
M
0=—7L 1
onde:
48"
Iy == & (13)
6

€ 0 momento de inércia a torgdo.

EXEMPLO.

Determinar as tensdes tangenciais t,, € T, nos pontos M e N da secdo transversal
de engastamento da estrutura da fig., supondo empenamento livre.

A &
» |6PR
[~
N ¢ M 8PR\\ | v
/ @ ) @
P
> Q
z a

19



A distribui¢do de tensdes tangenciais devidas & for¢a cortante Q, =P ¢ dada,

como se viu anteriormente, por:
_Q,
T = SR cospP (A)
de modo que, em valor absoluto,
T;w =T;¢ = Tpo =L (B)
nd R
A distribuicdo de tensdes tangenciais devidas ao momento de torgdo

M, =Pb=6PR ¢ dada, segundo a expressio (5), por:
©

~_M; __6PR
285 2(mR?)s

de modo que, em valor absoluto,
(D)

3p

"

™SSR
Considerando as expressdes (B) e (D) tem-se, de acordo com a fig.,
e el gt = o (E)
mo R
T =Ty =Ty = 2F (Enj
o R

20



SECAO DELGADA ABERTA.

Recorrendo a analogia de membrana, verifica-se que, em decorréncia da aplicagio
da pressdo p, tem-se a configuragio deformada indicada na fig.

Ignoradas as perturbagbes proximas as extremidades, resulta que w independe de
s, de modo que, de acordo com a expressdo(14) do item "analogia da membrana", tem-se:

d*w

— = -P (1"
n St

e P v 1"
dn St

w=-1P 2 cnap (am

2 s;
Considerando as condi¢ées de contorno:
dw
(d_n')n=o =0 Wiy =0 2)

obtém-se:

21



C=0 D=+ (3)
s 8
Retornando com esses valores as expressdes (1), obtém-se:
pl &8 n’
W=—|———ro 4r
S5 [ 8 2 J )
. p &
W =W = 4"
n=0 ST 8 ( )

A tensdo tangencial em um ponto P da se¢@o transversal é dada por:

'c=-kd—w=k£n &)
St

enquanto o momento de tor¢éo € dado por:

n=9%
M, =2k [wdS=2ke wdn =~k g (6)
n=-4¢ 6 S"'
de modo que:

p2_HMug ®)

Considerando na expressdo (13) do item analogia da membrana o circuito coinci-
dente com ¢ contorno, do qual se ignora o trecho nas extremidades, tem-se:

dt,ds, =2G8S, )

Sy

onde, de acordo com a expressio (8),

Ty =t (10
5
18%¢c

de modo que:
Y1 2c=2605c > Go-dr_ M (1
18° 16°c 1
3 3 T

onde:
1, —=ffe (12)
5 =

22



€ 0 momento de inércia a torg¢do.
A expressdo (8) pode ser escrita, em vista do resultado anterior, da seguinte ma-

neira:
M
Ty =Ty =—58 (13)
IT
Considerando, como se mostra na fig., o segmento de dimensgo ds, pode-se escre-
ver:
dF,
dFy, =31, 16ds = f =d—s°=}106 (14)
de modo que o momento de torgdo por unidade de comprimento € dado por:
My, =dF, 26 =17,8%ds = my = ‘ﬂf“ 11,52 (15)
s
Considerando na expressio anterior o valor de t, dado pela expressdo (13) ob-
tém-se:
1M
Mpy = E_T (16)
c
Na secéo retangular, para a qual ¢ = h, tem-se, de acordo com a fig.,
IT =%83C=%83h (17) E
de modo que: \i
vy =t 53 Mr (18)
I; 6" h
R YA LT
f 4 (&
M, =F, ¢, =F, 26 =1M, (18"™) /]
isto €, a distribuigdo de tensGes tangenciais segundo a direcdo do lado "if ] E
h € responsavel pela absor¢do de metade do momento de torgdo M. &[;-?:
A outra metade € absorvida, como se mostra na fig., pela dis- [
tribuigdo de tensSes tangenciais segundo a direco do lado § ,1sto é: - F B\

My, =4M; =F ¢, =zFh : (19)
Embora se tenha, como visto anteriormente no item se¢do retangular, 1, ~ 31, 0

brago ¢, € muito maior do que o brago c,.



Na secdo aberta, para a qual ¢ =27 R , tem-se de acordo com a fig.,

R
]
43{1
-

I =18’ c=2n8’R (20)
de modo que: ‘
M;. 3 M,
w T8 21
T, CT2mR | @1

Pode-se imaginar, voltando 4 analogia da membrana, que, em decorréncia de uma
ligeira assimetria da membrana deformada ao longo da espessura &, a distribui¢do de
tensGes tangenciais seja, como se mostra na fig., o resultado de duas parcelas, cada uma
das quais responsdvel pela absor¢do de metade do momento de torgdo.

De acordo com a fig., pode-se escrever:

dM;, =1,8dsR = M, = FT:, 8Rds =2nR %8 (23)
5=0
de modo que:
Lh 27?/1[{; 5 25:1:;5 B 4-,-:1\;;2 5 @
Comparando as expressdes (22) e (24), obtém-se:
5=t (25)

ou seja, T, << T,.
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No caso da seg@o que se mostra na fig., composta de diversos elementos de com-
primento c; e espessura J,, pode-se escrever:

C ,
M, f |
Ty = —2-8, (26) SESs e o
I s |
M. A i Mr
6,=—" = M;=G§ I, 27) ;
GI, I =
onde M,; € a parcelade M correspondente ao elemento i. \T 5
2
Lembrando que todos os elementos tém a mesma & l|
rotagfo, isto &, 0, =0, pode-se escrever: _ F-+——F
Cs ,
M; =ZMy =2G6, I L
=GOZI; =GOI, (28)
de modo que:
M
0-0 =M (29)
GI,
onde:
I; =31; =318} c, (30)
Considerando as expressdes (27) e (29), pode-se escrever:
&=G6i=G9=& (€29
ITi IT
de modo que, retornando & expressdo (26), obtém-se:
M
T =—9; (32)
I

Se a se¢do transversal apresenta, como se mostra na fig., cantos vivos, a tensdo
tangencial nos pontos do contomo interno, que sdo os mais solicitados, ¢ dada por:

1:;) =T, [l+%r§:, (33)

onde 1, € a tensAo tangencial dada pela expressdo (32).

Quando, por exemplo, 1, =§, 1, =1.251,.
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EXEMPLO.

Comparar o comportamento de duas barras, com se¢des indicadas na fig., subme-
tidas a torgdo uniforme de intesidade M.

e e 1 f——— o ———==9
| | 1 |
Py ll | o S |1 :
|
| ;"\MT I : F\MT i
| | _|_1 :
t f '
| I I
| | i 1
e <] Mo 2 ey ooy A
4 & 4 [ag
A
4 . 53

As tensOes tangenciais, cuja distribui¢do ao longo da espessura para cada caso é
indicada na fig., sdo caracterizadas na barra de segio delgada fechada por:

M, M, M,

T, = S = = 3 A
' 28"8 2(4c?)8 85c? (&)
¢ na barra de se¢fo delgada aberta por:
. M, & M, S _3M; B
*olxsic, 1[38°(2c)+28%] 88°c )
de modo que, comparando as expressdes (A) e (B), resulta:
c
=357 ©)
A rotagfo por unidade de comprimento é dada na barra de sec¢do delgada fechada
por:
M M M
e] . T.z = Tz 2 w . 3 (D)
& 48 G4(4c )" G(88c?)
[ ds 2c
LT 4D
B )

e na barra de se¢@o delgada aberta por:
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M, . M; 3 M,
R —— =2 (E)
G328 ¢;) Gi[38°(2c)+28°c] 88°c

de modo que, comparando as expressoes (D) e (E), resulta:

2

C2
0, =38—291 ¥

‘Considerando-se, por exemplo, % =10, obtém-se:

T, =307, (G)
0, =3006, (G™)

0 que sugere a conveniéncia de se transformar a segfio aberta em fechada mediante 0 em-
prego de solda, da maneira que se mostra na fig.

/

L

Considerando o equilibrio na diregio longitudinal do elemento de dimensdo dx,
obtém-se a tensdo tangencial t, na segdo da solda caracterizada pelo dngulo o, isto é:

7,8,dx=1,8dx = ts=8i'c, (H)

s

O valor méximo de t, ocorre quando 8, ¢ minimo, ou seja, quando a =45°, de
modo que:

) ) o
smax o Tl = Tl . '\/E—Tl (I)
65 min (gss) 8

s

Impondo que o valor acima nfo ultrapasse a tensio admissivel T, da solda, ob-
tém-se o valor §_.
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APENDICE 1.
INTEGRACAO POR PARTES.

Se a fungéo f(y,z) é continua com derivadas de primeira ordem continuas em uma
regido S, entdo:

j% dS={f n,ds an
Z—i ds = df n,ds 1"

\z :
Qﬂ\\%%

De fato,
2 as= ]’(’f% aypiz= [ [£(3,2)£3,,2)1d2

L )
2 dz “ dz
= Jf(yz,z)gdﬁ zz{f(y,,z)(—a) ds )

Os cossenos diretores do versor normal n no ponto 1, de coordenadas (y,,2), sdo
dados por:

dz dy
COosa = -—— cosp=n. = —— 3r
BT s p=n, ds (3)
enquanto no ponto 2, de coordenadas (y,,z), sdo dados por:
dz dy
cosa = = — cosp=n. = ——— 3"
T s s 37
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Quando z percorre o intervalo z, <z <z, todo o contorno é percorrido, de modo
que:

j% ds = Jf n,ds
e analogamente:
jgz-f- dS={f n,ds

Se f =gh, entdo:
g

ch
—hdS=qdghn ds- [g—dS 4'
og ch "
_[a-hdSm;ghnzds—J‘ggdS (4"
De fato, basta considerar nas expressdes (1) f =g h, de maneira que:

of d(gh) og oh

— d8= |—/—= dS= |[==h+g—]dS 5

oy 8= F5~ 5=y +s, w

29



APENDICE 2.
DETERMINACAO EXPERIMENTAL DO VALOR DE k.

Na pratica, utiliza-se um dispositivo munido de dois orificios, um com o contorno
da se¢o transversal e o outro circular de raio R, sobre os quais se distende uma pelicula
de sabdo. Aplicada a presséo transversal, as duas peliculas se deformam, de modo que é
possivel obter as curvas de nivel das fun¢des:

w(v,2) ¢ (v,2=kw(y,2) (1)
bem como as curvas de nivel das fungdes:
W, (Y,2) 00 (¥.2) =k W (y,2) 2

Considerando a seg@o transversal e a se¢dio circular submetidas a0 mesmo mo-
mento de torgdo M, pode-se escrever, em vista das expressdes (17) e (20) do item
"analogia da membrana":

k =251Gg =25t Mr 3"
p p I;
kO :Zﬁ_Geo =25_TM_T_. (3n) -
p I
de modo que:
ITO
k=—"k, 4)

K, =30 5)

onde w, e ¢, so os valores de Wo(r)ed,(r) em r=0.

De acordo com a expressdo (18) do item "analogia da membrana", tem-se:

d¢, dé M
@ e T ©
TO
ou seja:
M; 1r?
= —+C
b, I, 2 (7)

onde, uma vez que ¢, =k w, =0 quando r=R,,
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M
C=—l T y? (8)

2 Iy
de modo que:
1 M;(R?-1?)
iy ol O 4 (€))
LI T
Sendo:
N _IMR® 1 MR® M, (10)
2 I, 2(dnR*) R’
resulta:
; r’
b =, 1"? _ (1)
Retornando & expressgo (5) com o valor de ¢, dado pela expressio (10), obtém-
se:
M; 1
ky=—L%—
* 7R w, (12)

Considerando-se a expressio (13) do item "analogia da membrana" sucessiva-
mente para a se¢do transversal e para a se¢do circular, tem-se: :

S
I =421V, 13
T (13)
I, =431y (13"
=4-—=V, 27)°
TO p 0

onde, em vista da expressdo (11),

N o - 2n .. 1 _nR*¢, wRZ .
Vwo-J'wodS—J-—k—andr—YJ.%(l—F)rdr— =W (9

enquanto
v, = [wds (14"

€ determinado experimentamente.

Considerando na expressdo (4) as expressdes (12), (13) e (14), obtém-se o valor
de k.
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