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TENSOES NORMAIS E DESLOCAMENTOS NA FLEXAO OBLIQUA.

TESOES NORMALIS.

Quando a segdo transversal de uma barra é solicitada por momentos fletores
M, e M,, segundo as diregdes y e z, e por forga normal N, a distribui¢do de tensdes
normais ¢ pode ser obtida considerando, a exemplo do que se fez no estudo da flexio
normal, um segmento de dimensdo dx na configuragdo indeformada cujas faces,
caracterizadas pelas coordenadas x e x + dx , permanecem, de acordo com a hipétese de

Navier, planas e perpendiculares ao eixo na configuragdo deformada.
A for¢a normal N provoca, como se mostra na fig., o afastamento ou a
aproximagdo das se¢es transversais , enquanto a agfo conjunta dos momentos fletores

M, e M, provoca a rotago das segdes transversais segundo os eixos yez.
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A deformagfo de uma fibra AB, caracterizada pelas coordenadas y e z, é dada
por:
A'B'-AB

€= — (1)
onde A'B’ ¢ o comprimento final da fibra AB medido pela distancia entre os planos das
secOes transversais na configuragio deformada, de modo que se pode escrever: .

e=Ay+Bz+C 2
uma vez que a expressdo (1) corresponde a divisio por uma constante AB de uma
fungdo linear A'B' de y e z da qual se subtrai a constante AB.

A deformagdo € corresponde a tensfo normal o dada, segundo a lei de Hooke,
por:

6 =Ee=EAy+EBz+EC=A'y+B'z+C 3)
isto €, um elemento de dimensdo AB = dx e sego transversal dS , Solicitado pela forca
dN =0dS, passa a ter, em consequéncia do .alongamento ¢ = £, a dimensio
A'B'=AB(l +¢).

A distribui¢do de tensdes normais o, correspondem aos seguintes esfor¢os
solicitantes:



N= [odS= [(A'y+B'z+C)dS= A’ [yds+B! [zds+C fds
S S S S

=AM, +B'M,, +C'S @)
M, = [ozdS = [A'y +B'z+C)zds = A" jyzdS+B'jz2dS+c' |zas
S S S S

=A', +B' +C'M,, (4"

M, =- [oydS = - f[(A'y+B'z+C)y dS =-A’ {y*ds-B [yzds-c [yds
S S S S

=-A'l, -B'l,-C'M,, 4"
Se os eixos y e z sdo eixos centrais de inércia (eixos principais que passam
pelo centro de gravidade), em relagio aos quais M, =M, =1 vz = 0, resulta:
M M, N
Z l= Cl= il 5
I I S )

z y

A'=—

de modo que, de acordo com a expressdo (3):

M M, N
o=——(y+ Z+— 6
LY It (6)
Se os eixos y e z ndo sdo eixos centrais de inércia, resulta:
I,M, +I M I.M, +I. M
A’= __yz Y ); Z B|= ¥z Tz 22 Y C": I_q_ (7)
N L1 -1, S

de modo que, de acordo com a expressdo 3):
IM +I M IM,+1I M
e S O At L 2 yz+E €))
)0 R o LI, -TI, S
A distribuigio de tensdes normais ¢ em um a regido genérica S* (considerada,
por comodidade, retangular na fig.) corresponde a forga normal N°, que pode ser obtida

da seguinte maneira:

g =
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“bem como os momentos M' e M » que podem ser obtidos da seguinte maneira:
y z

I\/Iz +M}'
Mg

z y

z+g)zdS

y

dM = 0zd8 = M, = [ozdS= [(-
s’ s’

M, M N
3 S_!'yzdS+I—yysj.z 2dS+§SszS=

I' I. M‘

=-M,Z+M, L+N—Z 9"
LM NG ©")
5 . M
dM. =—cydS = Mz=—fcyds=—j(-MZy+ yz+—1\l)de
s s’ I, Iy S

= Mz 2 M)’ N
a3 s!y ds - T Sjyzds—g—sjyds
I I M
=M_2_M X2 — N —22 g
z Iz y Iy S ( )

onde as grandezas marcadas com asterisco referem-se a regido S°.
Os resultados anteriores permitem considerar a distribui¢go de tensdes normais
o . “ » . L] L]
C estaticamente equivalente a forga N aplicada no ponto C* de coordenadas &'z,
tais que:

. [o(@)zds

= & 10
! N [o@)as (10)

. [o@yds

Z

N‘y' =—M; = y. =——== S 10"
N _[G(Z)dS (10
¢

isto €, o ponto C" de aplicagdo da forga N” corresponde a projecéo no plano da segio
transversal do centro de gravidade do "sélido das tensdes" relativo i regidio S’, cujo
volume, segundo a expresséo (9'), é igual a forca N°.

De acordo com a fig., M , € M, séo dados por:

(W3]



M, =Mcos6 =Mcos(oa—n/2)= Msena am
M, =Msen6 = Msen(a. —n/2) =-Mcosa (rm

onde o caracteriza o 4ngulo que o trago do plano de a¢dio de M faz com o eixo y
(considerado, assim como o dngulo 8, positivo no sentido de Yy para z), de modo que:

M)’
tga =—M (12)

Z

Considerando a expressio (6), verifica-se que =0 nos pontos (y,,z,) de
uma reta - denominada linha neutra - dada por:

z, =tano,y, +c, (13)
onde:
I, M I, N
too =X £ c e A 14
=T M °TTS M (19

z Yy Y
Os resultados anteriores mostram que na flexdo obligua simples (N=0) a

linha neutra, cuja inclinagio em relagfio aos eixos depende dos momentos M eM,,

passa pelo centro de gravidade da segdo, ao passo que na flexdo obliqua composta
(N = 0) ha translaggo da linha neutra, cuja intensidade depende da for¢a normal N.
Considerando-se as expressdes (12) e (14), pode-se escrever:

tgatga, = —L’— (15)
IZ
A express#o anterior permite concluir que, a menos quesetenha I =1,
tgatgo, # 0
isto ¢, a linha neutra faz com o trago do plano de agdo de M um angulo diferente de 90",
Considerando, mais uma vez, a expresso (6), verifica-se que ¢ =0 nos pontos

de coordenadas (y",z") de uma reta dada por:



I, M I N
L y » y L] * L]
Z =——%ty +—|oc —-—|=tgo,y +¢ 16
I, M, y My[ 3 80y | (16)

A expressdo anterior permite concluir que nos pontos pertencentes a uma reta

paralela 4 linha neutra a tensdo normal tem o mesmo valor, e que os pontos mais

afastados da linha neutra s&o os mais solicitados, visto que, em valor absoluto, ¢” cresce

com G .
Para determinar a maxima tensio de tragdo Or € a maxima tensdo de

compressdo o basta substituir as coordenadas dos pontos P'e P" (que sd0, como se

mostra na fig., os pontos onde as retas r e r, paralelas a linha neutra, tangenciam a

se¢do transversal) na expressdo (6).
No caso indicado na fig., é facil ver que o ponto P'- simultaneamente

tracionado pelos momentos M, eM, — ¢ o mais tracionado, enquanto o ponto P" —

simultaneamente comprimido pelos momentos M y €M, —¢€ o mais comprimido.

EXEMPLO 1.

Dada a segdo da fig., solicitada por momentos fletores M y=M e M, =M,

determinar:
a) a maxima tensdo de tragdo o, e a maxima tensdo de compressdo o, .

b) a resultante N das tensdes normais na regido tracionada e na regidio
comprimida, bem como as coordenadas (y*,z") do ponto de aplicagio de N* .
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Tratando-se de flexsio obliqua simples, a distribui¢do de tensées normais é dada

por:

M, M,
2y4 X A
LYtz (A)

z y

c=-



onde:

3 3
M, =M M, =RM' I, = = I, =i B)
d 12 12
de modo que:
M M’

c=-12 +12 z C

bh% 0 b ©

A lina neutra, obtida igualando a zero a expressio anterior,é dada por:
h

Zy = B—YO D)

No ponto T de coordenadas (—1b,+1h) ~ tracionado simultaneamente pelos

momentos M, e M, —tem-se a méxima tenso de tragdo, dada por:

M‘ M. Mi
o;= 6 +6 =12 E
T bh?>  bh? bh? ®)
No ponto C de coordenadas (+4b,—1h) — comprimido simultaneamente pelos

momentos M, ¢ M, —tem-se a maxima tensdo de compressio, dada por:
M‘ M# M‘
Gc =—6—— —=12—=-0; F)
bh bh bh
No célculo dos momentos estaticos, dos momentos de inércia e do produto de
in€reia correspondentes 4 regifio tracionada e  regdo comprimida, usam-se as férmulas

de translagdo de eixos, de modo que, sendo:

Yro =—%b Zpy =+%h i
Yoo =+%b Zgy =—gh L
tem-se:

MD =0+ (+£h)(3bh) = bh

M =0+ (-Lbh) = bk

I” = 5¢bh’ + (+£h)* (4 bh) = 2 bh?

0 = 5% + (- Eb)(+$h)(3bR) =0 0
M((® =0+ (~$h)(} bh) =~ bh’

M9 =0+ (+Lb)(4bh) = Lbh

I;© = Lbh’ + (1 h)> (L bh) = & bh?®

I} = 3%b’h+ (+1b)*(4bh) = L b’h

L.” = 7b*h" + (+1b)(~¢h)(3bh) = 0 ()
Substituindo nas expressdes (9) os valores dos esforcos solicitantes, dos
momentos estaticos, dos momentos de inércia e do produto de inércia, dados pelas

expressoes (B) e (H), obtém-se:

; M’ . M . _bM ,
Ty Me=mg Maspe i
M . M . _bM

a

N; —_——2‘—h— MyC = 2 MZC - —

de modo que, de acordo com as expressées (10):



yr=—+b  zi=+1h )

4

Ye=+ib  zg=-}h da")
EXEMPLO 2.

Determinar a maxima tenséo de tragio Ommax € @ maxima tensdo de compres-

S30 oy.x na viga da fig.

Analisando o diagrama de momentos fletores, conclui-se, visto que a segfio
transversal € constante, que no trecho I a se¢do mais solicitada & a secdo S; (ja que os
momentos fletores M, e M, sdo simultaneamente maiores do que nas demais se¢des do

trecho), € que no trecho II a se¢do mais solicitada é a se¢do S, .

No trecho III 0 momento M, decresce enquanto o momento M, cresce, o que
obriga a que se considere uma segio genérica desse trecho, caracterizada pela coorde-
nada x, na qual os esforgos solicitantes sio dados por:

2
My=,:2Px—P2);J Mz=f4i (A)
Tratando-se de flexdo obliqua simples, a distribuigdo de tensSes normais é dada
por:
c=- M, y+ &z (B)
I, I
onde:
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y 1 2 3 . %b" (C)
Substituindo na expressdo (B) os valores de M , € M, dados pelas expressies
(A), bem como os valores de 1 , € I, dados pelas expressdes (C), obtém-se:

3Pxy 3 Px* |z
=228 lopy X |2 D
°T T 2[ 2a }b“ ®)

No ponto T de coordenadas (-1b,+b) ~ tracionado simultaneamente pelos

momentos M, e M, —tem-se a méxima tenséo de tragfo, dada por:
3Px 3P x?
Op = ——F+-—5|2x—— (E)
4b° 20 2a
No ponto C de coordenadas (+1b,—b) — comprimido simultaneamente pelos
momentos M, ¢ M, — tem-se a méxima tensdo de compressdo, dada por:

2
=_3£z_z£[2x_x_]=_cT ®)

Por serem 63 e o fungSes de x, determina-se, por derivagdo das expressdes
(E) e (F), as se¢bes em que se tem valores méaximos, isto é:

e =0 = Xpuy =%a (G"
dx
doc =0 = Xcuax =32 (G")
dx

Substituindo nas expressdes (E) e (F) os valores de x dados pelas expressdes
(G’) e (G”), obtém-se:

75 Pa

Omax =Max(cr) =c;(x= X1max) = Eb_;; (H"
75 Pa

Ccmax =MaX(Cc) =0 (X = Xgpyax) = _EbT (H™)

Se M, e M, fossem fun¢es lineares de x, as expressdes (E) e (F) seriam
fungBes linecares de x, de modo que os valores maximos ocorreriam em um dos
expremos do trecho III, isto é, em x =2a ou x = 3a.



EXEMPLO 3.

Dado o pilar da fig., determinar:
a) a excentricidade e, de modo que nfo ocorram tensdes de traggo.
b) para o valor obtido no item anterior, a posi¢fio da linha neutra e o diagrama

de tensdes normais.

7/ L7 -
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Em uma se¢do genérica, os esforgos solicitantes relativos aos eixos centrais de
inércia indicados na fig. sdo dados por:

N=-P M, =-%Pe M, =+LZPe (A)
Tratando-se de flexdo obliqua composta, a distribuicio de tensdes é dada por:
M
0'=—sz+ v+ N B)
I, I, S

onde:
y c* ©)
Substituindo na expressdo (B) os valores de N,M, eM, dados pelas

expressoes (A) e os valores de S, I, el, dados pelas expressdes (C), obtém-se:

&ln

S=3¢> I, =3%c¢* I, =

6+/2 Pe y P
=tz -
5 ¢* [3 ] 3c? ®)
Considerando a diregdo da linha neutra, caracterizada pelo angulo «,, dado
por:

I, M
tgo, =L —=2=-1 E
g, I, M, 3 E)

pode-se concluir, como se mostra na fig., que os pontos mais solicitados sio os pontos C
e T. Por ser o ponto C — simultaneamente comprimido pelos momentos M y €M, bem



como pela forga normal N — o mais comprimido, segue-se que o ponto T é o mais

tracionado.
Substituindo na expressdo (D) as coordenadas do ponto T e do ponto C, obtém-

se:

o Ji. Jin_ 8Pe P .
Crmax =Op =0(—Fc,~%c) = 53 397 ¥
N 8Pe P .

=0 =0(+Fc+Fc)=—aF-— F
O emax c (+3 2C) 5¢° 32 (")

Impondo G, =0, resulta:
=€y =5 C (G)
de modo que, segundo a expressio (F"):
2P
CMAX 3 cz ( )

10



NUCLEO CENTRAL DE INERCIA.

Na segéo transversal de uma barra, submetida 3 flexéo obliqua composta, os
esforgos solicitantes — momentos fletores M, e M, e forga normal N —sfio, como se
mostra na fig., estaticamente equivalentes a for¢a normal N aplicada em um ponto de

coordenadas (yy,zy) tais que:

M
M, = N-zy = N(eysena) = z, = _I\Ty 1"
| M,
M, =-N-yy =-N(eycosa) = vy, =- N "
onde e, ¢ a excentricidade de N.
z

z

A distribui¢do de tensdes normais é dada por:
M M, E=_(—NYN)y+(+NZN)Z+E

T YT TS I I S
z Yy z Yy
:% _iEN_Y+?—§NZ+IJ (2)
onde:
i, = I—’ i, = L 3)
d S = S

s30 os raios de giragdo relativos aos eixos y e z.
Igualando a zero a tensfio normal o dada pela expressdo (2), obtém-se a
posigdo da linha neutra, dada por:

Z
e +i—2”z0 +1=0 @)

i y

que pode ser caracterizada pelos valores ¢, ec, correspondentes aos pontos de
intersec¢do com os eixos y e z, ou seja:

2
lz

y

.2
1

Yo =0 = Zo=cz="zy (5"
N

)

z,=0 = Yo =C, =—

11



S#o validas as seguintes propriedades:

P1) Quando o ponto de aplicagio de N se aproxima do centro de gravidade, a
linha neutra se afasta desse ponto. De fato, de acordo com a fig.:

senf =

s 2 2
(c‘l’z) = d—2+d—2=1 = d=—nl (6)
cosf= ¢ ¢ 1 + i
(=¢,) e 'ck
Considerando as expressdes (5) e, em seguida, as expressdes (1), resulta:
1 1 1
d= =— 7

2 2 €y 2 2
[yNJ Zy [cosaJ seno
5| +|—= +

-2 -2 -2 -2
1 1, 1; 1,

de modo que d tende a infinito quando ey tende a zero (tragdo ou compressdo simples)
e tende a zero quando e, tende a infinito (flexdo obliqua simples).

P2) Quando o ponto de aplicagio de N se desloca sobre uma reta, a linha
neutra gira em torno de um ponto. De fato, dado um ponto da linha neutra de

coordenadas y, =y, e z, =z,, as coordenadas Yn €2y do ponto de aplicagdo de N
satisfazem a equagdo da reta: .

YN .+ Zy _»

._ZNYO +iTZO +1=0 (8)

z y

P3) O conjunto de pontos de aplicagdo de N aos quais correspondem linhas
neuiras que tangenciam o contorno da segdio transversal delimitam uma regido
denominada micleo central de inércia. Quando o ponto de aplicagdo N se situa no
interior dessa regifio, a linha neutra nio intercepta a se¢do transversal, de modo que a
tensdo normal em todos os pontos da se¢do tem 0 mesmo sinal de N.

12



EXEMPLOS.

Determinar o nucleo central de inércia das seges seguintes.

SECAO RETANGULAR.

3 Z]

Para a segéo retangular,

S =bh (A"
bh* I, h?
I = {2 =L = U
"~ 12 YTE TR (4%
hb’ I, b’ :
I,=— = i2="2=—_ N
* 12 - V) S
de modo que, a partir das expressées (5), pode-se escrever:
i - 1b?
== = = —— r
YN_ c, Al 12¢, ®)
i 1 h?
Z,y = —at = Z., =—— Bn
= T B")

Considerando , de acordo com a fig., as linhas neutras LN, eLN,,
determinam-se, com as expressdes (B), os pontos N, e N,, caracterizados por:
Cy=—3b = yu=1b Cy P = zy,=0 )
Cyy > = Y =0 C.;=—% = 2zy, =th c"
Quando o ponto de aplicagdo de N se desloca sobre a reta que une os pontos
N, e N,, a linha neutra gira em torno do vértice V,. Basta substituir as coordenadas de
V| naequagdo (8), que se obtém a equagfo da reta que une os pontos N, e N, .

Os pontos N, e N, so obtidos por simetria.



SECAO C.

= L

Vi|Ca| T |Ve L,

/|
Para a segéo C,
S=48c (A"
: I
=ge = e ege @)
Iz 2%603 = ii =-I-§—=:1%-.c2 (Am)
de modo que, a partir das expressdes (5), pode-se escrever:
. c, T 48c,
.2 2
1 2¢c
R — — = Dy = —— Bn
N Cz N 3 Cz ( )

Considerando , de acordo com a fig., as linhas neutras LN,,LN, eLN
determinam-se, com as expressoes (B), os pontos N,, N, e N,, caracterizados por:
Cjp =—%C = Yy =3cC C, 2>x = 2z, =0 (&)
Cyp DX = yu, =0

33

Cpp=—C = 2zy,=3cC (€
Cy=+3C = Yy =3C Cpy X = 2y, =0 (G
Quando o ponto de aplicagdo de N se desloca sobre a reta que une os pontos
N, e N;, a linha neutra gira em torno do vértice V,.

O ponto N, é obtido por simetria.

14



SECAO HEXAGONAL DO EXEMPLO 3 DO ITEM ANTERIOR.

Para a secdo hexagonal, relativamente aos eixos centrais de inércia indicados

na fig.,
S =3¢? A
I
Iy =%C4 = 13 =§y=§5€02 (A")
L =3c' = i =£§"=%°2 (A™)
de modo que, a partir das expressdes (5), pode-se escrever:
2 2
1, 5¢ :
YIN=F7T = YN=_E_ B
c)’ Cy
is 5¢?
VA = __y_ = Z R — Bn
v T B")

Considerando , de acordo com a fig., as linhas neutras LN, eLN,,
determinam-se, com as expressdes (B), os pontos N, e N,, caracterizados por:

5"/Ec (o =—2c = 2 =ﬂc (69

BTN S Ha~y 72
V2 52
C,y —>< = Yy =0 e, =—70 = Zy, =?c (O}

Quando o ponto de aplicagio de N se desloca sobre a reta que une os pontos

N, e N,, a linha neutra gira em torno do vértice V..
Os demais pontos s@o obtidos por simetria.

15



DESLOCAMENTOS.

Na flex@0 obliqua composta, ja se sabe, as se¢des transversais permanecem

planas e perpendiculares ao eixo na configuracio deformada.
O deslocamento da seg8o transversal corresponde a um movimento de corpo
rigido que pode ser decomposto, como se mostra na fig., nas seguintes parcelas:

deslocamento longitudinal - caracterizado pelo deslocamento u, do centro de
gravidade da se¢do - de modo que o deslocamento do ponto A, de coordenadas (x,y,2), é
dado por:
u=u, v=0 w=0 (1)
deslocamento transversal segundo o eixo z - caracterizado pelo deslocamento
w, do centro de gravidade da se¢do - ¢ rotagdo da se¢do segundo o eixo y -

caracterizada pelo dngulo ¢,, dado, uma vez que a se¢io permanece perpendicular ao

eixo, por:
dw
woz%¢w=d° )
X
de modo que o deslocamento do ponto A ¢ dado por:
d
u=-senQ,z~ —tgp,z =~ c‘INO z v=0 w=w, (3)
X

deslocamento transversal segundo o eixo y - caracterizado pelo deslocamento
v, do centro de gravidade da se¢do - e rotagdo da segdo segundo a diregao z -
caracterizada pelo dngulo v, , dado, uma vez que a segdo permanece perpendicular ao

eixo, por:

Vo
Yo =gy, = o “4)
de modo que o deslocamento do ponto A € dado por:
dv
Us-SeAyy -fgyey=-—'y V=V, w=0 (5)

16



Considerando as expressdes (1), (3) e (5), pode-se escrever:
dw, dv,
u=u, ——2z——-> v=v wW=w 6,
° T ix dx y 0 0 (6)
A deformag8o de um segmento AB=dx ¢ dada, como se mostra no apéndice,
por:

du, d’w, d%v,
= - z- y=Ay+Bz+C 7
dx  dx? a2 ) 2
A partir deste ponto, pode-se retornar a expressio (2) do item tensSes normais
e concluir, uma vez determinadas as constantes A, B, C pelas expressoes (5), que:
duy, N d*w, M d*v, M

€

Y
el S 90 _ "= 8
dx ES  dx* EI, dx* EI, (5
A integragdo das equagSes diferenciais acima permite obter as componentes

U, (x), vo(x), Wy (x) do deslocamento de um ponto do eixo.

17



APENDICE.

DEFORMACAO LINEAR.

Em uma barra, considerem-se, como se mostra na fig., os pontos A, de
coordenadas [X,y,z], € B, de coordenadas [x +dx,y,z], na configuragdo indeformada
(anterior ao carregamento), aos quais correspondem os pontos A', de coordenadas
[x+u,y+v,z+w], e B', de coordenadas [x+dx+(u+du),y+(v+dv),

z +(w +dw)] na configuragdo deformada (posterior ao carregamento).

/ z v/ 4 &

g
A deformag@o do segmento AB =dx ¢ dada por:
A'B'-AB
= ()

AB
Considerando os dois tridngulos retdngulos indicados na fig., pode-se escrever:

A'B'= y/(dx + du)? + dv? + dw?

F 2 2 2
[FEETE ] -
dx dx dx dx |

Desenvolvendo em série a expresséo anterior, pode-se escrever:

r 2 2 27]
A'B'= 1+(d—“)+1(ﬂ) +1(d—v) Lo 3)
dx/ 2\dx 2dx 2\ dx i
Retornado & expressdo (1), tem-se:
2 2 2
£=d_u+-1_ d_u +l _d_v) +l ﬂ (4)
odx 2\dx 2\dx 2\ dx
] du dv dw _
Nos casos que estamos considerando, os termos —, —, — sdo da ordem de
dx dx dx

grandeza das deformagdes, isto ¢, da ordem de 107, de modo que, desprezando o
quadrado desses termos, resulta:

du
. 5
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