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TENSOES NORMAIS E DESLOCAMENTOS NA FLEXAO NORMAL.

TENSOES NORMAIS.

Considere-se em uma viga, como a que se¢ mostra na fig.,, submetida ao
carregamento transversal q(x) e ao carregamento longitudinal P, um segmento de dimensdo
dx na configuracdo indeformada (anterior a introdugfo do carregamento externo) e na
configuragdo deformada (posterior 4 introduggo do carregamento externo).

Segundo a hipdtese de Navier, as se¢des transversais mantém-se planas e
perpendiculares ao eixo deformado.

A hipétese de Navier, rigorosamente valida na flexdo pura (auséncia de forga
cortante), fornece bons resultados mesmo quando a presenga de forca cortante provoca
distor¢do da se¢do transversal. A hipétese continua vélida no caso de grandes
deslocamentos e rotagdes que conduzem ao escoamento do material.

O ponto M do eixo, correspondente a se¢do caracterizada pela coordenada x, tem
deslocamento longitudinal u e deslocamento transversal W, enquanto o ponto N,
correspondente a se¢do caracterizada pela coordenada x+dx, tem deslocamento longitudinal

u+du e deslocamento transversal w+dw.
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A deformaggo da fibra MN de dimensgo dx ¢ dada por:
M'N'-MN
o e )
MN
de modo que:

M'N'= (1+€,)MN = (1+¢,)AB

o))
A deformagéo da fibra genérica AB, caracterizada pela coordenada z, & dada por:
A'B'-AB
= — €))
AB
onde, de acordo com a fig.,
A'B'=M'N+dpz=MN+ XN, _ 11 %) mNe
r
=(1+Z)1+€,) AB 4)
r
de modo que:
z
e=g,+(l+¢g,)— 5)
r

Considerando que as deformagdes correntes sio da ordem de 10~ (0.2%,

por
exemplo), pode-se desprezar ¢, em comparagio com a unidade, de modo que:

s=so+§=C+Bz (6)

A deformagiio € corresponde a tensdo normal ¢ dada, segundo a lei de Hooke por

o=Ee=E(g, + E) =C+B'z 7

isto €, um elemento de dimensdo AB =dx e segfo transversal dS, solicitado pela forca

dN =0dS, passa a ter, em consequéncia do alongamento £=9%, a dimensio
A'B'=(1+¢€)AB.

A distribuicdo de tensSes nommais o, correspondem os seguintes esforgos
solicitantes:

N = jcdS: _[(C’+B’z) dS=C'S+B'M,,
S

(89
M, = [ozdS = [(C+B'z)z dS=CM_ +B'I, (8"
S
M, =-[oydS = - [(C+B'2)y dS = -CM,,-B'L, (8™
S



Se o0s eix0s y e z sdo eixos centrais de inércia (eixos principais que passam pelo
centro de gravidade), resulta M,, = M, = I,, =0, de modo que:

C'= 3 °© B'= I—y’ )
e , como ndo poderia deixar de ser,
M, =0 (10)
Na flexdo normal composta (N #0 e M, #0), de acordo com as expressdes (7) e

(9), tem-se:

0'=§+I—yz (11)

y

As tensGes normais nos pontos mais solicitados sio dadas por:

M M
o' =0'(+z')=ﬂ+ 2 z'=E+—,y (127
s 1, S W,
o =o(z)=n_ Ty NV (127)
s 1, s w,

+ As grandezas W, e W, séio denominadas mddulos de resisténcia & flexdo.
Na flexdo normal simples (N=0 e M, #0), tem-se:

M

Y

O =

z (13)
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A distribuigdo de tensbes normais ¢ em um a regido genérica S’ (considerada, por
comodidade, retangular na fig.) corresponde a forga normal N°, que pode ser obtida da

seguinte maneira:

_ . M
dN'=6dS = N'= jodS:[(—’uE)ds
E gL 7S

N "

M, N M S
= zdS+— |dS=M, —X + N=— :
I ss.I b S S

I

Yy §

»

y

L] . . -
bem como 0s momentos M, e M., que podem ser obtidos da seguinte maneira:

- \ M
dM; = czdS = M, = _[czdS= I(—yz+E)zdS
L] . I S
S S y
M N . I M
— y 2 el — Yy sy "
=~ [z7ds+ SsjzdS—MyI +N— (14"

y § y

Ed » M
dM, =—ocydS = M, :——J.Gde=—.|'(—yz+ﬁ)de
s° s* Iy S

* »

M )|
y Iyzds_ﬂjyd8=_My yz _NMsz (141!!)
I, ¢ S ¢ I S

y

onde as grandezas marcadas com asterisco referem-se a regido S’.

Os resultados anteriores permitem considerar a distribui¢do de tensdes normais o
estaticamente equivalente 4 forca N aplicada no ponto C” de coordenadas (v',z"), tais
que:

. . M; S.[G(Z)st
Nz= M = z'=_—21X= 15'
’ N [o(z)ds (15)
g
N ‘ o jc(z)yds
Ny =-M, = y =-—2=2 (15"
N fo(z)ds
:

isto é, o ponto C" de aplicagio da forca N” corresponde a proje¢do no plano da segdo
transversal do centro de gravidade do "sélido das tensdes" relativo a regifio S’, cujo
volume, segundo a expressdo (14'), & igual & forca N”.



EXEMPLOI.

Determinar as tensdes normais Opmax © Oy, N viga da fig.
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Na segdo S,, solicitada pelo momento fletor M, =+ % Pa , a distribuicio de
tensGes normais € dada por:
M , 36 Pa
c=—2z=(+%Pa)—z=54—-2.4 A
I (+3%Pe) bh? bh? A)

Y

de modo que:



Pa

c'=0(+z') =o(+%h)= 36 bh? (A”)
6 =o(-z)=oc(-}%h) = _18{% (a™)

Na segédo S,, solicitada pelo momento fletor M, =—Pa , a distribuigio de tensdes
normais € dada por:

M 36 Pa
c=—rz=(-Pa)——z=-36——z B
I, (=Fa) bh’ bh’ ®)
de modo que:
.. Pa
c'=0(z') =o(+%h) =-24 ™ (B’)
. . ) . Pa
¢ =0(-z)=o(-}h)=12— (B”)
bh
Considerando os valores fornecidos pelas expressoes (A) e (B), conclui-se que:
Pa Pa
Cpax = 36@ e O, =—24 ohE © .

A necessidade de analisar duas segdes decorre do fato de os valores de z’ e z” serem
diferentes. Quando os valores de z’ e z” forem iguais, por exemplo no caso de se¢oes

simétricas em relagdo ao eixo y, basta analisar a se¢do transversal solicitada pelo maior
momento fletor em valor absoluto.



EXEMPLO 2.

Determinar as tenses normais o, e o, no pilar da fig., considerando P =12F e

1=20h.
w
P
Y F
T
e )
[ /(l Sy
&
- L kx| Yok
P |
/J;\F([_x) %\“ P ™
. = Flt-)
7 7 >

L T P TS 7 A N :
%5 VA

Em uma seg¢@io genérica, caracterizada pela coordenada x, de dimens&es bxh_ ,

onde:

hx=h+&(l—x)=3h—&x = dhxz_& (A)
| 1 dx 1

os esforgos solicitantes sdo dados por:
N=-P=-12F M, =+F(-x) (B)

A esses esforgos solicitantes corresponde a distribuicdo de tensdes normais, dada

por:
M, N
=] + —
c I z S ©
onde:
Iy = %bhi S=bh, . D)

Substituindo na expressdo (C) os valores de N e M y» dados pelas expressdes (B), e

os valores de S e I, dados pelas expressdes (D), obtém-se:



12F(1-x) P ,
o= Z—— E
bh? - bh, ®)
Nos pontos caracterizados pela coordenada z = +1h,, tem-se a méxima tensdo de

tragdo, dada por:
6F(l - X) P F -2, P -1
= - = 6=h*(1-x)——h '

Nos pontos caracterizados pela coordenada z = —+h, , tem-se a méaxima tensdo de

compressdo, dada por:
6F(1-x) P F__, v P4
Cr =— — =—-6—h 1-x ——h E"
Por serem fungdes de x, determina-se, por derivagdo das expressdes (E') e (E"), as
segdes correspondentes aos valores méximos, isto é,

dO'—r F -3 dh ; -2 P L2 dh
= 6=|(~2h x(1-x)-h? |-—(-h2)Ex = ¢
T b[( ,x.)dx(l X)~h; b(hx)dx =
XTMAX=%1 = hx=%h (F')
dGC F -3 dh —27 p -2 dh
=—6—|(2b)—=(1-x)-h2? |-=(-h X ~
™ b[( x)dx( x) ] b( x)dX 0 = |
F")

Xomax =31 = h, =3h
Substituindo nas expressdes (E') e (E") os valores de x e h dados pelas expressGes

(F") e (F"), obtém-se:

48F 4P
Camax =01 (D) = S Bh SBh (GH
| 18F 9P .



DESLOCAMENTOS.

De acordo com as expressdes (6), (7) e (11) do item anterior, tem-se:

M
s=so+5=2=£+ Yz 1)
r E ES EHI,
de modo que:
N 1 M,
g =— —=—L 2
° ES r EI @

As grandezas ES e EI, denominam-se rigidez longitudinal e rigidez a flexdo.
Dados os esforgos solicitantes N e M, , quanto maiores as grandezas ES e El , tanto
menores as deformagdes €, e } , isto €, mais rigida a barra.

Para obter o deslocamento longitudinal u, considere-se, de acordo com a fig. do
item anterior, que:

MN+(u+du)=u+M'N'cosp = MN+du=MN(+¢g,)cosq
Considerando a aproximagéo cos@ ~1— %4 ¢?, tem-se:
g MN +du =MN(1+¢g,)(1-%4¢*) =MN(l+¢g, - 50> - 4 ¢’s,)

Desprezando o termo de ordem superior €,¢?, e lembrando que MN=dx, obtém-se:

du
x % AN 3)
x
ou seja,
2
u=u0+_[sodx—%].(p dx Q)]

onde €, € dado pela expressdo (2) e @ sera determinado a seguir.
Na flexdo normal simples,
u=u, -4 [p’dx 5)

Se se despreza o dngulo de rotagdio ¢ (o que corresponde a considerar cosg ~1),
resulta: \

u=u, 6)
de modo que, se a extremidade inicial for fixa, cada ponto -M. .do eixo desloca-se
exclusivamente segundo a diregfio normal ao eixo.

Para obter o deslocamento transversal w, deve-se lembrar que a curvatura ¥ de
uma fungéo w(x) é dada por:



1 Wll w"

1 o : ™
T (d+w?)  (+tge)’

Para ¢ muito pequeno, pode-se desprezar tg®p em comparagio com a unidade, de

modo que:

2 d '
d’w d ( dw) w_d . do ®
dx X

Como se mostra na fig., a curvatura, segundo a expressio (2), tem o sinal de M,
(M, >0, quando hé tragdio nas fibras caracterizadas por z>0), enquanto, segundo a
expressdo (8), tem o sinal de w” (w">0, quando @, considerado positivo no sentido

horario, cresce com Xx).
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A fim de eliminar essa discrepincia de sinais, decorrente exclusivamente da
convengdo adotada para o momento fletor, deve-se escrever:

dzwh_g_ d_wj*icg_*My ©)
dx? dxldx/ dx EI,

ou seja,



EXEMPLO 1.

(10)

(11

Determinar a fungdo w(x) - denominada linka eldstica — bem como a fungdo u(x)

da.viga de rigidez EI da fig.

N
Bhla m*

A\ (B z

w\ ] -P i I
W ff"“"*“*"m

"a . By
z ¢ ; ¢

«--O momento fletor em uma segéo genérica, caracterizada pela coordenada x, é dado

por:

-

M(x) = £x
a

(A)

Considerando a expressdo anterior na equagfo diferencial da linha elastica, resulta:

Elw’ (x) = -M(x) = —MTX

»

EIW'(x)=—M x*+C
2a

Elw (x)=—M x*+Cx+D
6a

Considerando as condigdes de contorno:

w, =w(0)=0 wg =w(a)=0

(B)

©)

D)

E)

que correspondem ao fato de o deslocamento transversal ser nulo nos apoios A e B, obtém-

se:
C=iM'a D=0

Retornando com esses valores as expressdes (C) e (D), obtém-se:

(F)

10



1M'x® 1Max
)= —— +_ 9
R @)
I1M'x? 1Ma
=—— +-_. 9y
w () aEl 6 EI @7

O deslocamento transversal méximo f - denominado flecha - & obtido a partir das
expressoes (G) da seguinte maneira:

\3 M'a?
wx)=0 = x—£a = Wy =f=w(Za)=2" H
X)) = MAX (5a) 7 g &
Asrotagdes @, e @gsHo dadas, de acordo com a expressio (G"), por:
M'a
~ =w, =w (0)= I
804 =Wy =W () == ®
Pp 18Py = —1g(N~Qp) =—Wy —W (a) = 3EI @
O deslocamento longitudinal ¢ dado, de acordo com a expresséo (3), por:
: . 1 1Mx* 1Mal
u(x)=1w x)’==|- +— ~
@ =7w &) Z[ZaEI 6EIJ ®)
de modo que:
1 M”x° 1 M™% 1 M7a’x
u (x)= +C L)

T40a’(El 36 (B! | 72 (ED)

onde C '=0, visto que u, =u(0)=0.
No ponto B, tem-se:
1 M™a® 27 f,
u =—(= M
® 790 (EI)? 10() (M)
Considerando que na prética £ ¢ da ordem de 55> conclui-se que o deslocamento
longitudinal pode ser desprezado.

11



EXEMPLO 2.

Determinar a linha eléstica da viga de rigidez constante EI da fig. ¢ comparar os

resultados com os do exemplo anterior, quando M" = Pa

P
M.=pa
Ue X 8
A \g e ,L\ z

== - " B
- T |
‘zﬁ’ P Q R
l L .
Z
O momento fletor em uma se¢io genérica, caracterizada pela coordenada X, € dado
por:

. M()=+Z,x =Px (A)

Considerando a expressio anterior na equagdo diferencial da linha eléstica, resulta:

EIw" (x) = -M(x) = -Px (B)
EIw' (x) = —1Px? +C ©)
D)

Elw (x)=-1Px’+Cx+D
Considerando as condi¢8es de contorno:
Wa=w(0)=0 @ ~tgpy =wy; =w'(a)=0 )

que correspondem ao fato de o deslocamento transversal ser nulo no apoio A e de a rotagio
ser nula no apoio deslizante B, obtém-se:

C=iPa D=0 ®
Retornando com esses valores as expressdes (C) e (D),obtém-se:
1Px® 1Pa’
W (X)=——— +— G’
*x) 6 EI 2 EI )
w (o=-LP 1Pa (@)
2 EI 2 EI
No ponto B, tem-se:
(H)

1 Pa
Wg = W(a) =§H

No ponto A, tem-se:

12



. . 1 Pa?
~t = =w (0)=—— I
Pa R 180, =W, (0) > T @

De acordo com a fig., o deslocamento W(x) e a rotagio P(x) = W (x) sdo dados

por:
_ Wi 1Px® 1Pa’x
X)=WEX)-—X=—-——"t = T
W B 6 EI 6 EI @)
w 1 Px* 1 Pa? .
£ )

W' = ' —_—_— = - + —
6 SWHEIS 2 EI 6 El

0 que permite concluir, considerando no exemplo anterior M" = Pa , que barras com
mesma distribui¢do de momentos fletores apresentam a mesma configuragio deformada. De
fato, sendo idénticos os diagramas de momentos fletores, idénticas serfio as curvaturas que
determinam a deformagdo dos infinitos segmentos de dimenséo dx de que sdo compostas as

barras.

EXEMPLO 3.

Determinar a linha elastica da viga de rigidez constante EI da fig. e comparar os
resultados com os do primeiro exemplo.

M*

N 2, £«

7

T~ — —_— =

Considerando o equilibrio da viga podem-se escrever as seguintes equagdes:

2F, =0 = X, =0 AhH
ZFZ=0 = ZA_ZB.:O (A")
EM), =0 = Zza-M,-M =0 (A"
de modo que:
M +M M +M
Zy=T L= ®)
a

onde M, &, por enquanto, desconhecido.
O momento fletor em uma se¢fo genérica caracterizada pela coordenada x é dado
por:

13



Mx)=Z,x-M, ==L My M, ©)
a

Considerando a expressdo anterior na equagdo diferencial da linha elastica, resulta:

. M +M
Elw (x) = -M(x) =—(Z,x—-M, ) =————2x+M, D)
a
o 2
Elw' (x) =—M—ﬂ"7+MAx+c (E)
a
4 3 2
Elw () =2 Ma X M X i cx+D F)
- a 6 2
onde os valores M, ,C, e C, sdo obtidos com as seguintes condigSes de contorno:
w,=w(0)=0 w, =w (0)=0 Wy =w(a) =0 ()]
de modo que
M, =iM’ C=0 D=0 H)

Retornando com esses valores as expressdes (E) e (F),obtém-se:

T ——— — . I’
YO E G T @)
: 3IM' x? 1M'x '
wvwiXx)=-——94 — 9y
(x) 4 El a 2 EI o
A rotagdo no aopio B € dada por:
: : 1 M'a
~t = —t —_ = — = - )= ————
Pg {00 g(n—¢p) Wpg w (a) 4 El @)

Comparando a rotagéio no apoio B da estrutura isostitica do primeiro exemplo com
a rotag@o no mesmo apoio da estrutura hiperestatica deste exemplo, constata-se um fato que
tem validade geral: as estruturas hiperestaticas sdo mais rigidas do que as correspondentes
estruturas isostaticas, isto €, para um mesmo carregamento, quanto maior o grau de
hiperestaticidade da estrutura tanto menores os deslocamentos e rotagdes.

14



EXEMPLO 4.
Determinar a linha elastica da viga de rigidez constante EI da fig.

Vo P 2a
A Y Ye % 8

N

Zz

No trecho 1, isto é, para 0 < x < a, tem-se:

M, (x) = +2Px (A1)
Elw, (x) = -M, (x) = —2Px (BD)
Elw,(x) =~1Px* + C, (C1)
Elw, (x) = —1Px’ + C,x + D, (D1)
No trecho 2, isto €, para a < x < 3a, tem-se:
M,(x) =+2Px-P(x-a) (A2)
Elw, (x) = -M, (x) = —2Px + P(x —a) (B2)
Elw,(x) = —1Px? +1P(x—a)* + C, (C2)
Elw, (x) = —1Px* +1P(x —a)’ + C,x + D, (D2)
Considerando as condi¢des de contorno:
w,(0)=0 w,(3a) =0 (E"
wi(a)=w,(a)  w,(a)=w,(a) (E")

que correspondem ao fato de o deslocamento transversal ser nulo nos apoios e de haver
continuidade da linha eléstica (em termos de deslocamentos e de rotagSes) na interface dos

trechos 1 e 2, obtém-se:

C,=C, =£Pa’ D, =D, =0 €3]
Retornando com esses valores as expressées (C) e (D),obtém-se:
1 Px’ 5Pa’x
W, (X)=—— S Gl
0 ="5 9 EI (el

15



9 EI

, 1 Px* 5Pa’
W () = o
3 EI 9 EI
1Px* 1P(x-a)’® 5Pa’x
=——= +— +=
V=S m s m
2 a2 2
W-z(x)=_lPx +_1_P(X a) +§Pa
3 ElI 2 EI
No ponto C, tem-se:
4 Pa’
We =w,(a)=w,(a) =§T'__".I_
Nos pontos A e B, tem-se:
. : 5 Pa?
] — 0 = ——
Qp =W, =w,(0) 9 Bl
- ; 4 Pa’
=W, = — 3 = e——
?s B w,(3a) 9 EI

9 EI

(G2")

(G2)

(G2")

(H)

@

a

16



EQUACAO GERAL DA LINHA ELASTICA.

Em uma viga de segdo constante, como a que se mostra na fig., a Integracdo da
equagdo diferencial da linha eldstica, nos trechos definidos pela correspondente funcdo
M(x), é simplificada pela adogdo de dois artificios que reduzem o miimero total de
constantes a determinar de 2n para 2.

M* F ?

g_
=
)
-——————-—_‘.\q_.{ﬁ.

Em cada um dos trechos, o momento fletor é dado por:

trechol:0<x<a M;(x)=0 (1.1)
trecho2:a<x<b M,(x)=-M" (1.2)
trecho3:b<x<c M,(x)=-M" —P(x-b) (1.3)
trecho4:c<x<d M4(x)=—M‘—P(x—b)—%q(x—c)2 (1.4)

trecho 5:d<x <1 M,(x)=-M"-P(x-b)—q(d-c)[x—1(d+c)]

=-M" -P(x-b)-1q(x —c)* +1q(x—d)? (1.5)

A expressdo (1.5) corresponde ao primeiro artificio, que consiste em considerar,

como se mostra na fig., o prolongamento da carga q, o qual ¢ anulado por uma carga de
~mesma intensidade e de sentido contrario.

' M¥ P =
i Y ? Y Y Y Y Y
7N |
2 $l

o
N}
! (.
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Em cada um dos trechos, a equagdo diferencial da linha elastica é dada por:

Elw, (x) = -M,(x) = 0 2.1)
Elw, (x) = -M,(x) =M’ (2.2)
Elw,(x) =-M,(x) = M" +P(x—b) (2.3)
Elw, (x) = =M, (x) =M’ + P(x ~b) +1q(x —c)? (2.4)
EIw,(x) = -M,(x) =M" +P(x - b) +Lq(x - ¢)? - Lq(x — d)? (2.5)
Integrando as expressdes anteriores, obtém-se:

Elw, (x) = C, (3.1)
Elw,(x)=C, +M'x-M'a+M"a=C, + M'(x —a) (3.2)
Elw,(x) = C; + M"(x —a) + LP(x — b)? (3.3)
EIw, (x) = C, + M (x —a) + 1P(x - b)? + 1q(x ~ c)’ (.4)
EIw,(x) = C; + M’ (x —a) + 1 P(x —b)? + L q(x —¢)’ —Lq(x-a)’ (3.5)

A expresséo (3.2) corresponde ao segundo artificio, que consiste em somar e sub-
trair o termo M'a, de que resulta o termo M’ (x—a), que passa a ser integrado, assim
como os termos P(x—b), q(c—x),... sem abrir os parenteses. Tal procedimento é legi-
timo, visto que altera apenas a constante de integragéo.

Integrando as expressdes anteriores, obtém-se:

Elw, (x) =C,x+D, 4.1)
Elw,(x)=C,x+D, + 1M (x —a)’ “4.2)
Elw,(x)=C;x+D, + %M'(x —a)? +1P(x-b)’ 4.3)
Elw,(x)=C,x+D, +tM'(x-a)’ +1P(x ~b)’ + Lq(x —¢)* 4.4)

Elw;(x) =C;x +D; +1 M’ (x —a)® + 1 P(x — b)° +2q(x—c)* —Lqx-d)* (4.5)

Considerando a continuidade da linha elastica (em termos de deslocamentos trans-
versais € de rotagdes) na interface dos trechos, obtém-se:

wi(@)=wy@ wy(b)=w,(b).. = C,=C,= ~=Cs=C (5)
wi(@)=w,(a) w,(b)=w,;(b).. = D =D,=..= D;=D (5")
Os resultados anteriores podem ser resumidos da seguinte maneira:

M(x) = 0] ,~ M’ |, + P(x - b)] ;-1 q(x )| ;+ Lq(x - d)?], )
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EIw (x) = Cx + D]+ 1M" (x - a)? | ,+ IP(x )| 1+ Hrq(x - 0)* |, - L ax —d)* ],

EIw () = C] + M (x - a)],+ 1P(x - b)?| j+ La(x =)’ | - Lqx-d)*], (6™

onde o i-ésimo colchete indica que devem ser omitidos os termos a direita, quando se
considera um ponto do i-€simo trecho.

Na viga que se estd considerando, as constantes C e D sfo determinadas com as
condigées de contorno:

w(32)=0 w(3a)=0 (7)
EXEMPLO.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagdo no ponto C da viga de rigidez
constante EI da fig.

M*. 12002
; TTTATTIT
e AI}} }ill‘
I"flk&llll| 4
S T N e T A O O
73 2 a | a - 1%
T 1] I

Somando e subtraindo a carga uniforme q no trecho AB, tem-se:

M(x) = —Lgx?|+Lax-a)’+ Z,(x-a) |,-M' |, (A)
EIw’ (x) = 1ax?]~tax-a)’ - Z,(x-a) [,+M" |, (B)
Elw' (x) = C+1gx’],- La(x—a)’ —1Z,(x—a)?],+ 1 M (x - 2a) ], ©

Elw (x)=Cx+D+4ax |- fax-a)* —1Z,(x~a)*],+ 1M (x~2a)’ ], D)

onde:
Z,=3%qa 4]
Considerando as condigGes de contorno:
w(a)=C@Ba)+D+-4q(a)’ =0 ®

w (3a) = C(32) + D+ £q(3a)’ —£q(2a)’ - 1 (2qa)(2a)’ + L(Lqa)a® =0 (G)
obtém-se as constantes:

C=-1ga’ D=3ga* H)

19



de modo que:

Elw (x)=-1ga’x+3qa’ +ﬁqx"]1—-2‘7q(x -a)' =17, (x —a)3]2+ 1M’ (x -2a)? ]3

Elw (x) = —Lga’+ %qx’]l-lﬁq(x -a)’ -1Z, (x-a)? ]2+ 1M (x-2a) ]3
No ponto C, tem-se:

5 qa* : 11 ga’

w. =w(0
¢ =w(O) 12 EI 24 EI

20



ANALOGIA DE MOHR.

Considere-se uma viga, como a que se mostra na fig., submetida ao carregamento
q(x) que provoca flexdo normal simples.

MM

vy | ®

| o> A0
1

X

N\

X

O equilibrio de um segmento de dimensio dx, limitado & esquerda pela segfo
transversal caracterizada pela coordenada x, a qual € solicitada pelos esforgos solicitantes Q
e M, e a direita pela secdo transversal caracterizada pela coordenada x+dx, a qual é
solicitada pelos esforgos solicitantes Q+dQ e M+dM, ¢ expresso pelas seguintes equagdes:

SF,=0 = (Q+dQ)-Q+qdx=0 (1"
IM, =0 = (M+dM)-M-Qdx+qdx%dx=0 (1"

Desprezando o termo de segunda ordem }qdx’, obtém-se as seguintes equagdes
diferenciais de equilibrio:

dQ

ax ! @)
dM d*M

ax g = ax: 0 @"

Em um ponto do eixo caracterizado pela coordenada x, o deslocamento transversal
w e a rotagdo ¢ podem ser determinados mediante a integragdo da equagio diferencial da

linha elastica:

d’w M
== (3)

dx? EI
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Considere-se, em seguida, na mesma viga, o carregamento transversal q(x) -
denominado carregamento ficticio — dado em cada ponto, como se mostra na fig., por:
' M(x:
(x) @)
El(x)

q(x) =

onde M(x) é o momento fletor correspondente ao carregamento real q(x).

?(:0= M)
- EI)

\
LA
=]
ST

WI\\_\____/

As equagdes diferenciais de equilibrio para este carregamento s3o dadas por:

dQ _

_— = , 51
x 1 5"
dM — d’M

— = —_7 5n
dx Q dx? d "

Substituindo na segunda das expressées (5") o valor de g dado pela expressdo (4),
obtém-se:

d’°™M M
—— 6
dx? EI ©)
Considerando, em seguida, a expressdo (3), pode-se escrever:
d*M  d*w
2 =3 (7
dx dx

isto €, a fungdo M(X), que corresponde a0 momento fletor na viga submetida ao carrega-
mento ficticio q(x), e a funciio w(x), que corresponde ao deslocamento transversal nos
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pontos do eixo da viga submetida ao carregamento real ((x), diferem entre si por uma
fungo linear, ou seja:

M=w+Cx+D (8)
Substituindo o valor de M na primeira das expressoes (5"), obtém-se:
6:2—W+C=tg(p+Czq)+C 9
X

isto €, a fungdo Q(x), que corresponde a forga corfante na viga submetida ao carregamento
ficticio q(x), e a funcdo @(x), que corresponde & rotagdo nos pontos do eixo da viga
submetida ao carregamento real q(x), diferem entre si por uma constante.

Se na viga submetida ao carregamento real o deslocamento w € nulo nos pontos A e
B de coordenadas x, e X3, € se as condi¢des de contorno da viga submetida ao carregamento
ficticio sdo tais que M, =0 e M, = 0 nesses pontos, resulta, segundo a expressdo (8):

0=0+Cx, +D {10

0=0+Cx,3+D (10"
ou seja, ‘

C=0 D=0 (11)

Nessas condi¢Ges, o deslocamento transversal w e a rotagdc © nos pontos da viga
submetida ao carregamento real sio iguais, respectivamente, ao momento fletor M e 2
forga cortante Q nas segbes da viga submetida ao carregamento ficticio.

Se na viga submetida ao carregamento real o deslocamenio w ¢ nulo no ponto A de
coordenada x, e a rotagdo ¢ nula no ponto B de cordenada x;, ¢ se as condig¢Ges de apoio da
viga submetida ao carregamento ficticio sfo tais que se tem M, =0 e Q, =0 nesses
pontos, resulta , segundo as expressdes (8) e (9),

0=0+Cx, +D (129

0=0+D (12m
ou seja,

C=0 D=0 (13)

Na viga que se mostra na fig., € necessario analisar os pontos A, B, C e D. No ponto
A, paraque se tenha w, =0 e ¢, =0, ouseja, M, =0 e Q, == 0, ndo se deve introduzir
apoio; no ponto B, para qune se tenha wi = wg #0 ¢ @ # ¢;, (o sinal negativo significa
imediatamente & esquerda; o sinal positivo significa imediatamente a direita), ou seja,
M, =M; =0 e Q; # Qj, deve-se introduzir um apoio simples; no ponto C, para que se
tenha we =0 e ¢ =¢¢ #0, ou seja, Mg =0 e Q; = Q¢ # 0, deve-se introduzir uma
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articulaggo; no ponto D, para que se tenha w,, # 0 e ¢, # 0, ou seja, M, #0e Q, =0,
deve-se introduzir um engastamento.

W=0 W) tf"0 We=0 UL40
‘8 F (o ‘9#
%ﬁiva % v %40 Do
i A
=0  ze0 M.-0 W40
Gu=0 0 Qb Qe#0 "ﬁ@ £0
A 2 7 0
7777, Z
Convém notar que:

M>0 = q>0,istoé, no sentido de z positivo.
M>0 = w>0,istoé, no sentido de z positivo.

Q>0 = ¢>0,isto &, no sentido horario de x para z.
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EXEMPLO 1.

Determinar o deslocamento vertical no ponto C bem como a rotagio nos apoios A e
B da viga de rigidez EI da fig.

p
A ¢ B
Hyr_a za i
g-zr Znf
\’V
J ;
L e %] #%a |R 4 |

De acordo com a fig., tem-se:

— 12Pa’> 1Pa?
R = —_—— a=— A'
' 23 EI 3 EI (A)
2 2
= lg Pa 23. _ 2 Pa Zﬁl (A")

*"23E 3 El
Considerando o equilibrio da estrutura submetida ao carregamento ficticio, tem-se:

GM), =0 = KA3a=§1§a+E2§a=5E, = R, =§PEaIZ B"

M), =0 = EB3a=§1§a+E2§a=4E = KB=§EE-&; (B")
de modo que:

0n=T=F,= 322 ©

¢ =0y =R, =222 )

we =M, =§Aa—ﬁléa =§Ela =§PELII3 (o)
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EXEMPLO 2.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagdo no ponto B da viga da fig.

P
¥ 2EI £T ]
dhi__ B
e — g
a a ~ ~
: ) =’:,L—¢B
2rG
Pa
A 5%
T T [T PF
2ET | i J/ J
P {( 2a !
&l LTk AR
Rl_ 5i3a

|

De acordo com a fig., tem-se:

de modo que:

— 1 Pa 1 Pa’
R, == a=—
2 2EI 4 EI

"E Pa _ 1 Pa2

2= a=
2EI 2 EI

— 1 Pa 1 Pa?
Ry=——a =—"—
2 EI 2 EI

— = = 5Pa’

-=Q, =R, +R,+R, =222

(pB QB 1 2 3 4 EI
3
WB=MB=E-5—a+E2§a+_R-3ga=E£
3 2 3 2 EI

(A)

(A"

(A"I)

(B)

(Blll)
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EXEMPLO 3.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagéo nos pontos C e M da viga de rigidez
constante EI da fig.

Considerando a viga submetida ao carregamento ficticio e vinculada de acordo com
as observagOes feitas anteriormente, a saber, manuten¢iio do apoio externo A, transfor-
magdo do apoio interno B em articulagio e engastamento da extremidade livre C, tem-se:

— 2gqa’ 2 qa’
R, =22 9522 :
' 32EI 3 EI (A)
2 3
—2 ="]"‘£23 =l£ ( u)
2 2EI 2 EI

2 3
R, -le’ _la’
3 2EI 6 EI

Considerando a articulagdo no ponto B da viga submetida ao carregamento ficticio
tem-se:

(am

2

M,=0 = R,21+R,2a-Ra=0 = R,=1% (g
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de modo que:

% : 6 EI (©)
4
We = M +R 3a-— R 2a+R —a-+ R— ia:l& (C")
’4 8 EI
-Q R R R 1 qa3 m
M=QM=RA_%R1+%R2=—QE_I <M
M R R, R 1 ! a4 nn
WM:MM=RA3_%R1_3+%R2_ 12 qEI (c"™)

O exemplo mostra a conveniéncia de considerar separadamente o carregamento no
vdo e no balango, de maneira que a distribuicio de momentos fletores e o carregamneto
ficticio correspondente sejam representados por figuras geométricas simples (no caso trian-
gulos e pardbolas), com 4rea e posigédo do centro de gravidade sejam conhecidos.

EXEMPLO 4.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagdo nos pontos C e M da viga de regidez
constante EI da fig.

: W'~ Vaga?
T A,
1 a il Qa \J Q %
'Z:l‘ : ?Zg

s

26 A D 8
21 [}

| 1/?

| SHa 1 2 mf w2 ] wa |

| 'l 2 | Iﬁj Bl

Considerando a viga submetida ao carregamento ficticio e vinculada de acordo com
as observagdes feitas anteriormente, a saber, engastamento da extremidade livre C, transfor-
mag&o do apoio interno A em articulagdo e manutenggo do apoio externo B, tem-se:
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—~ 1lga* 1ga’
R. = = Ai
'S32E1° 6 EI (A)

= = lg® 1gqa’
R =R = oe—— = ee—— A"
Y. R (A7)

Considerando a articulagdo no ponto A da viga submetida ao carregamento ficticio,
tem-se:

dom = == 1 = . 5 an
MA=0 = ana—Rzga—R:,'—-a:O = RB:E?I (B)
de modo que:
= = = = 11 qa®
=Q.=R;-R,-R,-R, =——2_
Pc = Q¢ B 1 2 3 24 EI )
=4 -7 5qa* \
We =M =-Ry3a+R, a+Rz§a+R3-§a=Ef{E—I c"
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