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1 Introducao

No estudo das deformaces das barras a flexdo, a equagdo da linha eldstica é obtida incorporando-
se as equacoes constitutivas e de equilibrio as equagoes de compatibilidade. A forma lineari-
zada dessa equacdo mais as condi¢oes de contorno de uma estrutura reticulada possibilitam o
caleulo dos deslocamentos e rotagdes das secoes transversais (ST's) dessa estrutura sujeita a
um carregamento qualquer.

A hipdtese de Navier desempenha um papel fundamental no estudo pois ela conduz a
hipétese de Bernoulli-Euler de distribuicio linear das deformacoes na se¢io. Adicionalmente,
admite-se a linearidade do problema; ou seja, a observancia da linearidade fisica segundo
a lei de Hooke e da linearidade geométrica mediante a hipétese de pequenas deformacgées
e deslocamentos. A linearidade do problema possibilita o desacoplamento das deformagcoes
provocadas por cada esforco solicitante e o uso sistemdtico do principio da superposigio de
efeitos na determinaciao dos deslocamentos.

Embora seja importante por si s6, o estudo das deformacotes das barras é essencial em

outros tépicos da Mecinica das Estruturas, tais como:

e resolucio de estruturas hiperestéticas (nas quais é impossivel obter todos os esforgos

internos a partir das equacoes de equilibrio ao contrario das estruturas isostaticas);

e estudo da estabilidade de estruturas formadas por barras esbeltas (emprego da equagio

da linha eldstica considerando efeitos de segunda ordem);

e verificacio da seguranca em relacio a deformacgdes excessivas (estado limite de uti-

lizagéo);
e estudo das vibragoes.

Duas formas da equacao da linha elastica sdo deduzidas na Segdo 2. A equacdo com a
curvatura da barra, que requer a hipdtese de pequenas deformacées, e a sua forma linearizada
com a derivada segunda dos deslocamentos transversais, que requer a hipétese adicional de
pequenas rotagoes.

Trés processos de cilculo da deflexdo das barras, ou seja da deformagao provocada pela
flexao, sio examinados: (a) aplicagio direta da equacdo da linha eldstica, com ou sem o
emprego das fungdes de Macaulay; (b) analogia com as equagoes diferenciais de equilibrio,
denominada analogia de Mohr e (¢) composicio dos deslocamentos e rotagies nas extremidades
dos trechos de barra que constituem a estrutura. O 1ltimo processo é usado na determinagao

direta dos deslocamentos de sistemas de barras.
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Para completar o estudo, discutem-se as deformagées longitudinais por momento fletor e
as transversais por for¢a cortante. Os exemplos apresentados mostram de forma clara quando

os efeitos dessas deformacoes podem ser desprezados.

2 Equacao da Linha Elastica

2.1 Hipdteses Basicas

As seguintes hipdteses sdo consideradas no cileulo das deformagées por flexéo:

1. as deformacdes, as rotacdes e os deslocamentos sdo pequenos!;

2. o material da barra é homogéneo, isétropo e eldstico linear;

3. a barra tem eixo reto na configuracao indeformada e a variacao das dimensdes da secdo

transversal é pequena ao longo da barra;

4. as se¢Oes transversais permanecem planas e perpendiculares ao eixo deformado da barra

(hipdtese de Navier);

2.2 Deducgao da Equacao da Linha Elastica na Flexao Pura
2.2.1 Distribuicao das Tensoes e Deformacoes na secao Transversal

Na Figura 1, uma viga biapoiada é usada para ilustrar as convencoes de sinal adotadas na
demonstragdo. O deslocamento transversal v(z) é positivo quando tem o mesmo sentido do
eixo g, o qual encontra-se orientado para baixo em virtude da predominancia dos esforcos
gravitacionais nas estruturas civis. A rotaco p(x) é positiva quando a se¢do transversal (ST)

gira do eixo x para o y, correspondendo ao sentido horario na figura.

L ¢  p1>0

Fig. 1: Convengao de sinais para o deslocamento v e a rotagao ¢.

L0u seja, as equagdes de equilibrio podem ser escritas na configuracio indeformada da estrutura.
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Consideremos o trecho de comprimento infinitesimal dz indicado na Fig. 2. Ele é delimi-
tado pelas se¢oes AGC e BHD, que assumem as posigoes A'G'C’ e B'H'D’ apds a deformacio.
Em decorréncia da hipétese de Navier, os planos das se¢oes formam um dngulo dé e as fibras
longitudinais formam arcos concéntricos apés a deformagao. O raio de curvatura p mede a
distancia do centro O a fibra G'H' que permanece com o mesmo comprimento dz apds a de-
formacio®. Para a situaciio ilustrada, as fibras acima de G’H’ estdo comprimidas e as abaixo

estdo tracionadas.

dé

vl
&1

Fig. 2: Deformacio de um trecho de viga com comprimento da na flexdo pura.

Definindo um sistema de eixos locais 7 e §j com origem em G’ e orientados conforme mostra

a figura, a deformagdo e(f) de uma fibra longitudinal I.J com ordenada 7 é dada por

Gy~ LU TV -G (ptp)do— pdo
WETT e T pdf

. 1)
p

em que 1]’ denota o comprimento de arco deformado e IJ o comprimento indeformado. A

2A superficie na qual as fibras longitudinais permanecem com o mesmo comprimento dz é denominada
superficie neutra, e sua intersecgio com a ST ¢é denominada linha neutra (LN).
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substituigao de () na lei de Hooke, ¢ = Fe, fornece

o(7) = E% o)

A dependéncia linear da coordenada j nas Egs. (1) e (2) demonstra que as deformagoes ¢ e

as tensdes normais o possuem distribuigbes planas na ST.

2.2.2 Equagao da Linha Elastica

Se introduzirmos a Eq. (2) nas relagdes entre os esforgos solicitantes e as tensdes normais,

obteremos os resultados a seguir:

A origem G’ coincide com o centro de gravidade da ST

Sz
E
N:fadA = O:ngdA = Sz =0. (3)
A A

Os eixos y e Z sdo eixos centrais-principais

Ipe

E

Mﬁfasz — 0=—fysz — Ia—0. (4)
?4

Em decorréncia das Egs. (3) e (4) a linha neutra (LN) coincide com o eixo central-

principal Z na flexao pura.

Curvatura do eixo deformado é proporcional ao momento fletor

Iz
pr——
- M:E/g:’dA - 1M
p
A

—M;=M = ydA ==,
f 7 p  EIL

A

com o momento fletor M () sendo positivo quando traciona as fibras inferiores da viga.
O produto EI é denominado produto de rigidez a flexdo.
A equagio do eixo deformado da barra é conhecida por equacio da linha eldstica. Na sua
forma mais geral ela é expressa em termos da curvatura do eixo — indicada pela letra grega
K,

(5)
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Contudo, a equagdo admite uma forma aproximada no caso de pequenas rotagoes da ST, como

mostrado a seguir.
2.2.3 Equacao Aproximada da Linha Elastica

Da Geometria Analitica, obtemos a seguinte expressio da curvatura:

1 ‘U”
—=t——07 (6)
P [1 + (v’)Q]

em que v’ = dv/dz e v" = d*v/ d2?. Para pequenas rotagdes, (v')? < 1 e o denominador da

Eq. (6) é praticamente? igual a um*. Consequentemente, a equacio da linha elastica admite

a seguinte forma linearizada:

M(x)
EI -

V' (z) = —

(7)

O sinal negativo decorre da convencio de sinal de ¢(x) indicada na Fig. 1. Quando o centro
de curvatura encontra-se do lado negativo de g, como admitido na deduc¢io, a curvatura
provocada por um momento fletor positivo estd associada a uma variagdo angular Agp ~ Av’/
negativa e, portanto, a v" < 0.

Podemos ressaltar a linearidade entre momento fletor e v” escrevendo,

M(z) = —EI". (8)

2.3 Generalizacao para a Flexao Normal Simples
A consideracdo das equacoes diferenciais de equilibrio para um trecho de barra,

,df‘"‘f,.,f . 7_£7_,
V= I =M, plx) = e 748

3A aproximacio é muito boa para pequenas rotacdes, com um erro de 1% para angulos de 47°.
4Para pequenas deformacdes e rotacdes, as relacdes obtidas a partir da Fig. 2 permitem escrever:

1 de  do dg d d (dv d%v
—=— R —=—-—/~r —tanp=—F7-|— | = ——.
p ds dz dz dz dz \ dz da?
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em que V é a forga cortante e p a forca distribuida normal ao eixo da barra e orientada para

baixo, fornece as relagdes:

V(z) = —[ER"(z)], 9)
plz) = [EI"(x)]". (10)

No caso de uma viga prismatica, chegamos a

p(z) = EIv™. (11)

Nota 1 (Efeito da Distor¢ao nos Deslocamentos Transversais) E usual que o momentc
fletor esteja acompanhado da forca cortante na secao transversal pois M’ = V. Entretanto,

as deformacdes originadas por esses esforgos tém naturezas distintas como indicado na Fig. 3:

e M esta associado ao alongamento linear das fibras longitudinais,

e 17 estd associada a variacao angular, ou distorcdo, dos planos longitudinais com o plano

da secdo.

Adicionalmente, a distor¢io é ndo-uniforme ao longo da altura da secdo, refletindo a dis-

tribuigdo das tensdes tangenciais, e provoca o empenamento da se¢io originalmente plana.

p
Ll
Ty == = =
V&vav -
= e
' | b
\JJ’ TLTY = &= = —
(b)

Fig. 3: Deformagoes de um trecho de viga: (a) por flexdo e (b) por cisalhamento.

Embora as consideragdes acima parecam invalidar a hipétese de Navier, constatamos que o
efeito mituo entre as deformacoes é muito pequeno. O empenamento da secido provocado pela
forca cortante praticamente ndo altera os comprimentos das fibras longitudinais admitidas na

dedugéo da equagio da linha elastica, o que permite desacoplar as deformacées por Ve M.
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Finalmente, serd mostrado adiante que os deslocamentos transversais decorrentes da dis-
torcio por V' sé adquirem importancia frente aos deslocamentos transversais por flexdo no

caso de vigas curtas.

2.4 Exemplos

Os exemplos a seguir tém a finalidade de consolidar a convengio de sinais e apresentar os

aspectos bdsicos da solugio da equacao diferencial da linha eldstica.

M,
Exemplo 1 Determine as expressoes do desloca- 4 4 )
- A —
mento transversal v(z) e da rotacio p(x) para a EI = const.
viga prismatica indicada na figura.
Fig. E1
SOLUCAD e integrando novamente,
My o
v = ZEIr + Chx + Co.

Finalmente, impondo as condigdes de contorno a

seguir:
My
p(0)=0, = C1=0
v(0)=0, = Cy=0;
chegamos & expressao da rotagdo
Fig. E1-i
() = Mo
¥(@) = gr*

O momento fletor em uma secio genérica & | © dos deslocamentos do eixo da barra,

dado por M
Mo 2 (12)
2ET

M(z) = — M. v(z) =

Aplicando a equagdo da linha eldstica, temos Os valores méximos de rotacdo e de deslocamento

i M(z) M, ocorrem na extremidade livre para x = ¢, ou seja

EI  EI vy I
_ Mo _ Mo
Integrando uma vez, temos o) = £l v(f) 2L (13)
M
— = )
p=v=p + Ch, A
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Exemplo 2 Determine a flecha e a rotagéo na extremi-

dade da viga. Considere EI = const.

SOLUGAO
Adotando os eixos indicados na Fig. E 2-i, temos

M(z)=-P(f—x).

Logo,

P
n_ i
V=g,

P 2
=" -
v EI(E.’E 2+Cl>,

P [z LB
U*E(7*E+Cl.ﬂ+cg>

Pt

Fig. E2-i

Impondo as condigdes de contorno, obtemos as
constantes de integracio,

¢(0) =0,
v(0) =0,

= Cl:U;
= Cg:O;

e as expressoes

9
P
4 ¢ l
7 ET = const.
Fig. E2
Assim, para © = ¢,
P P
w(f) = ST v(t) = 3BT (14)

Também podemos adotar um sistema de coorde-
nadas com origem na extremidade livre da viga,
Fig. E 2-ii,

M(s) = —Ps,

Nesse caso, temos

P
“E

P g
”zﬁ(EJ“BI)’

P 3
v (S— + Bis + Bz) .

"
v

ARG

Impondo as condigoes de contorno no engaste,
chegamos as constantes de integragao

@(£) =0:
E? _22
4B = By =_—.
2 +B=0 = 1 R
v(f) =0:
8P 8

I 4By=0

= By=_—
6 2 2773
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as quais possibilitam o calculo da rotacao e des-
locamentos pedidos,

P (s* 2
W=g\3732)

—Pg?
= ¢(0) = ;

2ET’

Exemplo 3 Determine o deslocamento maximo e a

rotacdo no apoio direito da viga biapoiada da figura.

Considere E T = const.

SOLUQAO

b

o2

B

Fig. E3-i

Momento fletor,

) plz  pr?
M(z) =22 2
(@) =73 3

1‘(8)_£ i3_375+£3
 EI\6 2 3/’

= v(O):%.
jannn [T

Fig. E3

Integrando a equagdo da linha eléstica, temos

" M(z) p (1;2 _ gj)

v = —

EI ~EI\2 2

3 2

g P (T _ta”
l_EI(G 4+C1).

4 3
oo P (Tt
L—EI(24 12+C1£+C2).

Impondo as condigoes de contorno, chegamos a
v(0)=0 = (=0,
f3

() =0 = Cl=£;

3 2 3
=P (T _ &
""(“”)’El(s 1 +24)’

4 3 3
o) = P (5 b
v@) =57 (24 12 o )

Considerando a simetria, os valores pedidos sdo

_ I _ 5pf4 _ _ pr
”(5) = 3R4ET o) = —00) = —5 57
(15)
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p
Problema 1 Determine a flecha e a rotagio na ex- l l l l l l
tremidade da viga em balanco submetida a um car- 7
regamento uniformemente distribuido. Considere
LT = const.
Fig. P1

R o(0) = &, v(f) = 2.

Problema 2 Determine os valores extremos dos deslocamento e rotagoes para uma viga bi-
apoiada submetida aos carregamentos senoidal e triangular indicados na figura. Considere
LT = const.

T
Pposen TF

m
m 5 ! 5
(a) (b)

Fig. P2 Viga biapoiada com carregamento distribuido nao-uniforme.

R.: (a) p(0) = £ v(6/2) = 2L,

3
(b) p(0) = L (¢) = —EmE

= v(0,51933¢) = 0;00652,);3_?)‘

2.5 Vigas Simples Hiperestaticas

Nas estruturas hiperestaticas, os esforgos solicitantes dependem das propriedades mecanicas
dos materiais e das propriedades geométricas das secoes transversais das barras. Como o
emprego da equacao da linha eldstica ja considera essas propriedades, podemos resolver facil-

mente vigas simples hiperestaticas pelo processo dos esforcos.

Exemplo 4 Determine a equacio da linha elastica J_& l l J, l l i %
para viga apoilada-engastada da figura e trace o di- — £

. ET = const.
agrama de momentos. Considere EI = const.

Fig. E4

12 Edgard S. Almeida Neto [versiao preliminar] Novembro de 2017

SoLugio
A viga tem grau de hiperestaticidade GH = 1. Na
estrutura isostatica fundamental (EIF) mostrada
na Fig. E4-i, a incégnita hiperestiatica X subs-
titui o vinculo vertical &4 esquerda e o momento
fletor em uma se¢éo arbitréria é dado por

pa?

M(x) =Xx—7.

2
Ve

T

X X—px
Fig. E4-i

A equagdo diferencial da linha eldstica fornece

y 2
o= M) _ 1 (& _ Xx) ,

EI — EI 2
oo L (2t Xa?
T Er\s 5 T )

1 2t Xa?
'U=E(p2—4—T+C]I+C2).

A determinacdo de X, C} e Cs requer 3 condicdes
de contorno, sendo que uma delas deve resta-
belecer a vinculagdo associada & incdgnita hipe-
restatica.

v(0)=0: Cy =0,
o=0: PE_XE o,
v =0:  To-S—+CuU=0,

3 X°

Resolvendo o seguinte sistema de equacdes,

X pf3
G- T
X2 pf3
G- T
obtemos
3 1 3
X = gpe, Cl Epe N

que introduzidas nas expressoes de v'(z) e v(x)
fornecem

3 2 3

_p [z 3lx £
"O(I)_Ef(ﬁ 16 +48)’

v} 3 3,

I
V@) = 27 (24 16+48)'

Substituindo X na expressdo do momento fletor
na EIF, obtemos

3pl  px?
M(z) =25 - 22
(@) 8 2
O valor maximo ocorre para = %,

M= 3PE(3EY _p (30) _ o
Pmix = g g ) T2\8) T s

Fig. E 4-ii
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3 Vigas Retas com Dois ou Mais Trechos

3.1 Aplicacao Direta da Equacao da Linha Elastica por Trecho

Exemplo 5 Determine o deslocamento no meio do

vao e as rotagdes nos apoios para a viga ao lado.

Considere EI = const.

SOLUGAO

A equacdo da linha eldstica deve ser escrita para
cada trecho do diagrama de momento fletor com
derivada dM/ dz continua,

My(z) = P% My(z) = P(a— %)
0<z<a a<z<la
Fig. E5-i
Primeiro trecho:
‘H( ) — 7]"11(‘1:) — 7&
! EI 2B’

13
P
a l a
v R
ET = const.
Fig. E5
Segundo trecho:
4'7‘/1(2(;[?) = Pa — E,
2
ﬁ‘fg(.‘ﬁ) P rx
) — 1 (r_
v2(7) EI _EI (2 )
P [z
vh(z) = BT (I — ax + Dl) ,
P (23 az?
w(@)=— (= - 4 D+ Dy).
va(2) = gp (12 g T 2)
Condigdes de contorno:
1‘1(0) =0:
Cy =0,
v2(2a) =0
3
2%72(13+20.D1+Dg:0
4 ‘3
2Dy + Dy = % (a)
vi(a) = vy(a)
2 a2
—— 4+ Ci=——d*+D
g ta=yg ot
0-2
Cr—Dy = —5 (b)
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v (a) = va(a) :

3 3 3

a a a
L =2 4 % v pla+D
12+C1a 2+12+ 1a+ Do
a3
H(Cl - Dl) - D2 = —E.
Substituindo (b) em (c), obtemos
(.1,3 (.1,3 (.1,3
D=7 +(-5) =%
Introduzindo Ds em (a), temos
4 1y 4 3d®
2D1a=(5+5)e =5
3
= Dl = Zﬂ?
e Dj em (b),
I 3y 5, a
G=(-5+y)e =T
Dessa forma chegamos a
(z) = Pa? n Pa?®
vil®) = ~137 T 3E1
Pz Pad®

o) = —qEr tIET

(©)

A rotagio méxima ocorre junto aos apoios e a
flecha ocorre no meio do vao,

Pa?
Pmix = #1(0) = 777
_ —ui(a) = Pa®  Pa? _ Pa?
‘méx = U= T opr TYET T 6ET
Para esse carregamento em particular, a simetria

permite que as condigoes sejam impostas em um
tinico trecho,

1(0)=0:

vi(a) =0:
a? a?
—Z‘i'leO = lez

Lembrando que £ = 2a, resultam as relagdes

0. P P2
n(3) = BEp w1(0) = 1557 | (16)

JAN

Mesmo nesse exemplo simples, a imposicdo da continuidade dos trechos complica sobre-

maneira a obtencdo da linha eldstica. A seguir, examinaremos dois procedimentos de calculo

que evitam as condicoes de continuidade. Na primeira, integra-se uma tinica expressao de mo-

mento fletor vilida para toda a viga. E na segunda, faz-se uso da analogia entre as equagoes

diferenciais da linha eldstica e as de equilibrio de um trecho de viga.

3.2 Fungoes de Macaulay”

Podemos dispensar as condigtes de contorno relativas & continuidade dos trechos se escrever-

mos o momento fletor M(z) em uma tnica expressio valida para todos os trechos da viga.

Isso é possivel se empregarmos as funcdes de Macaulay ilustradas na Fig. 4 e definidas por

{z—a)" =

( —a)"

ara T < a
P (17)

para x > a,
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em que n > 0. As fungbes de Macaulay apresentam a vantagem das regras de integracio

serem analoga a de polinémios,

e aymH!
f(mfa) dr = i + (.
(z - a)° (z - a)t (z—a)?
3 o /ﬁ&ﬁ T / .
0 a 0 a 0 a

Fig. 4: Fungbes de Macaulay.

Considere a viga da Fig. 5 submetida ao carregamento indicado. No carregamento equi-
Al

istribuida no intervalo [b, c] foi substituida por duas outras que
terminam no final da viga: uma para baixo comecando em b e a outra para cima comecando
em c¢. Na parte inferior da figura aparecem as parcelas de momento fletor que sdo acrescen-
tadas em cada trecho ao percorrermos a viga da esquerda para a direita. Para obter uma
expressao do momento fletor M () que é vélida para toda a viga basta substituirmos em cada

parcela o termo entre parénteses pela correspondente fungio de Macaulay,

M(z)=Raz +Q(z —a) — g(.l — by + g{z, — )2 + Mp(z —d)* + Rp{z —e).

Note que nao ha necessidade de incluir a carga 2@ na extremidade direita pois seu efeito

jé esta incluido nas reagoes R4 e Rp. Aplicando a equagao da linha elastica, temos

EIv" = —Raz — Q(z — a) + g@; — by g@; —b)% — My(z — d)° + Rp{z — €)
ElV' = 7%1;2 - %{l‘ —a)+ g{x; - b - g(x - b)Y — My{x — d) + %(x —e)? +C
o= Bas Qo e P e P pa Moy e B
Elv= 5 2 6(;': a) +24(a: b) 24(;': b) Q(I d)* + 6(r €)
+CII+CQ,

Finalmente, a determinagao das constantes de integragdo requer apenas duas condigoes de

16 Edgard S. Almeida Neto [versiao preliminar] Novembro de 2017
0 P 2Q
A | VLI e B |
”~ < A
plz—b),
) 0 ; P 20
M
e Ny 0 0 D DRRARET 2NN o
7;7 T T - Y o T T
Bz a | —Q(x—a) )
Ra ‘ i g T
b|-ga—pp PO Re
c| +8x—c?
d ‘ + My
€J +Rp(z—e)
Fig. 5: Viga biapoiada com balango: acréscimos de momento nos trechos.
contorno

v(0) =0, v(e) =0.
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P
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Exemplo 6 Refaca o exemplo anterior empregando as o A
funcdes de singularidade na expressio do momento fle- Bl = const.
tor. F]g E6

lg?g'. .J-'"= -ﬂ :__E[-?z-‘-}{z-q?ij
(=

Q- v’ = E[-%+ fﬁ, ¢ |

g

T S (z-a)"

W RS +C,z+Q]

CC:
ve)y=0 —=> G =0
v ANy - £
(%)-O - 12 + Z .I{

w(z) =

O

PaZ
?m - C(’(") T 4eT

via)

I

Ve =

17
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¢ 2
4 i HP
Exemplo 7 Determine a equacdo da linha elastica, o f 2 a "
deslocamento do ponto B e a rotacio do ponto C da A B

viga em balanco. Considere ET = const. Fig. E7

ke f’ z o % &5
o Lo s
Pj\»r B o EIV = 9 - pa 4 £ <z-a3
ETy = %_,,fz _ %‘a . g;f_a-a;ﬂ, ¢
ETy = igfu"‘, ggf 4 P> €xt §
11
ac Po)<'y=0 = g=0 Ew 5.1 = B0
o) =0 > Gz-cocl ™ =EII_"T {’] - TE—%

EEIE I R O St o

2

e [Pt 4 4443]
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’P 2
Exemplo 8 Determine a equacdo da linha m )%'
elastica, o deslocamento e a rotacio da ex- BB sbhy
tremidade direita da viga ao lado. Considere . i A
ET = const.
Fig. E8
b iy <z-ay” (x-ay
g i e s g’y e
7 1 i e
A .
] E‘%‘ ETy"= - M('x)

€Ce: Yoy=0 1 W(2)-=

ETv" = - By ploa) = £ea-2) - B da-2)

ELV = -ﬁf‘_% £ B loenay = Bodurony
i6 2 &

= ?.%/A,, 5
e Y

3
- B
L= Za ) v i \I_-ﬂ

et 3 g S
Ely %?ﬂ + —3‘;—{-&-@ = ﬁf<’7(‘2‘a/ﬂ - %ﬁr"?ﬁ‘?a*@znt <,
Cc: ETm):ch:éf
El’lf(ga)= ‘_Jf;gd’qj & ﬁq_ 0 -0 -I-qu‘ﬁ; =)

L
:b-(-%‘f: g = 6}=1’%

y 4 5 7
V) = b[iae®, G & Tad-zy + |
@ = & i N gt

e B2 .
g ey gL kT 2 s =g
. 3 | [ e
s :b] whs = 1t

L
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P
Exemplo 9 Determine a equacio da linha eldstica L & D o f‘ a by
para a viga Gerber da figura. Considere ET = # A “
const. Fig. E9
\LP b, Wb 6 dubcororb uaaa/\.eéufa)’ -
——_E_—e—*—g, e 5 Mlm'\ an Alireimnodin- rereds
d) z
T & P - —_— g = - &.3 = _%_
2F , A T LE ST

Mo liqogss do. Dok dodica | & oo, de 1ocas dabinbo 4. s
LﬂM&WWWWMc‘{WW
b Y.
# Miz) = -Re+ 2FCa-2) \w nbbs
R
EI\?‘“ = P'.z - 28 -4y
ET¢' = %&_2 - Pla-ay 4 C + d’(z-?z!)a

ETr = 9:’ - EA__Z-“ +Ge + -2yt €,

L W0 B Licar g0 (L o 1] Gqf’ﬂ
Wen) <o :?a&-‘i&uc+c"o 11 oﬁc‘i’ L}éja"

I

a0 B ?_ﬂ’+5‘¢,a+6 +4=0 :

‘:E"aﬁza b b2 ¢ 502

R Q)= Ver [ B - Pla-a)- 3B + Bite-2Y ]
V(=) = Jer {P@g- P(-zﬂa?/s —3efz/2+ Pall-2> + %&::{

T I s IR
VE’
ﬁd - 9"2 Ao+ i] ta?%:’?.‘:‘l_'.
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3.3 Analogia de Mohr*

A analogia de Mohr faz uso da semelhanca entre as equacdes diferenciais da linha eldstica e as
equagoes de equilibrio de um trecho de viga, conforme mostrado na Tab. 1. A correspondéncia
entre as variaveis dos dois problemas faz com que os valores do deslocamento v e da rotacio
¢ de uma secio qualquer da viga sejam numericamente iguais aos do momento fletor M e da
forca cortante V', ambos ficticios ¢ atuando na mesma secdo, de uma viga andloga carregada
por uma forga distribuida §(z) = M(z)/E1.

Como as condigdes de contorno dos dois problemas sdo diferentes, a viga andloga tem a
finalidade de expressar as condigoes de contorno em deslocamento e rotaciao, denominadas
condigoes de contorno essenciais, mediante a introducio de vinculagoes ficticias que gerem os
correspondentes momentos fletores e forcas cortantes ficticios nas se¢oes em que sio impostas
as condigles essenciais reais.

No caso da viga engastada & esquerda na Fig. 6-a, as condicOes essenciais vy = @4 = 0
correspondem as condigdes My = Vy = 0, situacio que ocorre apenas na extremidade livre

de uma viga. Admitindo que A seja uma extremidade livre, um engaste ficticio deve ser

Tabela 1: Analogia de Mohr.

Equilibrio Deformacao

pl=)

M +dM

a-ep

[dar]

E

dzM _ ﬂ — () d%v
dz  dz P da2
au _
der

Vi(z)

M(z) < v(x) V(z) « ¢(x)
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acrescentado & direita para eliminar movimentos de corpo rigido e tornar a viga isostatica.
Conclui-se, portanto, que a viga analoga e a viga real possuem engastes em extremidade
opostas.

No caso da viga biapoiada na Fig. 6-b, as condi¢des essenciais v4 = vg = 0 correspondem
as condicdes M4 = Mp = 0 que ocorrem em secdes articuladas da barra. Para eliminar
movimentos de corpo rigido da viga andloga articulada nas duas extremidades, um apoio fixo
e outro movel devem ser acrescentados as extremidades. Portanto, a viga andloga de uma
viga biapoiada ¢ outra viga biapoiada.

(O mesmo raciocinio pode ser usado para definir a viga andloga de uma viga biapoiada
com um balango a esquerda na Fig. 6-c¢ como sendo uma viga Gerber apolada & esquerda e
engastada a direita. Ou que a viga andloga da viga Gerber na Fig. 6-d é uma viga biapoiada
com um balango. Repare que a posi¢ao do apoio mével intermediario é definida pelo ponto

de descontinuidade da for¢a cortante ficticia, ou seja da rotacao.

Condigdes

Viga isostatica
8 de contorno

Viga analoga

A B
@ f—— F ‘
vy =10 T _A =
pa=0 Va
A B
(b) — F = =
v =0 vg =0 MA=U M3=0
A B C
() ge————— = : Vs /
va =0 UB?U Ma=0 Mp =0
A B C

vq4=0 / vg =0 Ma=0 MIGZD o
e =0 Ve=0

v(zx) continuo M (z) continuo
() descontinua ¥ (x) descontinua

Fig. 6: Determinacao da viga analoga a partir das condicdes de contorno essenciais da viga
isostatica real.
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Para agilizar o cdlculo dos momentos fletores e forgas cortantes ficticias, as dreas e as
posigoes do centro de gravidade das figuras elementares indicadas na Fig. 7 sdo usadas nos
exercicios para obter as resultantes das forcas distribuidas e seus respectivos momentos. Note

que nas duas parabolas a direita, o ponto de tangente nula coincide com uma das extremidades.

a a 3a
3 4 8 2
qa _qa df _ «qa
i ’ A=? j A_? Efﬂf—‘j A_T
4q q d q
. df _ Ge
G Ge =0
a a a

Fig. 7: Area e abscissa do centro de gravidade G de trés figuras planas.

ET = const.

Exemplo 10 Determine o deslocamento a rotagao % l l l l l l l l l l l
na extremidade livre da viga em balango. A

SOLUGAO

2 p pt? M(£)

At |
ANIEEEEEN : G

4 ; . - (o)
vt vB

pé? Fig. E10-ii: Viga anéloga

A resultante do diagrama parabdlico e sua
posicio estdo indicadas na figura. O desloca-
mento e a rotagio na extremidade B s@o iguais
aos esforcos solicitantes ficticios na secdo corres-

Fig. E10-i: Digrama de momento. pondente da viga andloga,
— 1_ pl?
A viga analoga engastada a direita deve ser carre- e =V({) = gqf = GBI (~)
gada com o diagrama de momento ﬂeto? dijv‘idido _ p® 3¢ pit
pelo produto ET. Repare que a forga distribuida vg = M(f) = 6EI X 4 T REI (. A

é para cima em virtude do momento fletor ser
negativo.
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ET = const.
P
Exemplo 11 Calcule as rotagoes nos dois apoios, A Y 1 90 B
o deslocamento e a rotagio sob a carga P. b p.s
Fig. E11
SOLUQAO
S e o de et | (e apit_p
' Pt 8= gt 3pr = i
2 2
P B [ - _ Pa* ra 721’&%:
l ”{R’”ﬁ“ 3E1 (3 +2“) 361 3 0
a 20
Ve ——
¥B
T“ t 5. P (T 8\ _5Pa?
5 ’ AT9EI\373) T9ED
= Pa? - 4 Pa?
M - — =
2Pa Re =g ~Pa=g5%r

Assim, as rotagdes nas duas extremidades sdo

. . _ 5Pd? . 4 Pa?
Fig. E11-i: Digrama de momento. — _ 2% — — .=
PA A=gEr ¥B Ry ol
As reacdes ficticias na viga andloga da Fig. E 11-ii
siio obtidas por equilibrio, E o deslocamento e a rotagio sob a carga sio
_ - Pa* 2 Pa?
)= V(a) = Ry — — = —
2 2 @ fa @(a) (a) AT3ET T 9 EI ()
‘ _ - Pa® a 4Pd?
v(a) = M(a) = ——x - =—-—(]).
v(a) = M(a) = Raa - g7 x 3 = 55 (1)

O valor positivo da rotacio confirma que a segio

com o deslocamento maximo estd a direita da

Pa? carga P. A
3ET

Ra 2 4p
3EI  ipT

~
=
]

Fig. E11-ii: Viga andloga
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Exemplo 12 Determine a equagao da li- P

nha eldstica para a viga em balanco com L

==

mudanca abrupta de sec¢io transversal
Considere EI, = Ely/2 = EI. Verifi | EL,

que os deslocamentos da extremidade livre Fig. E12
usando a analogia de Mohr.
P ] -
L 12& b (=) = ) o _)+ He)ca-ay
? Er 9ET (z) -Me) _l
G, LXE (:z—«a)
b 4p T EL
nfz) = - Pe
' - T “_P?‘_(-;-f-P% " °=_I?}_“_%¢_.(z-a?a
MR T OFT S
[f‘{x) = an - -_P—. [-?C {m-a) - {z-—dzz] + Cf
8EX ZEL
: Pt 2 [2(2»4? <'¢- } & (z—a? 28
o) = Yer Tl T J e

b Lz,x 3,,,(2—@742('&:#/J Cr'x-fcz

[2Er
e
laa)=0 = = 7 g o ey BE=LE
s 5:[@%}”’30 =
=i = E* ru(2%)rg-0 = g 38
3
‘Y(z)—lz’;r[tx . Bela-adt Woe- @j--az z é‘ \J(o)._,‘%%
z
Po)= -5 2=
=-sz
- - il
4 ‘fﬁ u'-ﬁ.,—q+fa.{zag+%(%a) 22
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4 Efeitos Térmicos

/_“\ATl EG AT — ATq
G ¥ z ATg K
‘ .
h l = +
. J
N~ AT, o AT,— AT

Fig. 8: Gradiente de temperatura.

Para um trecho de comprimento infinitesimal da, uma varia¢io linear de temperatura ao
longo da altura h da ST pode ser decomposta em uma distribuigdo uniforme mais outra linear
com valor zero no centro de gravidade G, Fig. 8. Conhecidos os acréscimos AT} e ATy nas

fibras superior e inferior, o acréscimo de temperatura no centro de gravidade G é dado por

"

ATg = ATy + (AT — ATZ}'%

em quey” é adistédncia de G a fibra inferior da ST. Conforme a Fig. 9, a deformacdo resultante

pode ser decomposta numa deformacdo axial,
du = aATg dx,

e numa deflexio caracterizada pela curvatura

1 ATy — AT,

= M_ (18)
P h

A equagdo acima é obtida subtraindo-se os comprimentos das fibras inferior e superior de um

trecho de viga,

fibra inferior: (p+y)do=[1+ al AT, — ATg)| dx,

(p—y)do =1 + a( AT} — ATg)] du;

fibra superior:

ou seja,

hdf = a(AT, — ATY) da;
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e lembrando que dr = pdf. A linearizagio da Eq. (18) é andloga a4 da Eq. (5) efetuada na

se¢do 2.2.3 e fornece

"

O:(ATQ - ATI )

h

em que ATs é a variacao de temperatura no lado positivo de y.

1)

Fig. 9: Decomposicio da deformacao.

Exemplo 13 Determine o deslocamento transver-

sal e a rotacao na extremidade livre da viga ao lado

submetida a um gradiente linear de temperatura At

na altura h da secio.

SOLUGAO

Aplicando a Eq. (19), temos

o a(ATy — ATy) oAt

h N h

4 —At/2 ¢
7 At/2
Fig. E13
Integrando duas vezes,
Vv = —O[TNJ: +Cy,
alt
v= —W;’: + Crz+ Cs.

E impondo as condiges de contorno,

p(0)=0, = =0,
v(0) =0, = Cp=0;
chegamos a
aAtl af/_\tlf
o)== w ==

(19)

(20)
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Exemplo 14 Determine o deslocamento transver-

sal maximo e a rotac¢io na extremidade esquerda da 7’&7 At
viga ao lado sujeita a um gradiente de temperatura

com uma variacdo de temperatura At na fibra in-

pie

iy

ferior da viga. Considere a secdo retangular com

altura h.

SOLUCAD

Podemos decompor a deformacio provocada pelo
gradiente de temperatura em duas partes con-
forme a figura.

AP = QAtE
At/2 il
e At/2 TR
+

Fig. E14-i

A primeira parte ndo produz deslocamentos
transversais. Aplicando a Eq. (19) para a segunda
parte, temos

U” _ 703(AT2 - ATl) — aAt
h h -’

Integrando duas vezes,

v = —al—mxﬂ-cl.
V= O;?tf-{—(:']a:—i—(fg

5 Sistemas de Barras

Fig. E14

E impondo as condicdes de contorno,

v(0)=0, = C2=0;
aAtf?
v(f) =0, ——g T Cit=0
alAtl
Cl - 2h )
obtemos as expressoes
(2) = — ozAtx n aAtl
=y 2h
v(z) O[At 22 4 QAM,/.
A 2h 2h

O deslocamento maximo ocorre no meio do véo e
vale

£ oz/_\t £ 2 oz/_\tf £ aAt?

f=u(h) = -0 20K Gy = o

enquanto a rotacio no apoio A vale

aAtl
2h

A =p(0) =

A integracao direta da linha eldstica é ineficiente quando lidamos com estruturas formadas

por dois ou mais trechos de barra, particularmente quando as barras tém diregées distintas.
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Sabemos que a presenca de varios trechos de barra requer a compatibilidade de deslocamentos
e rotagOes nas extremidades dos mesmos e, portanto, necessitamos de uma forma pratica para
impor essa compatibilidade. Nos exemplos a seguir, os trechos da estrura permanecem unidos
de modo a garantir a continuidade, mas os efeitos da deformabilidade de cada trecho sdo
considerados separadamente.

A seguir explicitamos as hipdteses usadas no célculo dos deslocamentos de um sistema de

barras:

1. as tensdes nas barras permanecem no intervalo eldstico-linear do material® (linearidade

fisica);

2. os deslocamentos sio muito pequenos face as dimensbes da estrutura, enquanto as
rotagoes medidas em radianos sio muito pequenas face a unidade (linearidade geométrica),
Fig. 10;

3. o0s nos da estrutura sio admitidos rigidos, isto é, nao existe rotagfo relativa entre as

extremidades das barras que se encontram no né, Fig. 11;

4. apenas os efeitos das deformagdes transversais por momento fletor sdo considerados (os
efeitos das deformacgoes longitudinais por forga normal e momento fletor, e das transver-

sais por forca cortante sdo desprezados salvo quando especificado em contrario), Fig. 12.

v (bh)xt

P & tany = sen ¢

Fig. 10: Linearidade geométrica.

A observancia das linearidades fisica e geométrica garante o comportamento linear da
estrutura. Ou seja, podemos contar com a proporcionalidade entre os esforcos aplicados e
os deslocamentos na estrutura e também com a validade do principio da superposicao de

efeitos. Dessa forma, é possivel calcular os deslocamentos a partir de valores parciais obtidos

5Em outras palavras, é vélida a lei de Hooke unidimensional, o = Fe.
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i

Y = B = P8

"

@h = ¢ = ¢D

Fig. 11: Rotagoes nas extremidades das barras.

ey

/ /

M)

Fig. 12: Predominancia das deformagoes transversais por M.

considerando isoladamente a flexibilidade de cada trecho de barra como serd ilustrado nos
exemplos.

As Tabelas 2 e 3 apresentam os deslocamentos méaximos e as rotacoes de extremidade para
vigas prismaticas em balanco e biapoiadas, respectivamente, submetidas aos carregamentos
usuais. Na primeira tabela, salientamos a regra mneménica para a carga ou momento concen-
trado em que os expoentes do comprimento £ coincidem com os coeficientes no denominador,
Fig. 13-a. Na segunda tabela, vale a pena decorar as expressoes das rotagies para um momento
aplicado na extremidade da viga, Fig. 13-b.

My
a l a
Exemplo 15 Determine o deslocamento ﬁ C )

na extremidade direita da viga.
ET = const.

Fig. E15: Viga simples.
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Tabela 3: Viga biapoiada: deslocamentos e rotagoes.

‘ Convengoes ‘ Carregamento ‘ ‘ Pa | Pr |
r o(f) = £L pe _pe
\3) = 4SBT 16ET 1661
Tabela 2: Viga em balanco: deslocamentos e rotacoes.
| Convengoes | Carregamento ‘ ‘ Pa ‘ ¢ ‘ o) = Pha(?—5 —z?)
W= 6CET
P& —b2—3z2) Pab({+b) _ Pab(t+a)
P plr) = g 6ETE 6ETE
) _ PE pe 0<z<
_ l v(f) = 3ET 0 2ET -
_ Maz(£—=a2?)
M| V(@) = g ML _Me
N M(e%—3a2) 6EI 3BT
N , 5 M 7 e(¢) = =emr
T 4 y v
/ = )| WO | 0|
v P(L) = —-ML M Me
2/ = Ti2ET 24FT 24ET
) » o~ Py ) - IO P
ALLI1L11] ") = 8EI : 6ET v(r) = =%pr——
M M 32 —327) M(£2-3b) | M(£2-3a2)
a /b plz) =g — 6LET 6LET
) 0<z<a
s __ alte? _ altd
v(f) = =%, 0 h
(L) = 5 ptt pt® _
N\2) = 34 ET 24ET 24ET
—At/2 L(g) _ el altl _aAtf
2) = T&n 2h 2h




Deformacao e Deslocamentos na Flexéo 33
P
l /Pf M
/ gEl 2
(o sl
’
Mo — Mo?
) N (uol® 681 N
4 oJET R
= (o
ET
(a) (b)

Fig. 13: Memorizacao de algumas expressoes.

SOLUGAO

Primeiro consideremos o trecho AB rigido e o trecho BC flexivel; desse modo o deslocamento e a
rotagio em B sfo nulos e o trecho BC comporta-se como uma viga em balango. Segundo, consideremos
AB flexivel e BC rigido; agora o trecho se deforma sob a ac¢éo dos esforgos P e My em sua extremidade
e o trecho BC sofre um movimento de corpo rigido determinado pelos deslocamentos e a rotacio em

Vo2 = UB2 + ¥B2 @
Fig. E15-i: Deslocamentos dos trechos.

O deslocamento final é obtido somando-se as duas parcelas:

ve = ey + vee = ver + (v2 + oB2a)
Mya? [Pa3 Mpa® (Pa2 M’oa)a]

—+

T 2ET 3EI ' 2EI 2FE1 ' EI
_ 2Mya® | 5Pd?
T EI 6E1"

34 Edgard S. Almeida Neto [versiao preliminar] Novembro de 2017

P

oo b
A

ET = const.

A
Exemplo 16 Determine o deslocamento z

ve para a viga da figura.

Fig. E16: Viga com balango.

SoLugio
Deform. da viga P
em balanco
. s — Pd®
£ I
P prm—
l B e Esforgos mecanicamente
A £ B a C < Deform. da viga P Pa\“ P equivalentes
rfgw é biapoiada 1‘ s
e R —— z \:' _ _ Pt'f'tt].2
ve RS vermvmes gy
T Pa)f
o2 = (SE}

Fig. E16-i: Deslocamentos dos trechos.
Empregando o mesmo procedimento do exemplo anterior, calculamos os valores parciais indicados
na Fig. E16-i, os quais permitem obter o deslocamento procurado
Pa? N Pta®  Pa?(a+0)
3EI = 3ET 3BT

ve =vc1 +vez =

Exemplo 17 Mostre que os deslocamentos na extremidade D sdo os mesmos para as duas

vigas poligonais abaixo.

[0S
-— T
[SIEN

o)

=]

=

LT
-«
[S16S

[

A L
A EI X ¢ T T
Fig. E17: Viga com balanco.

SOLUGAO
Tanto os trechos BC e CD na primeira viga quanto o trecho BD na segunda nio estdo solicitados e,
portanto, nao sofrem deformacoes. Logo, o deslocamento da extremidade D fica determinado pela
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rotagio em B nas duas vigas como mostrado na Fig. E17-i. Os sinais seguem os sentidos indicados
nas figuras.

b
UD—JE—SOBb

5:99133:

up = b

l«— T

| —

Fig. E17-i: Célculo dos deslocamentos.

P2
16E1
Pi%a
=B 6ET

up = ppb =

Este exemplo sugere a possibilidade da troca de uma sequéncia de trechos rigidos por um tnico trecho
rigido ligando o primeiro ao tiltimo ponto dos trechos ou, melhor ainda, por dois trechos rigidos nas

diregoes dos eixos coordenados.

P
) _ l A 2a B
Exemplo 18 Determine a rotacao e as o
componentes de deslocamento da extre-
midade A da viga poligonal. Considere
S
ET = const. e despreze os efeitos das de- u
formacoes por forca normal e forca cor- Ao
v D a C
tante. 2—

Fig. E18: Viga poligonal.

SoLUGAO
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O esbogo da configuracio deformada é facilitado por haver uma tnica forga externa P.

Fig. E18-i: Configuracdo deformada.

Deslocamentos e rotagoes

_ P(2q)* _ 8Pa®
~ 3EI ~ 3EI

_ P(20)  2Pd?
A= ST Bl

Fig. E 18-ii: Barra AB flexivel.

Para calcular os deslocamentos, consideremos as flexibilidades dos trechos AB, BC e CD sepa-

radamente nas Figs. E18-ii a iv. Os sentidos positivos dos deslocamentos e rotagoes estdo indicados
nas proéprias figuras.
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2
UA2 = UB2 UB2 P2P
a
ﬂ ¥B2
77777777777 ;_:_;_i__]_i_}::;::——{_—j—:ﬁ |
_——— | (2Pa)a® _ Pa®
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Fig. E18-iii: Barra BC flexivel.
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Fig. E18-iv: Barra CD flexivel.

Na deformada [3], repare que P e 2Pa tém efeitos com sentidos contrdrios. A deformada cor-
responde ao efeito de P e foi adotada por apresentar uma rotacio ¢cs positiva conveniente nas
expressoes algébricas. Entretanto, o sinal negativo de wcg mostra que o efeito do momento predo-
mina e o sentido é anti-horario.

Somando os valores parciais indicados nas figuras, temos

B + B 9 _9 3\ Pa? o Pa? ()
PA = —PAl — PB2 T Y03 = 2| Bl T 2 EI
3\ Pa? 5 Pa®
=U - = -l -] — = ———— (+
ua =0 = uaz+uas (0 2) BT~ 3BT )
s = Ua1 + S 8 raq 7\ Pa? - 9Pa’ 1)
A =UAL+ A2 —UA3 = | 3 3) BT T EI
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Exemplo 19 Determine a rotacio e as componen-

tes de deslocamento da extremidade E da estrutura

ao lado. Considere a barra ABCD com produto de

rigidez a flexdo E'T e a barra vertical BE com 2E].

Despreze os efeitos das deformagdes por forga nor-

mal e forga cortante.

SOLUGAO

Vamos comegar tragando a configuragao defor-
mada da estrutura. Mesmo aproximada, ela
permite verificar os sinais dos deslocamentos e
rotagdes. Note que o tracado pode ser melhorado
posteriormente com base nas deformadas indivi-

duais de cada trecho.

3P

Vet
i-‘”&""-f—d, o g /
t 1<
Ra Rp
Fig. E19-1: Reagoes e estrutura deformada.
Reacgoes de apoio e momentos fletores
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Fig. E19: Estrutura com articulagio.
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Fig. E 19-2: Esforgos nos trechos.
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Fig. E19-3: Diagrama de momentos.

Deslocamentos e rotacgoes

O principio da superposicio de efeitos per-
mite que se considere a flexibilidade dos trechos
BE, ABC e CD separadamente. Para o trecho
ABC, o carregamento foi decomposto em dois.

: _PRa) _ Pa?
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|
|
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4
X 2
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UB2 = =

48EI ~ 2EI

39

Up3 = YB3 0 = E
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Fig. E19-4: Decomposicao da estrutura.

Somando os valores parciais, obtemos

= (L0424 3) 00
E=\3 376) EI
17 Pa3
=% Er )
1 5\ Pd®
11 Pa3
—Eﬁ(l)
(1eosli )
¥E = 37 12) EI
7 Pa?
=451 ™
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