Como ja dizia o bom e velho Lidério Citran-
gulo, “Meus caros”, adentramos agora num ter-
reno muito distinto daquele da Fisica classica.
Momento angular orbital, spin e o total muitas
vezes nao possuem um analogo cléssico, sendo
fruto de graus de liberdade internos. O spin
eletronico (férmions) altera nao apenas a diné-
mica como também introduz um vinculo entre
vizinhos, o famigerado principio de exclusao de
Pauli. Ja o spin de fétons (bésons) nao apresen-
tam tal propriedade mas permite a existéncia de
“super” estados da matéria, como superfluidez,

a formacao de condensados de Bose-Einstein, e

até mesmo a direcdo de espalhamento.

Durante esta semana, nosso objetivo é apre-
sentar os principais conceitos associados com
este tema. Comecaremos com o mais simples dos
operadores de momento angular: o orbital. Essa
nova jornada certamente ird exigir dedicacao e
estudos muito extensos do que apresentado até
entdao. A fim de avaliar com precisao o de-
sempenho corrente de cada aluno, e evitar
deslizes futuros, esta lista devera ser resol-
vida e encaminhada até a data 22 de Maio
de 2015. O desempenho da lista nao sera con-
tabilizado na nota do aluno no curso, sendo tao
somente instrumento de medida. Evite ultra-
passar a marca de 10mins por item. Caso nao
consiga resolver as questoes, anote suas duvidas
de modo legivel, precisando a dificuldade encon-
trada. A submissdo pode ser feita em grupo ou

individualmente.

Exercicio 1 Durante a tltima aula, estudamos a re-
presentacao dos operadores associados a energia ci-
nética em coordenadas esféricas:
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Neste exercicio, iremos fornecer as ferramentas para
relacionar as quantidades a serem estudas nas teo-
rias quanticas com aquelas da Mecénica Classica. As
grandezas em questdo sdo o momento angular e a si-
metria por rotagdes continuas. Como veremos num
futuro proximo, estes conceitos existem mesmo em
espacos de Hilbert onde as dimensbes espaciais nao
sdo consideradas.
Para simplificar cdlculos, considere apenas o caso
bidimensional e, entdo, generalize para trés ou mais
dimensées. Em coordenadas polares (r, ), as coor-

denadas (x,y) de um ponto sdo dadas por

T =1 COS (, y =rsing. (2)

Se tal ponto representa a posicdo de um ponto mate-
rial, entdo cada coordenada é uma funcao do tempo,
x = x(t) ey = y(t). Consequentemente, as coordena-
das polares também sao parametrizadas pelo tempo,
r=r(t) e p = plt).
a) Momento angular cldssico: Dado o vetor posigao
o o o . s e
7 =T+ eavelocidade ¥ = & + ¥, calcule o mo-

mento angular classico L de um ponto material.

Mostre que
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LA —
b) Energia cinética: Verifique a relagdo
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c¢) Utilize a “receita” de Dirac na expressdo acima.

A receita é {(Jzapj} = 5ij — [Qu]pj} = ihéij,



onde ¢; € a i-ésima varidvel generalizada e p; é o
Jj-ésimo momento candnico de g;. O que se pode
concluir sobre L? e seu anilogo na teoria quin-

tica?

Momento angular (orbital): Generalize suas con-
clusdes para o caso tridimensional e compare seus
resultados com a equagdo (1). Determine o ope-
rador IL? (que também é chamado de operador de
Casimir ou envelope). Daqui em diante, considere

sempre o caso tridimensional.

O operador IL? é hermitiano e possui um conjunto

completo de autovetores, |, m), tal que

2|1, m) = B21(1 4 1)|1,m). (5)

Com base nessa afirmativa, o que se pode inferir
sobre os valores de [?7 S&o nimeros discretos ou
reais? Inteiros, racionais ou irracionais? Quais as
possiveis varidveis candnicas associadas a [7 Jus-

tifique.

Harmonicos esféricos: O autoestado |, m) de L2

possui a seguinte expansao:

tm) = [ dedo sin0 ;0. )6. ). (6)

Utilizando seus resultados, calcule a projecao da

equagdo (5) no estado |0, ). A equacio de auto-
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valor é
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Para resolver essa equacao, suponha a solugao do

tipo separagao de varidveis:
Y™ (0, 0) =7 (0)2™ (). (8)

i. Determine Q™ (y). Os autovalores m sao in-

teiros ou semi-inteiros? Justifique.

ii. Determine I'}*(6). Escreva sua resposta utili-
zando os polinémios associados de Legendre,

P (cos8).

g) Considere agora uma particula sem spin se pro-
pagando livremente no interior de uma regiao es-
férica de didmetro 2p (assuma um potencial posi-
tivo e infinito fora dessa regidao). O ket que des-
creve tal particula é dado pela seguinte combina-

¢ao linear,

) :%}/O dr oo (1)1, 1, m0).

Calcule (r,l,m|H|¢) = E(r,l,m|y) e encontre a

(9)

equacao diferencial ordindria para ., (r).

Bessel esférico (semi-inteiro): Faca a expansido
da funcéo de onda 1, (r) numa base da fungoes

ortonormais J/™(r),

d)lm(r) == ch,lmjyllm(r)a (10)

e determine as equagoes de autovalor para cada

Ty (1)

Exercicio 2 Como vimos ao longo do curso, opera-
dores da teoria quantica sdo geralmente fundamen-
tados sobre suas contrapartes classicas. O opera-
dor de Casimir ou IL? é interpretado como o médulo
quadrado do vetor momento angular cléssico, L-L.
Ora, mas L? = L? + L3 + L% onde L; = €41 T; Pk
(gijk € o tensor anti-simétrico de Levi-Civita, a saber,
€123 = €312 = €231 = 1 € €132 = €213 = €321 = —1) e

as coordenadas sdo r1 = x, 9 =y € T3 = 2.
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a) Use a “receita” de Dirac ( xx — Xk € P — Pk

onde [x;,p;] = hd;; ) e calcule os operadores L,

Lyel,.
b) Verifique as seguintes relagoes de comutacao:

L., L,] =hl.,

L2, Ly] =0 (k=uxy,2).



Qual a implicacao fisica destas expressoes?

¢) Na base angular |0, ¢), o operador IL, é represen-

tado da seguinte maneira:

L. — —mai . (13)

Calcule (0, p|L.|l,m), onde o autoestado |I,m)

possui os harmonicos esféricos como autofuncao.

Exercicio 3 Considere o seguinte hamiltoniano,

H= (;2) L2 4+ A cos(2nwl?). (14)

a) Quais sdo as dimensoes fisicas das grandezas 2,
Aew?

b) Determine o espectro de energia de H.

¢) Uma particula sem spin |¢) é preparada de tal
maneira que seu momento angular orbital é [ = 1

e a combinagao linear resultante é
) = ci[l,=1) + co|1,0) + 1|1, 1), (15)

Calcule as seguintes grandezas:

i (E) = (Y|H[yp)
i, 02 = (Y|H2|Y) — (¢[H[y)?
iii. (0, ¢[)

iv. P(eﬂp) = |<97<P|¢>\2



