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Aula 18

Teoria do Espalhamento e Difracao

Difracao e espalhamento sdo fendmenos observados como resposta a obstrucao da pro-
pagacao da onda. Evidentemente, neste curso consideraremos apenas ondas eletromag-
néticas. Contudo, vale mencionar que ambos efeitos ndo sdo restritos a Otica, podem ser
encontrados em ondas sonoras e na mecanica quantica, por exemplo.

De uma forma bastante simplificada, a observacao de um ou de outro fendémeno esta
intimamente ligada a dimensao do objeto obstrutor e a distancia do objeto ao observador.
Para um observador posicionado em r e um objeto cujo maior diametro (digamos, d) € tal
que r > d, o fendmeno observado serd o espalhamento (alteracao na dire¢dao de propaga-
¢do da onda). Ja para um observador posicionado a uma distancia r < d do objeto, sera
observada a difracdo (interferéncia das ondas indidentes condicionadas na superficie do

objeto). Ambos os casos sao ilustrados nas figuras a seguir.
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Espalhamento de Ondas Eletromagnéticas (EM) por carga

pontual/dipolo

Considere uma onda plana que se propaga
na direcdo é, e campo elétrico na direcao X.
Neste sistema também estd presente uma

carga pontual posicionada na origem do

sistema de coordenadas que s6 pode mover q k=ke.

na direcdo é,, como mostrado na figura. O \FJ

campo elétrico desta onda é: /
y
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e lembrando que

Se v4/c < 1, entdo a forga que atua na particula é :
E,~qE =  mi=qE

onde g é a carga da particula.
Em funcao do momento de dipolo elétrico p = g7 e sabendo que temos apenas compo-
nentes de E na direcio &, encontramos:
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Usando a formula para a poténcia irradiada por um dipolo oscilante:
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onde k = w/c, Zy = poc = 377Q2 é a impedancia do vacuo e y é o angulo entre o eixo do

dipolo e a direcao de observacao.




O fluxo incidente da onda plana é:
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a quantidade acima nada mais é que a média temporal do fluxo de energia por unidade de

area.

Portanto, a “eficiéncia” da re-emissao de radiacdo pela carga que € acelerada pela onda

EM é dada pela secao de choque diferencial
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Se a carga em questao for um elétron, a secdo de choque diferencial assume o valor de
7,94 x 10726 cm?/ sr.

Esse resultado € para uma onda inci- XA
dente que estd polarizada na direcdao é.
Mas geralmente temos que a luz incidente
(a onda plana) ndo é polarizada, ou me-
lhor, “todas as polarizacoes” estdo presen-
tes, com a mesma intensidade. Portanto,
para uma onda incidente ndo polarizada

teriamos que fazer uma média sobre todas

as polarizacoes possiveis no plano x — y!

Nesta configuracgdo:
R.=R-é,= Rcosy = Rsenf cosg,

sendo 0 o angulo entre a dire¢do entre o observador e a direcao é; e ¢ o angulo que o campo

elétrico no plano x — y faz com a dire¢do é, (ver figura).




Agora, a secdo de choque diferencial é:
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Mas, devemos ainda considerar:
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A secdo de choque total é facilmente obtida desta formula, basta integrar sobre o angulo
sélido:
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Novamente, se considerarmos a particula como um elétron,temos:

oror =6,65x 1072 cm?|.

Este valor para secdo de choque foi medido pela primeira vez por Sir Joseph Thomson
(1856-1940), Nobel 1906.

A secdo de choque pode ser entendida como a “sombra que um objeto faz” para luz in-

cidente, no nosso caso um elétron, cuja sombra seria uma esfera raio 6,65 x 10~2°¢cm? cen-

trado na origem do sistema de coordenadas. Curiosamente, o raio para a sombra calculado




a partir da secdo de choque é o mesmo! encontrado através do principio da conservacdo

de energia e usando a energia relativistica de repouso do elétron e a energia eletrostatica.

Ondas Esféricas Escalares

A equacdo de onda sem fontes € escrita como:
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onde vy (7, t) é a funcdo de onda.

Usando a transformada de Fourier definida por:

v :f dwe "'y (F,w),

encontramos a seguinte Equacao de Helmholtz:

(V2 + k) y(F,w) =

onde k=w/c.

Em coordenadas esféricas, o Laplaciano pode ser escrito como:
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O termo em chaves da equacao acima é o bem conhecido operado angular em coorde-

nadas esféricas, cujas solucoes sao os harmonicos esféricos:
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onde Pl(m) é o Polindbmio de Legendre, / um nimero natural e m um niimero inteiro inteiro

tal que |m| < L.

1A menos de um fator unitario.




Importantes Relagdes dos Y,,,; (0, ¢)

* Ortonormalidade:
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Para tentar resolver nossa equacao de Helmholtz, tentaremos um solucao do tipo:
W(F;U)) = Zcml fmi () Yim (ﬁ (9’4)))»
Im

onde c;;, € uma fator que depende apenas nos numeros [ e m. Fazendo esta substituicao

encontramos:
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Com mais mais duas substituicoes, x = rk e f = u/+/r, encontramos:
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Esta é a conhecida Equacao de Bessel, cuja solucao envolve funcoes de Bessel, J, (x), de

Neumann, N, (x) e as funcoes de Hankel de primeira e segunda ordens, HYM ) =T, +




i N, (x). Em termos dessas funcdes especiais f;;, pode ser escrito como:
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Ainda € possivel definir as chamadas funcoes de Bessel esféricas:
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Portanto, a solucdo geral para a onda escalar em coordenadas esféricas é:
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Existem dois limites muito importantes que envolvem as funcdes de Bessel esféricas que

ajudam a entender a solucdo geral escrita acima, estes limites sao:
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Note que apenasj; é regular quanto x — O parax < l e h§1,2) tomam a forma de ondas




esféricas no limite oposto.

Para completar esta parte falta entender o sentido fisico dos limites “perto” e “longe”.
A quantidade k recebe o nome de “nimero de onda”. Essa nomenclatura fica mais clara
se lembramos de sua definicdo: k = 27n/A, e imaginarmos uma onda que percorre uma
distancia qualquer em metros, digamos d = 10m. Se o comprimento da onda, também
em metros, é A = 27m, entdo, nesta distancia percorrida contaremos 10 comprimentos de
onda, ou simplesmente 10 ondas. Em um linguagem bastante sucinta kr = 10. Agora é
facil entender os limites “perto” e “longe”, o observador estard perto ou longe quando a
onda puder oscilar, respectivamente, poucas ou muitas vezes antes de ser detectada.

Sobre as solucgdes gerais de v, a forma escrita em (1) é itil para casos em que quisermos
selecionar as partes da onda que se propagam como ondas esféricas, geralmente longe
do objeto obstrutor. Ja a forma da solucao dada em (2) pode servir para casos onde as
condicoes de contorno no objeto alvo da onda sdo importantes, portanto, proximas ao
mesmo. Por exemplo, na condicdo de contorno ¥ — 0 quando r — 0, entdo apenas j; deve

aparecer na solucao.

Aplicacdo: Funcao de Green da Equacao de

Helmholtz

Nesta se¢do iremos encontrar a solu¢do da equacao diferencial que dé origem a funcao de
Green em coordenadas esféricas. O resultado final serd o mesmo obtido anteriormente
(Aula 9), a tnica diferenca é que serd escrito como uma série funcdes em coordenadas

esféricas.

A equacdo que temos interesse em resolver é:
(V2 + k)G (% %) =6(X-%')
Vamos supor que a solucao seja do tipo:

G(BE) =Y &1(rr) 5, (0',0) Vi (0.9).
ml

Em coordenadas esféricas 0 (? -7 ) é:




Substituindo essas expressoes na equacao, é possivel encontrar que:
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Nao é imediato, mas é possivel mostrar que:
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onde os sinais + e — indicam os limites tendendo pela esquerda e pela direita (essas condi-

¢Oes sao andlogas aos limites para as condi¢des do campo elétrico).

Note que para r # r’ a equagdo acima reduz a equacgao de Laplace e as solucdes sdo se-
paradas em dois dominios distintas. Uma regido cujo dominio contém a origem e a outra
cujo dominio estende até o infinito. Por fim, observe também que a solu¢do pode ser es-
crita como um produto de duas funcoes de r e r’, uma vez que a equacdo de Laplace é

funcao apenas de r.

A solugdo da equagao completa é:

g =g o —r)+ g f (XYt - 1)

onde 9 é a funcdo degrau (que serve apenas para separa as solucoes em regioes) e 0s sinais
“maior” e “menor” indicam se r é maior ou menor que r’, sendo que a regido < contém a

origem e a regiao > estende até o infinito.
Como solugdes fisica devem ser regulares, a partir dos limites que estabelecemos para

as funcoes esféricas de Bessel nao € dificil ver que as solucoes para as equacao de Laplace
nestas duas regioes sdo:

g<(r) = jikr) g>(kr) = h" (kr)

Para encontrar as func¢des f devemos utilizar as condicoes de continuidade e desconti-




nuidade da derivada de g; listadas acima. A resposta final sera:

g (rr) = =ik | jikr) B2 Uer) 0 (' = 1) + jukr) B (i 0 (r - 1)

gi(rr')=—ikj (kro) h§1,2) (krs)

Exercicio Proposto: Faca todos os célculos do procedimento para encontrar a solucao

final g;. Para isso algumas dicas sdo importantes:

e Para encontrar as condi¢des de g;, suponha uma solucao do tipo:
g1 =8>, —r")+g(r,r9(r' - 1),

substitua na equacdo original e faca o cédlculo das derivadas, depois € s6 igualar os
dois lados da equacao.

* No célculo das funcoes f, basta substituir a expressao de g; nas condicdes encontra-
das, aplicar os limites < e > (somem os J) e arranjar o sistema de equacdes na forma
matricial. Neste ponto, o simples uso da regra de Cramer deve ser suficiente para

encontrar as funcoes f.
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