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1 Introducao

Ntmeros complexos sao muito utilizados no estudo (e projeto) de sistemas dinamicos lineares,
em particular em teoria de circuitos elétricos. Vamos aqui procurar mostrar as principais
razoes para a utilizacao de nimeros complexos para modelar circuitos elétricos lineares.
Nosso roteiro é o seguinte: faremos inicialmente uma breve revisao das propriedades de
nimeros complexos que serao importantes para nos, depois discutiremos em mais detalhes
por que e como usar nimeros complexos.

Antes de tudo isso, vamos procurar ver a principal razao para trabalhar com complexos,
através de um exemplo bem simples. Considere o circuito da figura 1. Pela 1% Lei de
Kirchhoff (que veremos logo mais, e decorre das nossas hipdteses de conservacao da carga e
propagacao instantanea da corrente), a corrente ig(t) deve ser igual a soma de i1 (t) e iy(t),
para todo tempo. Como a excitacao do circuito é constante, i1 = E/R; e is = E/Ry sao
constantes, e conclui-se facilmente que

. . . 1 1
zo(t)521+22:E<E+E).

Figura 1: Circuito em corrente continua

O circuito visto pela fonte de tensao, que ocorre freqiientemente como parte de circuitos
maiores, é chamado divisor de corrente (continua). Igualmente freqiiente é o circuito visto



pela fonte de tensao da figura 2, também um divisor de corrente, mas agora alternada.
Como se sabe, a tensao fornecida pela rede de distribuigao de energia elétrica é senoidal,
com freqiiéncia (no Brasil) de 60Hz. Essa é uma das razoes (ha varias outras, que veremos
ao longo deste e de outros cursos) para o interesse em se procurar formas simples de se
analisar circuitos com alimentacao senoidal, ou seja, em que as tensoes e correntes tém a
forma (veja a figura 3)

v(t) = Epcos(wt + @),  i(t) = I, cos(wt + 0),
em que

o I, e, sdo as amplitudes dos sinais senoidais (medidas em volts ou amperes, conforme
0 €aso),

e w é a freqiiéncia angular do sinal (medida em radianos por segundo - rad/s). O periodo

do sinal senoidal é
o

w
e a freqiiéncia ciclica (medida em hertz - Hz) é o inverso do periodo:

Y
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Figura 2: Circuito em corrente alternada

Atencao para nao misturar f e w! As unidades sao diferentes!

e ¢ e 0 sio as fases dos sinais (medidas em radianos ou em graus').

Repare que, como cos(#) = cos(f+ k27), para qualquer k inteiro, vérios valores diferen-
tes de fase resultam essencialmente no mesmo sinal. Usualmente a fase é definida para

'Um costume bastante comum ¢ misturar unidades e escrever, por exemplo, v(t) = 2 cos(2mt +45°) (V,s).
Nesta expressao, a freqiiéncia angular é dada em radianos por sequndo (ou seus miltiplos): w = 27 rad/s,
ou f = 1Hz. No entanto, a fase é dada em graus! Para saber o valor da tensdao em um dado instante de
tempo, por exemplo, t = 1s, deve-se tomar cuidado para se usar apenas uma unidade. Assim,

v(1) = 2cos(27.1 + 45.7/180) = 2 cos(2m + 7/4) = V2V.
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Figura 3: Funcao senoidal v(t) = cos(4007t + 60°) (V,s).

—m <60 <moul <60 < 2m, dependendo do gosto de quem escreve, ou da conveniéncia
para resolver um certo problema. Repare que, na figura 3, o sinal foi definido como
tendo uma fase de 60°, mas o calculo indicado pelo grafico resultaria em uma fase de
—300°. Como —300 = 60 — 360, o angulo é o mesmo nos dois casos.

Sao portanto necessarios trés parametros para descrever uma tensao ou corrente senoidal:
a freqiiéncia, a amplitude, e a fase. Como em diversas aplicagoes a freqiiéncia de todos os ge-
radores é a mesma e nao varia (60 Hz para a rede de distribui¢ao, por exemplo), normalmente
pode-se trabalhar com apenas dois parametros, amplitude e fase. Uma tensao ou corrente
continua é definida por apenas um parametro (um nimero real). Como uma funcao senoidal
de uma dada freqiiéncia é definida por dois parametros, ela pode ser representada por um
unico nimero complexo. Como veremos a seguir, isso torna a resolucao de circuitos RLC
alimentados por geradores senoidais essencialmente igual a resolucao de circuitos resistivos
em corrente continua.

Vamos ver como isso é feito em um exemplo: suponha que se saiba que a tensao v(t) do
gerador da figura 2 seja

v(t) = 180 cos(2760t + 30°)(V,s),

e que R = 1kQ, C' = 1uF. Quanto vale entao ig(t)? Podemos proceder assim: primeira-
mente, como ig(t) é a corrente em um resistor ideal, sabemos que

t 180
ir(t) = % =% cos(2m60t + 30°)(A,s) = 0,18 cos(2m60t + 30°)(A,s),

ou seja, a corrente no resistor tem as mesmas freqiiéncia e fase da tensao, mas uma amplitude



igual a 180/ R amperes. Para calcular ic(t), basta usar a relagao

do(t
ic(t)y=0C g(t ) = —180.2760C sen (2760t 4 30°) =

= 216007C sen (2760t — 150°),

onde usamos o fato de —sen(z) = sen(x — 180°). Além disso, lembrando que sen(x) =
cos(x — 90°), podemos escrever

ic(t) = 216007C cos(2m60t — 240°) = 0,06786 cos(2w60t — 240°).

Agora variaram tanto a amplitude quanto a fase do co-seno, mas novamente a freqiiéncia se
manteve.
Para calcular iy(t), basta fazer novamente

io(t) = ig(t) +ic(t) = 0,18 cos(2m60t + 30°) 4 0,06786 cos(27w60t — 240°).

E possivel simplificar esta expressao? Vendo os graficos de ig(t), ic(t), e de ig(t), apresenta-
dos na figura 4, pode-se notar que iy(t) é também um sinal senoidal, com a mesma freqiiéncia
de ig(t) e de ic(t), mas com amplitude e fase diferentes. Deve portanto ser possivel escrever
ip(t) na forma

io(t) = Iy cos(2m60t + ¢y). (1)

O problema agora é determinar os valores de [ e de ¢y de uma maneira simples e rapida.
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Figura 4: Correntes i, ig, € ic (amperes).



Como veremos logo mais, essa maneira simples e rapida envolve a utilizacao de niimeros
complexos, representando um sinal senoidal qualquer por um nimero complexo chamado
fasor. Logicamente, é possivel determinar a amplitude e a fase de iy(¢) no nosso exemplo
diretamente através de relacoes trigonométricas. No entanto, a representacao complexa
(fasorial) leva a expressdes muito faceis de lembrar, e permite a generalizacao de vdrios
conceitos simples usados em corrente continua para corrente alternada em regime senoidal.
Antes de vermos como fazer isso, vamos a recordacao sobre niimeros complexos.

2 Numeros complexos

Vamos comecar com uma recordacao rapida de definicoes e operacoes que ja devem ser
conhecidas de todos. Em seguida trataremos de diferentes formas de se “ver” (ou representar)
um numero complexo, que serao muito uteis no futuro.

2.1 Definicao e operacoes basicas

Definicao
Vamos usar aqui a notacao usual em Engenharia Elétrica, definindo?

R VL

Ou seja, define-se j como sendo um numero que, elevado ao quadrado, resulta em —1. j é
chamado um numero imagindrio: vocé pode ir a feira e comprar 1,48 bananas, se o vendedor
for paciente, ou até mesmo voltar para casa com -1,48 bananas (uma divida), mas nao ha
um sentido fisico 6bvio para j bananas. No entanto, niimeros imaginarios sao uteis porque
simplificam a resolucao de diversos problemas — um exemplo é a solucao de circuitos elétricos
com entradas senoidais, mas ha diversos outros: usando nimeros imaginarios podemos dizer
que todo polinémio p(z) = ap + a1z + - -+ + a,z"™ de grau n tem exatamente n raizes, e que
pode ser fatorado na forma

p(z) = (r —x1)(x — x2) ... (T — ).

Isso nao seria verdade se os x;, fossem restritos apenas a nimeros reais.

Numeros complexos tém varias outras utilidades: representar os sinais recebidos em
sistemas de comunicagoes digitais [1]; propriedades de fungdes de varidveis complexas sao
essenciais para se projetar filtros analégicos e digitais [2] e para encontrar integrais definidas
de fungoes reais complicadas [3]... A lista é longa.

Um numero complexo z é composto por uma parte real e uma parte imagindaria, de modo
que, para numeros reais a e b,

z=a-+ jb.

A parte real de z é a, e a parte imagindria, b, e escreve-se

Re{z} =a, Im{z}=0.

. A L . -
20 sfmbolo = significa “igual por defini¢ao”.



Pode-se definir operacoes de adigao, subtracao, multiplicacao e divisao de ntimeros com-
plexos de maneira que todas as propriedades importantes dos ntimeros reais sejam satisfeitas
também para os numeros complexos. As definicoes adequadas sao:

Soma e subtracgao

Para se somar dois niumeros complexos, basta somar as partes reais e imaginarias corres-

pondentes. Assim, se z; = a; + jby e 25 = as + jby, entao

A .
23 =21+ 2o = (a1 —|—CL2) +](b1 -+ bz),

e portanto,
Re{zl -+ 22} =a; + as, Im{21 + 2’2} = bl + bg.

Para a subtragao z; — 25, basta inverter os sinais de as e bs.
Produto
O produto de um nimero complexo z = a + jb por um real ¢ é definido por

c-z=(c-a)+j(c-b),
e o produto de dois niimeros complexos z; = a; + jb; € 2o = as + jby é dado por
21+ 29 = ayag + jarby + jbiag + (5)*biby = (ayag — biby) + j(arby + aghy).

Divisao e conjugacao
Para dividir z; por z3 # 0, procede-se assim:

2 ar+gbi (a1 +gbi)(az — jba)

2 az+jby (a2 + jba)(az — jba)
_ (a1ag +biba) + jlashy —arby)  ayag +biby | asby — arby
R O I R I R

O numero as — jby usado acima é o complezo conjugado de z5 (indica-se z3). De modo geral,
se z = a + jb, entao

2" =a — jb, Re{z"} = Re{z}, Im{z"} = —-Im{z}.
Note que sempre vale
1. z-2* = (Re{z})” + (Tm{z})*,
2. 2+ 2" = 2Re{z},
3. z—z" =25Im{z}.

2.2 Plano complexo e forma polar

Pode-se representar um nimero complexo de forma grafica através do plano complexo, em
que o eixo das abcissas representa a parte real, e o das ordenadas, a parte imagindria (veja
a figura 5). A partir da figura, nota-se que o nimero complexo pode ser representado de
uma maneira alternativa: uma posicao qualquer no plano complexo pode ser igualmente



Figura 5: Representacao de z = a + jb no plano complexo.

fixada dadas tanto as coordenadas retangulares a e b quanto as coordenadas polares, r e ¢.
Por convencao ¢ é o angulo medido em sentido anti-horario, a partir do eixo das abcissas.
Portanto, angulos medidos no sentido horario a partir deste mesmo eixo serao negativos.
Para converter de um sistema para o outro, basta ver pela figura que o triangulo Oaz é
retangulo, e portanto,

r = Va2 + b2, ¢ = arctan (b,a) ,
a =rcos(o), b = rsen(¢),

Dois comentarios sobre essas expressoes:
1. O numero r = va? + b? é chamado mddulo do nimero complexo, e é denotado pelo

simbolo |- [:
z=a+jb=|z| = Va® + b2

Repare que podemos escrever o quadrado do médulo usando o conjugado de um numero
complexo:
2P =a® +b0* =z - 2"

2. Para um nimero complexo z, 2% é, em geral, diferente de |z|*! Por exemplo,
(1+72)?%=1-4+j(2+2)= -3+ j4,

mas
11+ 2 =12+ 2% =5.

O ntimero |z|? é sempre real, enquanto que z? ¢, na maior parte das vezes, um nimero

complexo, com parte imagindria diferente de zero.
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3. Note que usamos um simbolo um pouco diferente para o arco-tangente, tratando-o
como uma fungao de 2 variaveis. Isto é necessario, pois a expressao usual arctan(b/a)
nao diferencia pontos no primeiro quadrante de pontos simétricos com relacao ao 0, no
terceiro quadrante; nem pontos no segundo quadrante de pontos no quarto quadrante.
Por exemplo, se a = 1 e b = 1 (2 estd no primeiro quadrante), temos ¢ = arctan(1/1) =
45°. No entanto, se a = —1 e b = —1 (z estd no terceiro quadrante), arctan(—1/(—1)) =
45° novamente, mas na verdade deveriamos ter ¢ = —135°. Da mesma forma, se
z1=1—jouz = —1+j, arctan(—1/1) = arctan(1l/ — 1) = —45°, mas a fase de 2z,
deveria ser +135°.

A fungao arctan(b,a) é definida assim:

arctan(b/a), sea >0,
arctan(b/a) — sinal(b/a) - 180°, se a <0,

¢ = arctan(b,a) = ¢ 90°, sea=0eb>0,
—90°, sea=0eb<0,
0, sea=0b=0.

Em diversas bibliotecas de compiladores, a funcao acima é chamada de arctan?.

Para representar um nimero usando coordenadas polares (diz-se que o nimero esta na
forma polar) usa-se a seguinte notagao:

z=r| .

A distancia do ponto (a,b) a origem do plano complexo é o médulo do nimero complexo,
como vimos acima. O angulo ¢ é a fase do nimero complexo. Indica-se

r=|z|, o=z

Note que o simbolo para fase tem dois significados: | 2 — j2 = —45° significa que a fase do
nimero complexo z = 2 — 52 é de —45°, enquanto que z; = 2|_30° indica que a fase de z; é
30°.

Em coordenadas polares também é facil achar o conjugado de um nimero z: basta inverter
o sinal de ¢ (veja a figura 6):

2= (r|¢)" =71 0.

Veja que usando coordenadas retangulares (a forma retangular do nimero complexo)
pode-se calcular facilmente somas e subtragoes de complexos. No entanto, multiplicagoes e
divisoes sao mais dificeis de calcular na forma retangular. Por outro lado, com a forma polar,
operagoes de multiplicagao e divisao sao extremamente facilitadas (como veremos a seguir),
enquanto que somas e subtracoes ficam mais complicadas.

Para ver como é facil multiplicar ou dividir dois ntimeros complexos na forma polar,
considere dois nimeros quaisquer, z; = ri| ¢; e 25 = 73| ¢9. Lembrando que

a; =11 cos(¢y), by = rysen(¢r),

ay = 19 cos(pa), by = rosen(gy),
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Figura 6: Conjugagao de z = r| ¢ no plano complexo.

veim

2129 = T1T9 (cos(qﬁl) cos(¢y) — sen(¢y) sen(@)) —|—j(cos(¢1) sen(¢9) + sen(¢y) cos(<b2)) )
Agora basta lembrar que

cos(¢1) cos(pa) — sen(pq) sen(ps) = cos(o1 + ¢P2),
cos(¢1) sen(pg) + sen(¢py) cos(pa) = sen(py + @),

e concluimos que
(Tl‘ﬂ) : (7’2‘@) = r172| ¢1 + Po,
ou seja, para multiplicar dois nimeros complexos na forma polar, basta multiplicar os mo6-

dulos e somar as fases!

Usando este resultado, podemos facilmente achar a expressao para divisao:
21 7”1|§Z512”2k rire| o1 —¢o 1y

_ P = | ¢1 — Pa.
2

22_T2|@Z§ T%|¢2—¢2 _T_

Conjugados, partes real e imaginaria, e médulo de um complexo
Vamos mostrar aqui algumas propriedades que usaremos com freqiiéncia. Primeiramente,
lembrando que, se z = a + jb, entao z* = a — jb, temos

z+ z* z— 2"
7 =b=

Re{z} =a= (2)

Escrevendo agora o complexo na forma polar, z = a + jb = r| ¢, 2* = r| —¢ temos,

lzl=r=Va2 +0? =7z 2" (3)




2.3 Formula de Euler

Uma relagao muito 1util une a fungao exponencial a forma polar de representacao de com-
plexos: a férmula de Euler. Pode-se aceita-la de diversas maneiras, veremos duas agora.
Primeiro, considere a fungao

ew(t) = cos(wt) + jsen(wt).

A sua derivada é

dd_e; = —wsen(wt) + jw cos(wt) = jw(cos(wt) + jsen(wt)) = jwe,(t), (4)

ou seja, a derivada de e, (t) é proporcional a prépria e,(t). Isso é muito semelhante a uma
propriedade da funcao exponencial:

Vejamos outra propriedade de e, (1):

ew(t) - e,(t) = [cos(wt) + jsen(wt)] - [cos(vt) + jsen(vt)] =
= cos(wt) cos(vt) — sen(wt) sen(vt) + j[cos(wt) sen(vt) + sen(wt) cos(vt)].

Lembrando que

cos(a) cos(b) = %(cos(a —b) + cos(a + b)),
sen(a) sen(b) = %(cos(a —b) — cos(a+1b)), (5)
sen(a) cos(b) = %(sen(a —b) + sen(a + b)),

podemos simplificar o resultado anterior assim:

ew(t) e, (t) = % [cos((w — v)t) + cos((w + v)t) — cos((w — v)t) + cos((w + v)t)] +
+ j% [sen((w —v)t) + sen((w +v)t) +sen(v — w)t) + sen((l/ + w)t)] :
Agora vamos usar o fato de que sen(—a) = — sen(a) para cancelar os termos semelhantes:
ew(t)e,(t) = cos((w + v)t) + jsen((w + v)t) = ewin(?). (6)
Essa propriedade também lembra uma propriedade de funcoes exponenciais:
at bt _ (a+b)t

e e

Por analogia, chegamos a féormula de Euler: definimos

€17 2 cos(z) + jsen(z).
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Vocé pode trabalhar com a funcido ¢/* como trabalharia com uma exponencial comum, ja
que as propriedades usuais da funcao exponencial real ((4) e (6)) sao satisfeitas também por
el

Uma outra forma de se chegar a formula de Euler é usar a decomposicao em série de
MacLaurin do seno e do co-seno: sabe-se de Célculo que

2 .3 4
v _ vy, vy, v
e—1+y+2!+3!+4!+...

A
cos(x):1—§+ﬂ—a+...

R T
sen(:p):x—nga—ﬁJr...

Portanto, se expandirmos cos(x) + jsen(z) usando as expressoes acima, obteremos

2 I —
cos(x)+jsen(a:):1+j:c—§— TR
Lembrando que j2 = —1, j3 = —j, j* = 1, etc, a série acima fica
.x 2 .x 3 .x 4
cos(x) + jsen(z) = 1+ (jz) + 02') + <‘73') - 04') +...

Note que a série a direita é exatamente o que seria obtido se substituissemos formalmente
Yy = jx na série para ev.

A representacao de um nimero complexo na forma polar tem uma relacao préxima com
a férmula de Euler: podemos descrever um nimero complexo z como

z=x+jy=r|¢=r(cos(¢)+ jsen(p)) = re’®.

Esta é a chamada forma exponencial do nimero complexo, que é obviamente essencialmente
a forma polar. Note que, como sen’(¢) + cos?(¢) = 1 para qualquer angulo, |¢’?| = 1. Ou
seja, variando ¢, €/? percorre o circulo unitdrio no sentido anti-horario, comecando do ponto
z =14 j0 (veja a figura 7).

A utilidade da forma exponencial é que varias propriedades de senos, co-senos, e de
numeros complexos na forma polar podem ser facilmente derivadas usando propriedades da
funcao e¥, como por exemplo, lembrando que

eYle¥2 — 6y1+y2’

e que

Y1
e — eyl —Y2
- )
ev?

chega-se facilmente as expressoes para multiplicacao e divisao de numeros complexos da
forma polar que vimos anteriormente:

(T16j¢1) . (T26j¢2) _ (r1r2)ej(¢1+¢2)’

11



A jIm
j0°

j=e

j180° -j180f
-1=e =e

Figura 7: Circulo unitario e e/?.

e de maneira andloga para divisao,

Jo1 )
Tle‘ — E€J(¢>1*¢>2)_
T26]¢2 T9

Usando as relagoes entre parte real, parte imaginaria e conjugados da equagao (2), pode-
mos escrever senos e co-senos em funcao da exponencial complexa (denominadas expressoes
de De Moivre):

cos(¢) = ffijéf—if::‘nz{ej¢}, sen(p) = ffi{ififf-::zyn{ej¢}. (7)
Estas relacoes podem ser entendidas também com a ajuda do circulo unitario, veja a
figura 8, onde estdao marcados o niimero z = €/?, seu conjugado 2z* = 9%, ¢ —2* = —¢ V¢ =
(—1)e7¢ = e77(@~189°) (usamos a forma exponencial para o nimero —1: —1 = cos(180°) +
Jsen(180°) = e/180%),
Como exercicio, use as férmulas de De Moivre para provar as equagoes (5).

3 Funcoes senoidais e fasores

Agora podemos voltar ao nosso problema inicial: como calcular Iy e ¢y em (1) de maneira
simples. Usando a forma exponencial de niimeros complexos para representar fungoes senoi-

12



Figura 8: Relacoes entre seno, co-seno e e/?.

dais, tudo fica simples. Vamos comegar usando (7) para escrever
el Wite) 4 o—j(wi+e)
2

Vamos agora usar este resultado para resolver o exemplo da se¢ao 1. Queriamos achar
Iy e ¢p que descrevessem a funcao ig(t), que, como vimos na figura 4, é senoidal. Ou seja,
precisamos achar Iy e ¢q tais que

io(t) = ir(t)+ic(t) = 0,18 cos(2m60t +30°) + 0,06786 cos(2w60t — 240°) = I cos(2m60t 4 ¢yp).

Acos(wt+¢) = A = Re{Ae/@IHo)}, (8)

Vamos escrever ig(t) e ic(t) usando (8):
ir(t) = 0,18 cos(2m60t + 30°) = Re{0,18¢7 7600 — Re L), 18¢730" /276011
ic(t) = 0,06786 cos(2m60t — 240°) = Re{0,06786¢’ 7024071 — Re {0,06786¢ 7240727601 .
Somando os dois termos, e lembrando que Re{z; + 22} = Re{z1} + Re{2}, obtemos

io(t) = Re {0,186 /260 10,06 786 724" /2700 | = Re{ (0,186130"+0,06786eJ’240°)eﬂ'27f60t}

Somando agora os ntimeros 0,18¢73%" e 0,06786e 724" obtemos

0,18¢7* +0,06786¢ 7" = 0,18 (cos(30°) + j sen(30°)) + 0,06786(cos(240°) + j sen(240°)) =
= (0,1559 + ;0,09) + (—0,0339 + j0,0588) = 0,1220 + j0,1488 =
= 0,1924¢750:6564°
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Portanto,
io(t) = Re{0,19247706564" 721600} — Re [(),1924¢7 Br60HH50.6364Y — (1924 cos(2m60t+50,6564°).

Este exemplo nos mostra que, ao se somar duas fungoes senoidais de mesma freqiiéncia
(este detalhe é importante!)

i1(t) = I cos(wt + ¢1), e io(t) = I cos(wt + ¢2),

o resultado, i3(t) = i1(t) + i2(t) serd também uma funcdo senoidal com a mesma fregiiéncia,
cujas amplitude I3 e fase ¢35 podem ser calculadas assim:

Iy cos(wt + ¢3) = Re{ Iz’ e'} = Re{ (L + 126j¢2)6th},

ou seja
’ Lei® — [ 69 4 [,ei2,

. - , N o 7 A 6, 7 A ; .
Definimos entdo os nimeros complexos I; = [;e7%, [, = [,e???, [; = [3¢7% ) denominados
fasores das fungoes senoidais i1 (t), ia(t), e i3(t). De modo geral, dada uma fungao

f(t) = F cos(wt + @),
o seu fasor correspondente serd o complexo
F 2 Fei?.

Veja que, conhecida f(t), o seu fasor correspondente estd determinado. Analogamente,
conhecido o fasor F' e a fregiiéncia w, a fungao f(t) pode ser recuperada.

Operagoes com fasores
Dadas as fungées senoidais fi(t) = Fycos(wt + ¢1), fa(t) = Fycos(wt + ¢2), com os
respectivos fasores F} = Fie/® e [, = Fhel®2,

1. se f(t) = fi(t) £ fao(t) = F cos(wt + ¢), entao

F:F6j¢:F1iF2,

2. se f(t) =c- fi(t), onde ¢ é um nimero real, entao

L (cF)€j¢1, se c > 0,
F=cF, = { (‘C\F)ej(¢1+1800)7 se ¢ < 0,

iy = 110,

F = jwF, = (wF)el @497
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£(t) = / AN fo,

onde fy é escolhido de forma que f(t) tenha média nula, entao

F= iﬁl — (ﬂ) J(91-90°)

Jw w

Vemos que somas, subtracoes, derivadas e integrais® de sinais senoidais de uma
mesma freqiiéncia resultam sempre em sinais senoidais com a mesma freqiiéncia,
mas com amplitudes e fases distintas. As relagoes fasorias listadas acima podem ser
usadas para calcular essas amplitudes e fases rapidamente.

“Integrais podem também dar origem a termos constantes, como veremos logo mais. Estamos
aqui fazendo a hipdtese (freqiientemente verdadeira) que os valores médios de todos os sinais sao
nulos (ou seja, que os termos constantes sao iguais a zero).

Verificar as duas primeiras propriedades fica como exercicio. Para a propriedade 3, temos

flt) = %t(t) = —wkF) sen(wt + ¢1).

Lembrando que (esta relacao também pode ser obtida diretamente do circulo unitério)
—sen(z) = Im{—e’"} = Re{je’®} = Re{ed @9} = cos(z 4 90°),
f(t) fica
f(t) = wFy cos(wt + ¢1 +90°),

ou seja,

~

= (wpl)ej(¢1+90°)_
Para a propriedade 4, veja que

t

f(t) :/o Ficos(wA+ ¢1)d A+ fo = {% sen(wA + ¢1)] + fo =

0

F F
=1 sen(wt + ¢1) — -1 sen(¢1) + fo.
w w
Para o resultado ter média nula, f; deve ser escolhido como

F
fo=—sen ¢y,
w

resultando em P P
£(t) = L sen(wt + ¢1) = L cos(wt + 61 — 90°),
w w

em que usamos a relagao sen(x) = cos(z — 90°). Concluimos que

P (B ooy
w
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4 Relagoes fasoriais nos bipolos R, L, e C ideais

Na figura 9 temos um resistor, um indutor e um capacitor ideais, com tensoes e correntes
medidas na convencao do receptor. Vamos comecar com o resistor. Suponha que

vg(t) = Vg cos(wt + ¢r),

entdo, como deve ser vg(t) = Rig(t) para todo ¢, temos

ir(t) = % cos(wt + ¢r).

Tomando os fasores de vg(t) e de ig(t), concluimos que

VR:VRGM)R }:> VR
7 — Ve, jor
IR—}?@]R

iiR(t) 10 ()

/
(1) % v (1) — v
b

) c)
Figura 9: Bipolos R, L, e C ideais.

a)

Suponha que uma tensao
ve(t) = Ve cos(wt + ¢¢)

seja aplicada ao capacitor. Entao, lembrando que

iet) = 5 ),

e usando a propriedade 3 vista anteriormente, concluimos que

VG = Vcej¢c E o 1
]C = C’jwV(;ejd’C [

I N JwC

Para o caso do indutor, podemos usar dualidade: se a corrente no indutor for
ir(t) = Ip, cos(wt + ¢1.),
entao a tensao sera ,
uult) = L 0),
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e novamente

~

fLI[L€j¢L } VL

A , — = jwl
Vi, = Ljwl et I J

Veja que as relacoes fasoriais para indutores e capacitores tém a mesma forma que a
Lei de Ohm! Chegamos entao a uma generalizagao da Lei de Ohm para sinais senoidais, e
definimos a razéo Z(jw) = V /I em um bipolo como a sua impeddncia. Portanto, um resistor
ideal com resisténcia R tem uma impedancia puramente real

Zr = R.
Um indutor com indutancia L tem uma impedancia imaginaria
ZL = ij,

em que w é a freqiiéncia do sinal senoidal (de tensdao ou de corrente) sendo aplicado ao
indutor. Finalmente, um capacitor C' tem impedancia

1 J

Jog=—==——"1.
¢ jwC wC

Da mesma forma que a condutancia é o inverso da resisténcia, define-se a admitancia de
um bipolo como o inverso de sua impedancia (ou, mais diretamente, como a razao Y (jw) =
I/V). Assim, a admitancia de um resistor é real e igual a sua condutancia,

1
Yr=—==G
R R )
a admitancia de um indutor é ,
v L _
oL T Wl

e finamente, a admitancia de um capacitor é dada por
YC = ij .

Estas relagoes podem ser usadas para resolver diretamente circuitos com resistores, ca-
pacitores e indutores ideais em que todas as excitagoes sao senoidais e de mesma freqiiéncia,
usando os mesmos métodos aplicados para resolver circuitos resistivos com excitacao conti-
nua, mas trabalhando com ntimeros complexos em lugar de ntimeros reais. Vamos ver como,
resolvendo novamente o circuito da figura 2, agora usando fasores.

A tensio do gerador era v(t) = 180 cos(2760t4-30°) (V,s), portanto temos V = 18073V =
180[_30°V. Assim, usando as relagdes acima temos (acompanhe as contas com a Fig. 10)

- 180[30°V

1RO
o = j2m60(1uF) (180]_30°) = 0,06786] 30° + 90° = 0,06786] 120°A.

— 0,18] 30°A,

e finalmente,

Iy = I+ Ic = 0,1924] 50,6564°A,
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Figura 10: Célculo de I (atente para a relagao entre o fasor da tensdo e os das correntes no
capacitor e no resistor).

io(t) = 0,1924 cos(2m60t + 50,6564°)(A.s).

Uma duvida que pode surgir aqui é a seguinte: usando as relacoes de impedancia e
admitancia, obtivemos /- = 0,06786|_120°, no entanto anteriormente haviamos obtido Io =
0,06786| —240°! Nada estd errado: volte para o circulo unitario, e verifique que 120° =

—9240°.
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