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Circuitos lineares de primeira ordem



Objetivos desta aula

Ao final desta aula, vocé deverd estar apto a:

» analisar o transitério de circuitos de primeira ordem, excitados
por um degrau ou por um sinal senoidal



Como analisar o transitorio?

» Até agora, sabemos obter tensGes e correntes dos circuitos em
regime permanente. O que acontece antes do regime?

» Considere o circuito abaixo com v(0) =8 V, C =05 F,
R =16 Q eis(t) =2cos(2t + 12554°)H (t), (V,s)

is(t) R= C ()

» A tens3do do capacitor ao longo do tempo é dada por

0 ‘2 (51‘3 14 1‘6 1‘5 20
» Como obter uma expressdo para v(t), t > 07 Como analisar o
circuito antes do regime permanente senoidal se estabelecer?

tempo



Circuito RL

Considere o circuito RL

+ R
es(t) L Y> v (t)

Escrevendo a segunda lei de Kirchhoff para esse circuito, obtemos
vr(t) +vr(t) = es(t)
Usando as relagGes constitutivas, chega-se a
di(t)
dt

Dividindo essa equag¢ao por L, obtemos

ditty R, 1
a T W=l

L

+ Ri(t) = es(t)




Circuito RC

Analogamente, considere o circuito RC

C::‘> v(t)

Escrevendo a primeira lei de Kirchhoff para esse circuito, obtemos

is(t) =

YYy

ic(t) +ir(t) = is(t)
Usando as relagGes constitutivas, chega-se a

do(t) 1

S e =)

Dividindo essa equacao por C', obtemos

C




Circuitos RL e RC

Os circuito RL e RC s3o descritos respectivamente pelas seguintes
equacdes diferenciais

di(t) R 1
W By = Leutt)
do(t) 1 1

o + ﬁv(t) = éis(t)

Essas equacgdes diferenciais sdo classificadas como:

» de primeira ordem, pois aparece no maximo a primeira
derivada da func¢3o incégnita

» ordindria, pois ndo ha derivadas parciais (derivamos apenas
com relagdo ao tempo, que € a Unica varidvel independente)

» linear, pois ndo ha fun¢des n3o lineares da incdgnita e/ou de
suas derivadas

» a coeficientes constantes, pois consideramos que o resistor, o
indutor e o capacitor tém valores fixos que ndo variam no
tempo



Resolvendo uma equacao diferencial de 1* ordem

Considere a equacio diferencial do tipo

#1) + —(t) = £(0)

em que

» x(tg) = zo é a condi¢do inicial
) dx(t)

1) =
() = —

x(t) é a fungdo incdgnita

v

v

» 7 é uma constante real diferente de zero

» f(t) é uma fun¢do dada



Resolvendo uma equacao diferencial de 1* ordem

A solucao geral da equacgido

#1) + ~r(t) = £(0)

para t >ty é dada por

(t) = xp(t) + p(1)

em que

» x5,(t) é a solugdo geral da equagdo homogénea

() + %m(t) ~0

» x,(t) é uma solucdo particular da equagdo completa.

A seguir, vamos obter zp,(t) e zp(t).



Solucdo da equacdo homogénea
Vamos primeiramente resolver a equagao homogénea

() = —~an(t)

Que funcdo n3o nula tem derivada proporcional a ela prépria?
Uma possivel candidata é a funcdo exponencial:
zp(t) = AePlt=to)

cuja derivada vale
in(t) = Apep(t—to)

em que A e p sdo constantes.
Substituindo na equacdo homogénea, chega-se a

1 1
p(t—to) ) = - =
%<p+7> 0 = p=--

9

o que leva a

_ (t=tg)

xp(t) = Ae” =

A constante A serd determinada posteriormente.




Constante de tempo

» A constante T que aparece dividindo x(t) na equagdo
completa aparece na solucdo da equacdao homogénea dividindo
—(t — tp) no argumento da exponencial

» Para 7 > 0, quanto maior o valor de 7, mais lentamente a
solu¢do da equagdo homogénea x,(t) se aproxima de zero

» Por andlise dimensional, 7 deve ter unidade de tempo e por
isso é chamada de constante de tempo

» A constante de tempo do circuito RL vale
L

T=—

R

v

A constante de tempo do circuito RC vale
T=RC



Solucdo particular da equacdo completa

A solucdo da equagdo completa é dada agora por

_ (t=tp)

2(t) = Ac™ " + (1)

Calculando o limite para ¢ — oo, obtemos

(t—tg)
lim z(t) = lim Ae™ =% 1 lim xp(t)

t—o0 t—00 t—o00

=0

uma solucdo particular da equacdo completa é dada pela resposta
permanente de z(t), ou seja, a expressdo de x(t) quando t — oc.




Exemplo 1 — Resposta do circuito RL ao degrau
UR<t)

Considere i(tg) =g e es(t) = EH(t — tp), em que
0, t<0 - o
H(t) = representa a fungdo degrau unitdrio.
1, t>0
» O que acontece em regime?
Estamos excitando o circuito com uma tensdo constante F a
partir de t = tg. Para t — 00, o indutor se comportarda como
um curto, o que leva a

O, = 3 = i)

que é a solucdo particular da equagdo completa



Exemplo 1 — Resposta do circuito RL ao degrau

» A solucdo da equacdo completa é

it)=Ae™ 7 +iy(t)

» Precisamos apenas descobrir o valor da constante A. Para
isso, vamos impor a condic3do inicial, ou seja,
() =tg=A+—==>A=1iyg— —=

» A solucdo fica




Exemplo 1 — Resposta do circuito RL ao degrau

» Se es(t) = 0, dizemos que o circuito esta livre e a resposta se
reduz a
. . _7(t7t0)
ilvre(t) = d0e T/R, t > to,
que é chamada de resposta livre e ocorre devido apenas as
condicdes iniciais.
» Seig=0ees(t)=EH(t—ty), a resposta se reduz a

. ) _(t=tg)
Zforcada(t) = E (1 —e L/R ) , t 2> 1.

que é chamada de resposta forcada e ocorre devido apenas a
funcdo de excitacao.
» Usando o principio da superposicdo, podemos verificar que

Z(t) = itransitéria (t) + ipermanente(t)

Z(t) = dlivre (Tf) + iforcada (t)



Exemplo 1 — Resposta do circuito RL ao degrau

a) Resposta completa

0 0.5 25 3 3.5 4

" tempo (s)

Resposta completa do circuito RL, considerando ty = 0, ig = 2 A,
L=1H, R=2Q, es(t) =12H(t), (V,s).



Exemplo 1 — Resposta do circuito RL ao degrau

b) Resposta transitéria 8c) Resposta permanente
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to=0,ig=2A, L=1H R=2Q, e,(t) = 12H(t), (V.5



Exemplo 2 — Resposta do circuito RC a excitacao senoidal

Considere
is(t) = 2cos(2t + 12554°)H (t), (A,s)

» condi¢do inicial v(0) =8 V

v

» C=05F
» R=69Q
no circuito

is(t) = o= >v(t)

Precisamos resolver a seguinte equacdo diferencial

du(t 1
7(;(t ) + §U(t) = 4 cos(2t + 125,54°)




Exemplo 2 — Resposta do circuito RC a excitacao senoidal

» Como a excitacdo é senoidal e o circuito € linear, sabemos que
em RPS, a tens3o do capacitor também serd senoidal com
w=2rad/s

» Para obter v,(t), podemos usar fasores. A impedancia desse
circuito é dada por

R

20w) = 1 50Re

6 0 Fo
= Z(j2) = — = 10,1622 — 50,9730 = 0,9864¢78054°
1476
» O fasor da tens3o do capacitor vale
V, = Z(j2) - I, = 0,9864¢ 350547 . 2¢712554° — 1 9798745 v/

» Consequentemente, a expressdo de sua resposta permanente é

vp(t) = 1,9728 cos(2t + 45°), (V,s)



Exemplo 2 — Resposta do circuito RC a excitacao senoidal
» Lembrando que a constante de tempo do circuito RC vale
7= RC = 3 s, podemos obter a solucdo completa dada por
v(t) = vp(t) + vp(t) = Ae™3 419728 cos(2t 4 45°), t > 0

» Ainda precisamos descobrir o valor de A e para isso, vamos
impor a condi¢do inicial v(0) =8 V:

v(0) = 8 = A+ 19728 cos(2 - 0 + 45°)

= A =8— 19728 cos(45°) = 6,6050 V

» Assim, a expressdo da tens3o do capacitor para t > 0 vale

v(t) = 6,6050 ¢ /3 + 19728 cos(2t + 45°), (V, s)




Exemplo 2 — Resposta do circuito RC a excitacao senoidal

a) Resposta completa

2 I I I I I I I I
J2 14 16 18 20

tempo (s)

Resposta completa do circuito RC, considerando tg =0, vg =8 V,
C=05F, R=61, is(t) = 2cos(2t + 125,54°)H (t), (V,s)



Exemplo 2 — Resposta do circuito RC a excitacao senoidal

A expressao da resposta completa é composta de dois termos:
resposta transitdria e resposta permanente.
A resposta livre serd dada por

Ulivre(t) = er_t/T =8 e_t/?’.
e a resposta forcada por

Vtorcada (1) = V() —Vivre(t) = —1,3950 e7/3 41,9728 cos(2t +45°).
=6,6050—8



Exemplo 2 — Resposta do circuito RC a excitacdo senoidal

b) Resposta transitdria 2c) Resposta permanente
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to=0,v90=8V,C=05F, R=6,is(t) =2cos(2t + 125,54°)H(t), (V,s)



Outros circuitos de 1* ordem — Exemplo 3

Considere o circuito abaixo com ir,(ty) = ig

es(t)

|/\\+
_/
.3
S
h
<

Determine a expressdo de iz, (t) para t >ty



Outros circuitos de 1* ordem — Exemplo 4

Considere o circuito abaixo com 7, =1 Q e i(0) =8 A

\ A
. W AV A ir(t) >
12H(t)<> 20= 1H 1 0=
B

Determine a expressao de i (t) parat >0



Aplicactes de circuitos de 1? ordem

» Descarga de uma bobina

Ny
1t
12 V — L‘(t) 104 Q

10H

> v(t) = —60000¢1000¢




Aplicactes de circuitos de 1? ordem

v

Descarga de uma bobina

v

aplicada a vela do automével (sistema de ignig3o)

v

a faisca provoca a explosdo da mistura ar/gasolina

v

da a partida no automével (motor de combusto interna)

v

a alta tensdo rompe a rigidez dielétrica do ar que se torna
condutor



Aplicactes de circuitos de 1? ordem

> Lampada intermitente

Wy

R

g — c - VL |::| Lampada

> R> RLémpada =R
» E> Vi e ERL/(R+Rp) < E

» Lampada conduz para V, > Vj,ax € para de conduzir (aberto)
para Vi, < Viin
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