CONCEITOS BASICOS DA TEORIA DA INFORMACAO E
AS MEDIDAS DE DESIGUALDADE DE THEIL

4.1 O CONTEUDO INFORMATIVO DE UMA MENSAGEM

Em 1967, no livro intitulado Economics and Information Theory, Henry Theil
desenvolveu medidas de desigualdade baseadas em conceitos da teoria da
informacao. O conhecimento desta teoria nao é essencial para compreender ou
justificar o uso das medidas de desigualdade, mas trata-se, certamente, de um
exemplo interessante e frutifero de adaptagao de conceitos transferidos de uma
area cientifica para outra (da Fisica e da Engenharia de Comunicacao para a
Economia). Assim, nesta secao e nas duas seguintes serao apresentados alguns

conceitos basicos da teoria da informacao.

Seja x a probabilidade que associamos a possibilida&)de ocorréncia do
evento A. Vejamos como o contetido informativo da mensagem “o evento A
ocorreu” depende do valor de x. E claro que essa mensagem nio tem nenhum
valor se ja tivéssemos certeza, previamente, de que o evento A iria ocorrer.
Assim, para =1 a mensagem “A ocorreu” nio tem nenhum contetdo infor-
mativo. Para x préximo de um, a mensagem tem pouco conteuido informativo.
Entretanto, se o valor de x é pequeno, a mensagem tem alto conteudo infor-
mativo (que € o caso da noticia que nos causa surpresa ou do “furo” de impren-
sa). Quando x tende a zero, o contetdo informativo da mensagem “A ocorreu”

tende a infinito.
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Matematicamente, o contetido informativo da mensagem que afirma que

determinado evento ocorreu é, por definicao,

1
h(x)=log—=-logx . (4.1)
X

A razdo da escolha da funcio logaritmica foi a propriedade de aditividade
no caso de dois eventos independentes. Assim, se A1 e A; sao dois eventos
independentes com probabilidades x, e x,, respectivamente, a probabilidade
de que ambos os eventos ocorram serd x,x,. O conteiido informativo da

mensagem de que ambos 0s eventos ocorreram sera

= Iog—1—+ logi: h(x,)+h(x,) ,
X

XXy X 2

h(x,x,)=log

isto &, sera a soma do contetido informativo da mensagem “A| ocorreu” e do

conteitdo informativo da mensagem “A, ocorreu”.

F. usual, na teoria da informacéo, usar logaritmos de base dois ou loga-
ritmos naturais. Quando se utilizam logaritmos de base dois dizemos que o con-
tetido informativo é medido em bifs (uma contracao de binary units) e quando se
utilizam logaritmos naturais dizemos que o contetido informativo é medido em

nits (uma contragio de natural units).

Vejamos, em seguida, como se pode medir o contetido informativo de

uma previsdo (uma mensagem sujeita a erro ou mensagem incerta).

Vamos admitir que a probabilidade de chover num dia determinado, em
certo local, estabelecida com base em séries historicas, seja x=0,2. Entao o

contetido da informagao “chove” seria

1 .
h(x)=In—=1,6094 nits
0,2

Vamos supor, agora, que a previsio de tempo no dia anterior havia
afirmado que iria chover e vamos admitir que, tendo em vista os resultados
anteriores de tais previsdes, a probabilidade de que realmente chova passa a ser

y = 0,6. Nesta situacdo o contetido da informacio “chove” é

h(y)= ln& =0,5108 nits

I

Conceitos Bdsicos da Teoria da Informagdo e as Medidas de Desigualdade de Theil o 101

O conteiido informativo da previsao €

i
h(x)— h(y) = In—— In—=In2 = 1,6094 — 0,5108 = 1,0986 niis
x Yy

= |

Note que o contetido informativo da previsio de que vai chover corres-

ponde ao fato de que, dada a previsao, ficamos menos “surpresos” com a chuva.

De modo geral, podemos dizer que, quando uma mensagem estd sujeita a
erro (como é o caso de uma previsio), o conteiido informativo da mensagem

que afirma (ou prevé) que o evento A vai ocorrer é

h=logZ (4.2)

x
onde x é a probabilidade a priori, isto €, a probabilidade de ocorréncia do even-
to antes de ter recebido a mensagem, e y € a probabilidade a posteriori, isto €, a
probabilidade de ocorréncia do evento depois de recebida a mensagem. Note

que a defini¢io (4.1) pode ser vista como O caso particular da (4.2) em que y = 1.

4.9 A ESPERANCA DO CONTEUDO INFORMATIVO DE UMA MENSAGEM
E A ENTROPIA DE UMA DISTRIBUICAO

Consideremos um universo de n possiveis eventos A (i=1,2,..,n),

exaustivos e mutuamente exclusivos, aos quais associamos as probabilidades x; .

—_— ———

Sabemos que

n

Zx,.zl ;

i=1

A esperanga matemdtica do contetido informativo da mensagem “ocorreu

A/, isto é, a informagio esperada é /5

) ) n n 1 1
H(x)= E[h(’x,. )] = xh(x;)= > x; log—= -y x;logx; . (4.3)
’ i=1 i=1 X i=1
Para o caso particular em que x; = 0 adotamos a defini¢do especial

x logx, =0 , (4.4)
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uma vez que’

l_irr(l)x,. logx; =0

1 1
Para valores de x; tais que 0<x; <1, temos —2>1 e log—20. Entao
X, X,

i i

H(x):Zx,. logi:—Zx,. logx; 20
i X i

I

O valor minimo de H(x) ocorre quando uma das probabilidades € 1 e as

demais, conseqlientemente, sao nulas. Neste caso

Hx) =0 .

Para determinar o maximo de H(x), sujeito a ZX,. =1, utilizamos o mé-

todo do multiplicador de Lagrange, formando a funcao

=Y x; logx, - A[Z x, - 1) . (4.5)

Igualando a zero as derivadas parciais da fun¢ao (4.5) em relacido a x;, ¢

admitindo que estejam sendo usados logaritmos naturais, obtemos

log x; =—(1+A) para i=1,...,n

Podemos concluir que o méaximo de H(x) ocorre quando todas as proba-

bilidades sao iguais entre si, € portanto iguais a — . Neste caso,
n

1 1
H(x) =2x,. 10g—=2—10gn=10gn
i X i Rk

Em resumo, temos que
O0<H(x)<logn . (4.6)

A esperanca do conteiido informativo para uma distribuicao [H (x)] é

chamada entropia da distribui¢ao.
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A entropia da distribuicdo € maxima (ou seja, ha um maximo de incerteza
a respeito do que pode ocorrer) quando todos os possiveis eventos sao igual-
mente provaveis. £ interessante lembrar que a segunda lei da termodinamica
estabelece que hi uma tendéncia de aumento da entropia, que pode ser con-

siderada uma medida da “desordem” do sistema.

43 INFORMACAO ESPERADA DE UMA MENSAGEM INCERTA

Seja o universo de n possiveis eventos A;, com probabilidades x; i=1,..,n).
Consideremos uma mensagem incerta (uma previsio ou mensagem duvidosa)
que transforma as probabilidades a priori x; em probabilidades @ posteriori y; (y; €
a probabilidade de ocorréncia do evento A; depois de recebida a mensagem).
Lembrando a equagdo (4.2), verificamos que a esperanca matematica do com-

tetido informativo da mensagem é
- 3 n )’,-
I(y:x)=).y, logx— . (4.7)
i=1 ;

A definicio dada na expressao (4.1) (conteudo informativo de uma men-
sagem certa) € apenas um caso particular do conceito dado pela equacio (4.7),
em que uma probabilidade a posteriori ¢ igual 2 um e todas as outras sao iguais a

zero,isto &, ¥, =1 e =Oparatodo i # j.

A seguir, vamos demonstrar que

I(y:x)=0

Admitindo que y; >0( =1,...,n), definimos A, de maneira que

x; =y, (1+4;) . (4.8)

Como

Zx,. =2y,. =1, temos

ZYi)Lf =0 . (4.9)
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De acordo com as equacdes (4.7) e (4.8), temos

X.
I(y:x)==)y, log;’— ==Yy, log(1+4,)

Considerando a expressdo (4.9), podemos escrever
I(y:x)= 2 ¥; [7L,. —log(1+ l,.)]

Admitindo que estejamos usando logaritmos naturais temos

d A,
ﬁ[ﬂ, —10g(1+/l,.)]—m . (4.10)

i i

De acordo com a expressdo (4.8) temos 1+ A, 20 e, conseqiientemente,
l,. 2 —1. Verifica-se, portanto, que a derivada (4.10) é positiva se A,>0 e
negativa se A; <0. Note, também, que essa derivada tende a menos infinito

quando A, se aproxima de —1.
Temos, para a funcao A, —log(1+A4,), que
a. Ela é igual a zero quando A, =0 .
b. A partir desse ponto, para li >0, ela é crescente e, portanto, positiva;

c. Ela é decrescente para A, <0, antes de assumir valor zero quando

A, =0, mostrando que ela ¢ positiva para A; <0.
Concluimos que

I(y:x)=0 (4.11)
e que I(y:x) =0 se, e somente se, y; =X; para todo I
Pode-se verificar, considerando a definicdo especial (4.4), que as conclu-

sbes continuam validas caso haja valores de y; iguais a zero.

Note que o valor de I(y:x) tende a infinito quando uma das probabilida-
des a priori (x,) tende a zero e a correspondente probabilidade a posteriori (y,) é

positiva.
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4.4 AS MEDIDAS DE DESIGUALDADE DE THEIL

Consideremos uma populacao de n pessoas em que cada uma recebe uma

fragio nao-negativa (y;, 20, com i =1, ..., n) da renda total. Evidentemente

iyi =1
i=l

Os valores de y, tém as mesmas propriedades que as probabilidades asso-
ciadas a um universo de eventos. Por isso podemos, lembrando a equagao (4.3),

definir a entropia da distribuicao de renda considerada como sendo

n 1
H(y)=)y log— . (4.12)

i=1 i

De acordo com a expressao (4.6) temos

O0<H(y)<logn . (4.13)

No caso de perfeita igualdade na distribuicao da renda (y; = L para
n

i=1,...,n) temos H(y) = log n, e no caso de perfeita desigualdade (y; =1 e
y; =0, para todo I # j), temos H(y) = 0. A entropia €, portanto, uma medida

do grau de igualdade da distribuicao.

Note que a mesma palavra foi sendo utilizada com sentidos diferentes,
de maneira que o conceito de entropia de uma distribui¢do de renda ja € muito
diferente do conceito de entropia em termodindmica. Embora na Fisica maior
entropia signifique maior “desordem” no sistema, nao hd razao para associar

maior igualdade da distribui¢do de renda com “desordem” econdmica.

Depois de definir a entropia de uma distribui¢ao de renda, Theil (1967)
argumenta que é mais interessante utilizar uma medida de desigualdade que se
obtém subtraindo esta entropia de seu préprio valor maximo. Lembrando as ex-

pressoes (4.12) e (4.13), verifica-se que a medida de desigualdade é

T:logn—H(y)zzy,. log ny, com (4.14)

i=]

0<T<logn, . (4.15)
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Verifica-se que 7= 0 no caso de uma distribui¢ao perfeitamente igualitaria
e, T =logn no caso de maxima desigualdade. Cabe lembrar que quando y, =0,

utilizamos a defini¢io especial (4.4), isto €, consideramos

y;,logy, =0 . (4.16)

De acordo com Theil (1967), o valor da medida de desigualdade (4.14)
seria dado em #its ou bits, conforme o uso, respectivamente, de logaritmos natu-
rais ou de base dois. Na pratica, tém sido usados apenas logaritmos naturais,

tornando desnecessario explicitar que se trata da medida em #its.

Em uma nota de rodapé, Theil (1967, p. 92) sugere que a medida (4.14)
poderia ser denominada de redunddncia da distribuicdo de renda, por analogia
com a medida correspondente em teoria da informacao. Mas, na literatura, tém
predominado as denominag¢des “indice T de Theil” e “primeira medida (de de-

sigualdade) de Theil”.

Da expressao (4.14), temos

=2y, log% . (4.17)
=1 =
n

Comparando essa expressao com a equagio (4.7) verificase que a redun-
dancia correspondente a esperanca do valor informativo de uma mensagem
incerta, onde as probabilidades a posteriori sao as fracdes da renda total apropriadas
pelos individuos e as probabilidades a priori sao iguais a 1/n, isto &, iguais a fracao
da populagio total correspondente a cada pessoa. Em sintese, pode-se dizer que o
indice T corresponde a esperanca do valor informativo de uma mensagem incerta

que transforma fragoes da populacdo em fragoes da renda.

A segunda medida de desigualdade de Theil, ou indice L de Theill, é

1
Lzzllogizlilog—l . (4.18)
i-1 1 Yi R ny,

Comparando a primeira parte da expressao (4.18) com a (4.7), verifica-
se que o indice L corresponde a esperanca do valor informativo de uma
mensagem incerta que transforma fra¢des da renda em fracoes da populagao.
De acordo com a equagdo (4.11), sabemos que o valor minimo de L é igual a

zero, o que ocorre quando a distribuicdo da renda é perfeitamente igualitaria
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(y; =1/n para todo i). Verifica-se que o valor de L tende a infinito quando

qualquer y. tende a zero.

Vejamos, a seguir, as férmulas que fornecem o valor das medidas de desi-
gualdade de Theil em fungao das rendas individuais. Seja x; a renda da i-ésima
pessoa, com i =1,...,n, e seja [ arenda média. Entao, a fracao da renda total

correspondente a i-ésima pessoa é

X
y =, (4.19)

ni

Substituindo a equacao (4.19) na (4.14) obtemos

il

T=Yy. 1
Zy, o8

1
=—> x, logx. —lo . 4.20
WZ ; logx, —log (4.20)

A primeira parte da expressio (4.20) mostra que o indice T ¢ igual ao lo-
garitmo de uma média geométrica ponderada das rendas relativas (x,. / ‘LL), sen-

do fatores de ponderacao as fracdes da renda ( y; ).

Substituindo a expressao (4.19) na (4.18), obtemos

1 5o
L=——) log— 421
> 5 e (4.21)

L=logu—logg= logf , (4.22)

onde g é a média geométrica das rendas x; , isto &,

1
logg = _Zlogxi
n<

Na equagio (4.21), observa-se que o indice L ¢ igual ao logaritmo da meé-
dia geométrica das rendas relativas (x,. / ,Lt) , com o sinal trocado. Ja a expressao
(4.22) mostra que L é igual ao logaritmo da razio entre a média aritmética ¢ a

média geométrica das rendas individuais.

Vamos determinar, agora, o dual do indice de Theil, que sera indicado

por U, . Vimos, na se¢io 3.4, que a distribuicao dual é aquela em que, mantido

107



108 o Distribuicdo de Renda: Medidas de Desigualdade e Pobreza

o valor da medida de desigualdade, a renda individual € zero (x; = 0) para uma
propor¢io U, da populagio e é igual a ft/ (l -U T) para as demais n(l -U T)
pessoas. Em termos da fracio da renda total da populacio recebida por cada

pessoa, na distribuicao dual temos

y, =0, para nU, pessoas, e

!
Yy E—— ara n(1-U.) pessoas .
; n(1-U,) p )P

De acordo com as equagdes (4.14) e (4.16), obtemos

1
T=log——
81 U

T

Se estivermos utilizando logaritmos naturais, concluimos que o dual do in-

dice T, ou dual da redundincial, é

H

U, =1-exp(-T) . (4.23)

De acordo com as equacdes (4.15) e (4.23), temos

OSUTQ—l : (4.24)
n

Comparando a expressao (4.24) com a (8.9), verifica-se que o intervalo de
variacio do dual do indice T de Theil € idéntico ao intervalo de variacao do in-

dice de Gini.

Vimos, na secio 3.4, que o conceito de dual pode ser empregado para de-
terminar a modificacio que sofre o valor da medida de concentragdo quando a
uma populacao de n elementos é adicionado um novo conjunto de m elementos

para os quais a variavel & igual a zero. Verificamos, naquela secao, que

1. O dual U r & denominado coeficiente de Theil em trabalho da Cepal (1970) no qual teve
participacio P. Uribe, colaborador de Theil em vairios trabalhos. Assim, eu tenho deno-
minado a medida (4.14) de redundancia, reservando a expressao “indice de Theil” para o
seu dual. Entretanto, o fato de ser usual, na literatura sobre desigualdade, denominar de
“indice T de Theil” a propria medida (4.14) torna necesséirio, para evitar confusio, deno-

minar U T explicitamente como “dual do indice de Theil” (ou dual da redundincia).
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U,=¢+10-0)U, ,

onde U, € o dual da distribui¢do inicial e U, € o valor do dual apés o acrés-

cimo do conjunto de valores nulos que constitui uma proporcao ¢ = do

n+m

novo total de elementos.

Sendo U, o dual do indice T de Theil, temos

Up=¢+10-0)Uyr
onde U,, e U, sio valores do dual para a distribuigao inicial e apds o acrés-
cimo dos m elementos, respectivamente.

Considerando a equacao (4.23), obtemos
l—e=¢g+(1-¢)1-e") ou

T,=T —In(l-¢) . 4.25)

onde T; e T, sdo os valores, em #its, do indice T de Theil para a distribuicdo

inicial e ap6s o acréscimo do conjunto de m valores nulos, respectivamente.
Veja o exercicio 4, onde é delineada uma outra dedugao da relagao (4.25).

Vimos que o indice L de Theil tende a infinito quando a renda de uma
pessoa tende a zero. Assim, nao se pode definir o dual deste indice, ja que na
distribuicio dual, por defini¢io, uma propor¢ao da populacao ficaria com renda
igual a zero, mantendo-se o valor da medida de desigualdade. Podemos, entre-
tanto, definir uma transforma¢do monotonicamente crescente de L andloga a

equacao (4.23):

U,=1-exp(-L) , (4.26)
Estamos, obviamente, admitindo que o valor de L tenha sido calculado usando
logaritmos naturais.

Note que, enquanto L varia de zero a infinito, U, varia de zero a um.

Para ijlustrar o célculo das medidas de desigualdade de Theil, podemos
considerar, novamente, a distribui¢io usada na se¢io 3.3 para ilustrar o calculo

do indice de Gini, que &
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x=[1 1 2 6 30]

Por meio das equagdes (4.20), (4.21), (4.23) e (4.26) e utilizando loga-

ritmos naturais, obtemos:

T'=0,774878
U, =0,539240 ;
L=0,902221

U, =0,594332

4.5 A DECOMPOSICAO DAS MEDIDAS DE DESIGUALDADE DE THEIL

Uma importante vantagem das medidas de desigualdade de Theil ( T e L)
¢ que, quando as rendas individuais podem ser agrupadas segundo um critério
qualquer (por regioes, por exemplo), elas podem ser decompostas em uma me-
dida da desigualdade entre os grupos (inter-regional) e uma média ponderada
das medidas de desigualdade dentro dos grupos (intra-regional). Cabe lembrar
que a decomposicao do indice de Gini é mais complexa, existindo, em geral,

uma parcela referente a superposicao dos grupos.

Vamos supor que dispomos de dados sobre k grupos. Seja n,(h=1,...,k)
o niimero de elementos no h-ésimo grupo e seja x,,(h=1,...,k; i=1,...,n,) a
renda do i-ésimo elemento do h-ésimo grupo. O namero total de elementos na

populacao é

k
N = Z n,
h=1

A propor¢io da populagio correspondente ao h-€simo grupo €

Se a renda média de toda a populacao é U, a fracao da renda total apro-
priada pelo i-ésimo elemento do h-ésimo grupo € y,, =X, /(N/.t) e a fracao da

renda total da populacao apropriada pelo h-ésimo grupo é
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ny,

Y, = Z Vi
i=l
Temos, de acordo com a equagio (4.14), que o indice T de Theil para to-
da a populacao é

1y

T= 2 Z ylu lOg Ny/n - (427)

Dessa expressdo, somando e subtraindo

ny

_Z 2 Vi

1 h=1 =l

1l

obtemos

Hy

Vi
= lo L/ Y, Y = (log Ny, ou
Z g Il hzl : 121 I,/l 8 1’/1
k Ilh y y
T = ZY,, log—”+z Z ““logn, Y’”
h=1 ] h= i=l ]
ou, ainda,
k
T=T+Y YT, . (4.28)
h=1
onde
2 log e (4.29)
ll
<~ Vi Vi
=2, logn, =t (4.30)

i=l +p h
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Como v, /Y, é a fracao da renda total do h-ésimo grupo apropriada pe-
la i-ésima pessoa desse grupo, concluimos, lembrando a expressio (4.14), que T), é
a redunddncia dentro do h-ésimo grupo. O ultimo termo da equacio (4.28) €

portanto, uma média ponderada das redundéncias dentro dos grupos.

Como 7, =n, /N & a proporcio da populagio no h-€simo grupo, verifi-
camos, lembrando a equacgio (4.17), que a expressao (4.29) é a redundancia
entre grupos. Note que a expressao (4.29), da mesma maneira que a (4.17),
corresponde 2 informacio esperada de uma mensagem incerta que transforma

as fracdes da populagdo nas respectivas fracoes da renda total apropriada.

No caso de haver perfeita igualdade na distribuicao da renda dentro dos
grupos, temos y,, =Y, / n, para todo i, 7, =0 para todo / e a redundéncia to-

tal é igual a redundancia entre grupos.

Vejamos, agora, a decomposicio da segunda medida de desigualdade de

Theil. De acordo com a equagio (4.18), o valor de L para toda a populacao é

Hy

:—Z zlog (4.31)
h= i=1 Iu
Somando e subtraindo
k 7[ Iy
m, lo =— lo \
; h g hZ '2;4 g NY
obtemos
k T 1 & & Y,
L=Ym, log~t+— log— ou
; ! Yh N /121 ; n’hyhi
L= Zn‘hlog +27r —ZIOg
1 h i=1 hyln
ou, ainda,
k
L=L +Ym,L, . (4.32)

h=1

onde
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k
T
L,=Ym, log=" e (4.33)
h=1 Yh
1 Hny Y
L =—) log—* (4.34)
: n, ; Yy

Como y, /Y, éafracio da renda do h-ésimo grupo apropriada pela
i-ésima pessoa deste grupo, verificamos, lembrando a equacao (4.18), que o
valor de L, dado pela (4.34) corresponde a desigualdade dentro do h-ésimo
grupo. O Gltimo termo da expressao (4.32) é, portanto, uma média ponderada

das medidas da desigualdade dentro dos grupos.

Observa-se que a expressao (4.33) corresponde ao valor informativo espe-
rado de uma mensagem incerta que transforma as fracées da renda global cor-
respondentes aos grupos em fragdes da populagao. Trata-se, portanto, do valor

da segunda medida de Theil para a desigualdade entre grupos.

A expressio (4.32) mostra que, se houver perfeita igualdade na distribui-
¢io da renda dentro dos grupos ( L, =0 para todo k), o valor de L para toda a

populagio serd igual ao componente relativo a desigualdade entre grupos.

Comparando as equacdes (4.28) e (4.32) verificamos que, enquanto para
o T de Theil os fatores de ponderacgio para as desigualdades intragrupos sao as
fracdes da renda total (Y,, ) , para o L de Theil estes fatores de ponderagao sao as
fracoes da populacao (7t ,1) . Quando a populacio é dividida em grupos relativa-
mente pobres e grupos relativamente ricos, a diferen¢a no fator de ponderacao
faz com que o indice T seja mais sensivel a alteracées na desigualdade dentro dos
grupos de renda alta e que o indice L seja mais sensivel a alteragcoes na desi-

gualdade dentro dos grupos de renda baixa.

Tendo em vista as expressoes (4.28) e (4.32), Anand (1983, p. 199) assina-
la que uma redistribuicio da renda entre os grupos, eliminando a desigualdade
entre grupos e mantendo fixa a desigualdade dentro de cada um, ira reduzir L
no valor L,, mas a reducdo no valor de T ser, geralmente, diferente de T,.Isto
porque a redistribuicao, além de eliminar 7,, modificara os fatores de ponde-

racdo Y, (embora nio altere os 7T, ).

Vejamos outra maneira de colocar o problema assinalado por Anand.
Imagine que, para uma populagio dividida em grupos, todas as rendas das

pessoas de um deles sejam multiplicadas por uma constante. No caso do indice
L, isto altera apenas o valor de L,, pois os 7, € os L, permanecem 0s mesmos.
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Com o indice 7, entretanto, isto altera tanto T, quanto a média ponderada dos
T, , pois os Y, sdo modificados, o que nio desqualifica 7' como uma boa medida
de desigualdade. Mas, um pesquisador poderia preferir L a T por considerar
estranho que o componente de T correspondente as designaldades dentro dos

grupos (z Y, Th) seja afetado por uma redistribuicao entre grupos que mante-

nha constante a desigualdade dentro de cada um.

Podemos dizer que L é uma medida “democratica”, pois os fatores de
ponderacio da desigualdade dentro dos grupos sao as populagdes dos grupos. O
T de Theil seria, entio, uma medida “nao-democratica”. Cabe assinalar que
ponderagoes “ndo-democraticas” sao usuais em economia. Considere, por exem-
plo, uma populagio hipotética com apenas seis pessoas: uma relativamente rica,
cuja renda cresce de 1000 para 1060, e cinco pessoas pobres cujas rendas di-
minuem de 100 para 94. Verificamos que a renda de uma {nica pessoa cresce
6%, as rendas de cinco pessoas diminuem de 6% e a renda per capita das seis
pessoas cresce de 250 para 255, aumentando 2%. Apesar de ocorrer redugao na
renda para a maioria das pessoas, a renda per capila aumenta, porque a taxa
média de crescimento é uma média ponderada das taxas de crescimento indivi-

duais, com fator de ponderagao igual d renda inicial?.

Para ilustrar a decomposicdo das medidas de desigualdade de Theil, va-
mos considerar uma populagio dividida em dois grupos, com cinco pessoas em

cada um. As rendas individuais sao:

x21:16; x22:16; x23:16; x24:16; x25:16

As rendas totais do grupo 1 e do grupo 2 'sdo 40 e 80, respectivamente. As
rendas médias sio [, =8 ¢ [, =16, e a média geral € igual a 12. E obvio que
nio hi desigualdade dentro do grupo 2. Utilizando logaritmos naturais, ob-

temos

T,=0866434 e T,=0 ;

2. Este fenémeno é discutido por Bacha (1976) em artigo intitulado “O Rei de Belindia (Uma

Fabula para Tecnocratas)”.
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N Y,T,=0,288811 ;
T, =0,056633 ;

T =0,345444

Verificamos que 16,4% da redundincia total corresponde a desigualdade
entre os dois grupos, enquanto a desigualdade dentro deles representa 83,6%
do total.

Para a segunda medida de desigualdade de Theil, obtemos

L, =0970406 ¢ L,=0 ;
Y., L, =0,485203 ;
L, =0,058892 ;

L =0,544095

Para essa medida, apenas 10,8% da desigualdade total se refere a
desigualdade entre grupos.

Vamos admitir, agora, que as rendas das pessoas do grupo 1 sejam du-
plicadas, permanecendo constantes as rendas das pessoas do grupo 2. Com isso a
renda total do grupo 1 se torna igual a renda total do grupo 2 (igual a 80) e
temos [, = U, = [ =16. Nesta nova situacio nio hi desigualdade entre os dois
grupos. Notese que nao ha alteracio nas desigualdades dentro dos grupos. A
Tabela 4.1 mostra os componentes de T e L antes e depois da duplicagio das
rendas das pessoas do grupo 1. Esta tabela mostra, também, os componentes do
indice de Gini, lembrando que, neste caso a parcela referente 4 desigualdade
dentro dos grupos é 277: +Y,G, , e que a soma desta parcela com o indice de

Gini referente a desigualdade entre grupos nao € igual ao total, pois existe um

componente associado a superposicio entre grupos (ver secao 3.10).
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Tabela 4.1. Decomposicio das medidas de designaldade de Theil e do indice de Gini
para uma populacio dividida entre dois grupos de cinco pessoas, antes €
depois da duplicacio das rendas do grupo 1.

Componentes T de Theil L de Theil Indice de Gini
Antes Depois Antes Depois Antes Depois
Grupo 1 0,866434  0,866434 0,970406 0,970406 0,65 0,65
Grupo 2 0 0 0 0 0 0

Intragrupos 0,288811  0,433217 0,485203 0,485203 0,108333 0,1625

Entre grupos 0,056633 0 0,058892 0 0,166667 0

Total 0,345444  0,433217 0,544095 0,485203 0,408333 0,4625

[ interessante notar que tanto para o indice 7" de Theil quanto para o in-
dice de Gini, apesar de as desigualdades dentro dos grupos permanecerem as
mesmas e a desigualdade entre grupos diminuir, a desigualdade global aumenta.
Isto ocorre devido ao aumento do componente referente a desigualdade intra-
grupos em conseqiiéncia do aumento do fator de ponderagao para 0 grupo com
maior desigualdade (Y, aumenta de 1/3 para 1/2). No caso do indice L de
Theil, os fatores de ponderagao (71: ,,) das desigualdades dentro das regioes per-
manecem os mesmos e a desigualdade global diminui, acompanhando a dimi-

nuicio da desigualdade entre grupos.

46 AS MEDIDAS DE DESIGUALDADE DE THEIL E A CONDICAO DE
PIGOU-DALTON

Vamos demonstrar, nesta secao, que as duas medidas de desigualdade de
Theil (T e L) obedecem a condicao de Pigou-Dalton, isto €, que seu valor

aumenta quando é realizada uma transferéncia regressiva de renda.

Vamos considerar, inicialmente, uma populagao com apenas duas pessoas,

com rendas X, e X, . Entdo as fragdes da renda total apropriadas por cada pessoa sao

X
W= €
X, +x,
Xy
Y, :l—yl =
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De acordo com as equagdes (4.14) e (4.15) e, utilizando logaritmos natu-

rais, temos

T=y In2y +(1-y)In2(1-y,) , (4.35)

com 0<T<In2 .
Cabe lembrar que 7 = 0 quando y, =Y, =05, e T=1In2, quando
y,=0¢ y,=1ouquando y, =1ey, =0,

Da expressao (4.35), obtemos

dTr Y,
o p s
dy, Y,

(4.36)

Verificamos que T é uma funcao decrescente de y, enquanto y, <Yy,,
passa por um minimo (7] = 0), quando y, =y, e é uma funcao crescente de Yy,

para y, >, , como ilustra a Figura 4.1.

Figura4.1.  Variacio do indice 7'de Theil para uma popula¢do de duas pessoas, em fungao da
fragdo da renda total (Y, ) apropriada por uma delas.

Vejamos qual €, nessa situacdo, o efeito de uma transferéncia regressiva de
renda (definida no inicio da secio 3.7). Se y, > 0,5, temos x, >Xx, € a trans-
feréncia regressiva aumentara o valor de y,. Por outro lado, se y,<0,5, a
transferéncia regressiva diminuird o valor de y,. No caso particular em que
¥ =¥, =05, é claro que a transferéncia regressiva fara com que o valor de y,
deixe de ser igual a 0,5. Entio, uma transferéncia regressiva sempre afastara y,

do ponto y, =0,5. Tendo em vista a Figura 4.1, concluimos que uma trans-
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feréncia regressiva de renda sempre aumenta o valor de T relativo a desigual-

dade da distribuicao da renda entre duas pessoas.

De acordo com a equacio (4.18), o indice L de Theil para essa populacao

de duas pessoas é

1
L= l|:ln L +1n , 4.37)
2 2y, 2(1-y,)

com L = 0 quando y, =y, =0,5 e L tendendo a infinito quando y, tende a

zero ou quando y, =1—y, tende a zero. Da equagéo (4.37), obtemos

. __ =1 ¥y (4.38)
dy1 2}’1(1—'}’1) 2y1y2

Verificamos que L é uma funcio decrescente de y,, enquanto y, <y,,
passa por um minimo (L = 0), quando y, =y, € € uma funcao crescente de y,

para y, >, , como ilustra a Figura 4.2.

0 05 I B
Figura 4.2, Variagio do indice L de Theil para uma populag¢io de duas pessoas, em fungao da
fracio da renda total ( y,) apropriada por uma delas.
Repete-se, portanto, 0 mesmo raciocinio ja utilizado para o indice T, con-
cluindo-se que as duas medidas de Theil referentes a desigualdade entre duas

pessoas crescem quando é feita uma transferéncia regressiva de renda.
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Vejamos, agora, o que ocorre com os valores de T e L para a distribuicio
da renda em uma popula¢io com N > 2 pessoas quando fazemos uma transfe-

réncia regressiva de renda. Para isto, dividimos a popula¢ido em dois grupos:

a. Grupo 1, constituido pelas duas pessoas envolvidas na transferéncia

regressiva de renda.

b. Grupo 2, constituido pelas demais pessoas.

De acordo com as equacoes (4.28) e (4.29), o valor de 7 para a populagio é

Y, Y.

— 1 2

T=Y log—+Y, log—+YT +Y,T,
ﬂ:] ”2

Nessa expressao, I, é o tinico elemento cujo valor € afetado pela transfe-

réncia de renda dentro do grupo 1. Ja mostramos que 7; aumenta em conse-

quiéncia da transferéncia regressiva. Concluimos, entao, que o valor do indice T

de Theil sempre aumenta quando é feita uma transferéncia regressiva de renda,

obedecendo a condicao de Pigou-Dalton.

De acordo com as equagoes (4.32) e (4.33), o valor de L para a populacao é

T T
L=m, log—+m,log—>+mx L, +7x,L,
Y, Y

Nessa expressiao, L, é o Ginico elemento cujo valor é afetado pela transfe-
réncia de renda dentro do grupo 1. Mas L, se refere a desigualdade entre duas
pessoas, € ja vimos que seu valor aumenta em conseqiiéncia de uma transfe-
réncia regressiva. Concluimos, entio, que o valor do indice L de Theil sempre
aumenta quando ¢é feita uma transferéncia regressiva de renda, obedecendo a

condicao de Pigou-Dalton.

Vejamos uma outra maneira de mostrar que o indice T de Theil obedece a
condi¢ao de Pigou-Dalton. Consideremos, para isso, uma populacao com
pessoas com renda média [l e rendas individuais X, x,, ..., x,. Vamos admitir
que x, <x; e que é feita uma transferéncia regressiva de um montante 6 da
h-€sima para a_jésima pessoa. De acordo com a equagao(4.20), os valores do in-

dice T de Theil antes e depois da transferéncia regressiva sio, respectivamente,

1 n
I,=—) x;Inx, —Inu e
’ nuz.‘
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, I
T, =a ;h;jx,. Inx; +(x, — 0)In(x, —9)+(xj +9)ln(xj +9)}— Ing . (4.39)

Entao a variacao do indice devida a transferéncia regressiva é
1
AT=T -T, =_[(x,, —6)In(x, —6)+(x; +6)In(x; +6) -, Inx, ~x;Inx; | . (4.40)
nit

Como essa variacio depende de 6, vamos considerar o valor do limite da

variacao relativa AT /8, quando 0 tende a zero:
lim—=lim— . (4.41)

Podemos, entio, utilizar a equacio (4.40) e determinar o limite de AT /6
com o auxilio da regra de L’Hopital ou obter previamente uma exXpressao para

dT | dO derivando a expressio (4.39). Qualquer um destes dois caminhos leva a

€Xpressao
X.
lim£=—l— ln-—l~~lni =—1—ln—’ . (4.42)
-0d0 nu{ x, x; ) nu o x,

Lembrando que y; = x;/ (n,u) , também podemos escrever

lim£=i nﬁ=—1— ]n—l—lni . (4.43)
65040 nu y, nu{ oy, ¥

A expressio (4.42) mostra que o efeito de uma transferéncia regressiva
infinitesimal depende da relacao (x ilx ,,) entre as rendas iniciais das duas pes-
soas envolvidas. Se x; >x,, o efeito € positivo, mostrando que o indice T de

Theil obedece a condicao de Pigou-Dalton.

Note que uma transferéncia nao-infinitesimal tem efeito positivo sobre T
mesmo quando X; =x,. Podemos considerar que a transferéncia de 0>0 de
X, para x; € constituida por uma série de transferéncias infinitesimais. Como as
primeiras transferéncias ja tornam a renda da j-€sima pessoa maior do que a
renda da h-ésima pessoa, as transferéncias infinitesimais seguintes terao efeito

positivo.
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A expressao (4.43) mostra que o efeito da transferéncia regressiva infini-
tesimal depende de uma “distincia” entre as duas pessoas na distribuicao, que é

dada por

1
D=ln—-—In+ | (4.44)

yh y_,

Note que esta noc¢ao de distincia é formalmente igual ao valor infor-
mativo de uma mensagem incerta que transforma a probabilidade a priori y, em

uma probabilidade a posteriori y; . Retomaremos este tema na secao 6.3.
4.7. AS MEDIDAS DE DESIGUALDADE DE THEIL PARA UMA DISTRI-
BUICAO CONTINUA

Se x;, é arenda da i-ésima pessoa em uma populacao com renda média [,

de acordo com a equagao (4.20), temos

n x n x
T=Yy m2=Y|m=*l]y, . 4.45)
Zy o Z(nﬂjy (4.45)

i=1

Note que, por simplicidade, vamos admitir que sdo usados logaritmos

neperianos.

Vamos considerar, agora, que a renda ¢ uma variavel aleat6ria continua Xx,

com funcio de densidade f{x) e média Y . Admitimos que x = 0. Temos que

U= J:;cf (xX)dx .

A fracio f{x)dx da populagio corresponde a fracio
= f (0dx
T}

da renda total. Por analogia com a equacao (4.45), temos

e J: [In%}%f (x)dx ou
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(. x onde E(x) indica a esperanca matemitica de x.
T=["|=m=|f (ndx . (4.46)
o\

Note a correspondéncia entre as expressoes (4.22) e (4.50).
Outra expressio para T pode ser obtida lembrando as definicoes de

p=F(x) ede L(p) apresentadas na secdo 3.6. Verificamos que a fracio dp da

populacao corresponde a fracao dL(p) da renda. Entio, por analogia com a ex-
pressao (4.17), temos

Vejamos, como exemplo, a determinagio das medidas de desigualdade de
Theil para uma distribuicdo de Pareto, cuja funcio de distribuicao é

p=F(x)=l—(g) , para x20>0,
T= jdL( y1n 2LP) ou
dp

com ¢ > 1. Arespectiva funcio de densidade é

9(1
r-| { dL(P)} ALy . (4.4 f)="gr para x20 (4.51)
A equivaléncia entre as equagdes (4.46) e (4.47) é confirmada notando

Vimos, na secao 3.6, que a média dessa distribuicio é
que, de acordo com as expressoes (3.26) e (3.28), temos

H=—— . (4.52)
X X
dL(p)=—dp =— f (x)dx
K K De acordo com a equacao (4.46), temos
Note que a expressio (4.47) permite obter a redundincia de uma distri- iy
buicao a partir da equacao da respectiva curva de Lorenz. T= (_— In —) —-dx
R &

Para a segunda medida de desigualdade de Theil, por analogia com a
equacao (4.18), obtemos

T= ab Jm[_t'“ lni}fx
a },l

7}
L= j ( ln-—}f(x)dx e (4.48)

Lembrando que a relacao bésica para fazer a integragao por partes é

o dL(p) B
= .[0 |:— IT]TP]JP ; (4.49) I udv = uv — J.vdu

. ) X
Da expressao (4.48) segue-se que e fazendo u=In— e dv=x"%dx, obtemos

U
L=lnp- j: (Inx)f (x)dx ou

du=—dx
L=InE(x)-E(Inx) , (4.50)
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ad®| 6" 6 0"
T= - In—4=———
H l—a p (1-a)

T= —In ; (4.53)

Utilizando um procedimento semelhante, com base na equacao (4.48),

podemos deduzir que a segunda medida de desigualdade de Theil para a distri-

buicao de Pareto é

1
L=lm—% _—— | (4.54)
o-1 o

Podemos verificar que o indice de Gini [ver equacdo (3.38)] e as duas me-
didas de desigualdade de Theil sdo fungdes decrescentes do valor do paridmetro

o da distribuicio de Pareto (com ¢ >1), como mostra a Figura 4.3.

Das equacoes (4.52), (4.53) e (4.54), segue-se que

r=E_1_nk . (4.55)
0 0

L=mP_1+8 (4.56)
6 %
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1,5

0,5 -

Figura 4.3. Varia¢io do indice de Gini (G) e das medidas de desigualdade de Theil (T e 1) em

funcio do pardmetro ¢, da distribui¢ao de Pareto.

4.8 OBTENCAO DE ESTIMATIVAS DAS MEDIDAS DE DESIGUALDADE
DE THEIL QUANDO DISPOMOS APENAS DE DADOS POR ESTRATOS
DE RENDA

O problema da determinac¢ao do indice de Gini quando dispomos ape-
nas de dados por estratos de renda (niimero de pessoas e renda média ou total
para k estratos de renda) foi tratado nas se¢des 3.8 e 3.9. Nesta secdo, veremos
como as mesmas idéias bésicas se aplicam ao célculo das medidas de desi-
gualdade de Theil

Vamos retomar a nota¢io da se¢io 3.8, com n, indicando o nimero de
pessoas no h-ésimo estrato e x,; indicando a renda recebida pela i-ésima pessoa
do h-ésimo estrato (com h=1,....,k e i=1,...,n,). A fracio da renda total

h

apropriada por essa pessoa €

x,~
=, 457
Y, N ( )

onde N € o nimero total de pessoas da populacio e | é a renda média.

As fragbes da populacio e da renda total pertencentes ao h-ésimo estrato

sdo, respectivamente,
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Ny

Y, = thi
=l

A renda média desse estrato, de acordo com a equacao (3.48), é

Y
p, =="
ﬂ:h
De acordo com as expressoes (4.28) e (4.32), as medidas de desigualdade

de Theil para a distribuicdo da renda entre as N pessoas sao

e

T=T +Y YT, e (4.58)

k
L=L +Ym,L, . (4.59)

h=1

onde T, e L, se referem a desigualdade dentro do h-ésimo estrato, e T, e L,

sao medidas da desigualdade entre os k estratos.

Com base no niimero de pessoas e na renda total de cada estrato pode-
mos calcular 7, e L, utilizando, respectivamente, as equagoes (4.29) e (4.33).
Mas, se nao dispomos das rendas individuais (x,”.), nio podemos calcular as
medidas da desigualdade dentro de cada estrato (7, ou L,). Se utilizarmos 7,
ou L, como medida da desigualdade da distribuicao da renda entre as N pes-
soas estaremos, obviamente, subestimando o verdadeiro grau de desigualdade,
uma vez que estaremos desprezando a desigualdade dentro dos estratos, isto €,
estaremos admitindo que todas as pessoas de um estrato tém renda igual a
média do estrato. Os valores de 7, e L, constituem, portanto, limites inferiores

para as medidas de desigualdade corretas (Tel).

Vamos ver, a seguir, como podem ser determinados limites superiores (ou

valores méaximos) para T e L, com base nos dados para k estratos de renda.

Consideremos o h-ésimo estrato, com limite inferior £,_,, limite superior
€, e n, pessoas cuja renda média é ,. Vimos, na secao 3.8, que o maximo de

desicualdade dentro deste estrato ocorre quando (1=, )nh pessoas tém renda
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igual a £,_| e as demais A M, pessoas tém renda igual a £, , com [ver a ex-
pressao (3.55)]

H,—&,,
l,, =— (4.60
€, — &4, )

Com base na primeira parte da expressao (4.20), podemos verificar que o

indice T de Theil dentro do estrato, nessa situacio, é

1-4,) €
max(T,) = (=) &, log 2L+ MaBu o B (4.61)
My, Hy iy, Hy

Analogamente, com base na equacao (4.21), podemos verificar que o in-

dice L de Theil dentro do estrato, nessa situacao, é

méx(Lh)z(l—lh)logﬂ+/lh log Ko . (4.62)

8h—l gh

Se o estrato de rendas mais altas nao tiver limite superior finito, usamos o
limite da equacdo (4.62), quando €, tende a infinito. Entio, A, tende a zero ¢

a expressao para o valor maximo do L de Theil dentro deste estrato é

méx(L,) = log -2 | (4.63)

gk—l

Note que a mesma idéia nao pode ser utilizada para obter o valor maximo
de T, na mesma situacdo, pois o valor da expressio (4.61) cresce indefinida-

mente quando £, aumenta.

Outro problema é o calculo da expressao (4.62) no primeiro estrato,
quando seu limite inferior (8 h_,) € igual a zero. Note que o valor desta ex-

pressao cresce indefinidamente quando €,_, se aproxima de zero.

O fato de o limite inferior do primeiro estrato ser igual a zero nio causa
maior dificuldade no cilculo da equagao (4.61), substituindo-se o primeiro termo

desta expressio pelo seu limite quando €,_, tende a zero, que & igual a zero.

Uma vez obtidos os valores maximos das medidas de desigualdade dentro
de cada estrato, substituimo-los nas equacoes (4.58) e (4.59), obtendo os valo-
res maximos das medidas de desigualdade de Theil para a populacao (T4 €

Lyax).
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De acordo com uma regra proposta por Cowell e Mehta (1982), uma
estimativa do valor das medidas de desigualdade de Theil pode ser obtida como
uma média ponderada dos respectivos valores minimo e maximo, com pesos 2/3

e 1/3 , respectivamente?:

21
T==T+=T,, ¢ (4.64)
3¢ 3o
2. 1
==L +=L, . (4.65)
37 g

Note que para essas medidas o limite inferior recebe peso maior do que o

valor maximo, ao contririo do que ocorre no caso do indice de Gini [ver a ex-
pressio (3.68)].

Um outro método para obter as medidas de desigualdade de Theil levan-
do em consideracio a desigualdade dentro dos estratos se baseia na obtencao de
valores de T, e L,, admitindo que, dentro dos estratos com limite superior

finito, a distribuicao tem funcao de densidade linear e que dentro do estrato de

rendas mais elevadas, se ele nio tiver limite superior finito, a distribui¢ao € a de

Pareto com dois parimetros.

Consideremos o h-ésimo estrato, com limite inferior €,_,, limite superior

g,,rendamédia it,, 0,=€, €, €

—£,
Af,, ::u'h h=1
91

1

Admitindo que a distribui¢do dentro desse estrato tenha funcao de densi-

dade linear e sendo observada a restricao (8.70), de acordo com os resultados

obtidos no exercicio 6, temos

2

€ 2¢ € £ 1 6

T, =——— 1—(——"1+3j(2/1,,—1) In——+In—-— £, +— |+
29/1:u'h h 8/1—] nu’h 2:u'h 2

3. Para uma verificacio da validade dessa regra no caso da redundincia, ver Hoffmann

1OOAY. Dors o renee e indice T de Theil ver o exercicio 15 deste capitulo.
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1 : 0;
+ 0.1, (22'11 - 1) [Sh—l +€,,0, +EJ € (4.66)

€41 3¢, (2/111 - 1) 3(21 - 1) 0
ot N P Ing, , +1-—""2 Zlg, +-11
g, ,: 6, -1 0, ( -1 2) (4.67)

Quando o limite inferior do primeiro estrato for igual a zero (g,=0),

aparecem termos ndo definidos nas equacées (4.66) e (4.67). Verifica-se, entre-

tanto, que
£ o o
im7 =In—+——4+—— (2,1 —t) 4.6
g0 | i 4ﬂ| 12‘1,1l I E (4.68)
EmZ =ty —fme +1-3 4 -2
ot = g ng+l=3 4, == . (4.69)

Sempre que o limite inferior do primeiro estrato for igual a zero, as ex-
pressoes (4.68) e (4.69) devem ser usadas em lugar das (4.66) e (4.67), respecti-
vamente, para estimar o valor das medidas de desigualdade de Theil dentro

desse estrato.

Se a restrigao (3.70) nio for obedecida em determinado estrato, podemos
adaptar essas formulas de calculo das medidas da desigualdade dentro dos estra-
tos, admitindo que haja um intervalo de x para o qual a funcao de densidade €
igual a zero (ver Hoffmann, 1984).

Se o ultimo estrato nio tiver limite superior finito, admitimos que a dis-
tribuicao dentro do estrato € a distribui¢ao de Pareto com dois parametros. En-
tao, de acordo com as equacdes (4.55) e (4.56), as medidas de desigualdade de

Theil dentro desse estrato sio

T,= ot ¢ (4.70)

k-1 €ra
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8k—1

L, =In e g4 (4.71)

€1 My
Uma vez calculados os valores de 7, eL, para todos os estratos
(h=1,...,k) e tendo obtido os valores de T, e L, mediante as expressoes
(4.29) e (4.33), as medidas de designaldade de Theil para toda a populacao
podem ser calculadas utilizando as equacoes (4.58) e (4.59). O exercicio 18

fornece um exemplo numérico de aplicacio deste método.

Outra maneira de estimar as medidas de desigualdade dentro dos estratos ¢

o método do histograma subdividido, descrito na parte final da secao 3.9.

4.9 ANALISE DINAMICA: A DECOMPOSICAO DE MUDANCAS NA DESI-
GUALDADE

Nesta secio vamos mostrar como as medidas de desigualdade de Theil
podem ser usadas para avaliar a importancia de diversos fatores em mudancas na
desigualdade da distribuicio da renda em uma populacio*. Considere, por
exemplo, que a desigualdade da distribuicao da renda aumentou entre as pes-
soas economicamente ativas de um pais e que elas sdo classificadas em k cate-
gorias de escolaridade. Queremos decompor o aumento da desigualdade em

trés parcelas:

a. O efeito alocacdo, relacionado com as mudangas na distribuicao das

pessoas pelas k categorias.
b. O efeito renda, devido as alteracdes nas rendas médias das categorias.

c. O efeito interno, decorrente das modificagcoes na desigualdade da dis-

tribuicao dentro das categorias.

Vamos desenvolver, inicialmente, a decomposi¢cao dinamica do L de Theil.

Sera utilizada a mesma notacio da secao 4.5. Para uma populagao dividida
em k grupos ou categorias, seja 1, (com h=1,... ,k) o namero de pessoas no

h-ésimo grupo. A populagio tem N pessoas com renda média U . A renda da

4. Esse método de decomposicao dindmica do T de Theil foi apresentado por Ramos (1990).
Ver, também, Fishlow, Fiszbein e Ramos (1993). Corréa (1995) utilizou o método para
analisar mudancas na distribuicio da renda entre pessoas ocupadas na agricultura bra-
sileira no periodo 1981-1990.
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i-ésima pessoa do h-ésimo grupo € x,;, e a respectiva participa¢io na renda total
€ ¥, - A renda média e as participacdes do h-ésimo grupo na populagio e na
renda total sao indicadas por U,, @, e Y,, respectivamente. Sendo L, a medi-
da da desigualdade dentro do A-ésimo grupo, de acordo com as equagdes (4.32)
e (4.33) o valor do L de Theil para toda a populagio, utilizando logaritmos ne-

perianos, é

k k
T
L= E r,L, + E 7, In=t ou
h=1 h=i i

k k Y

— h
L‘Z”/,Lh _Zﬂ‘-h In

h=1 h=1 T,

Lembrando a expressio (3.93), segue que

k k

LZZTL'/’ Lh _Zﬂh ln.ﬂ ou (472)
h=1 h=1 ‘U.
k k

L=Yrm,L,-Ym,Inr, , (4.73)
h=1 h=1

onde r, =, / I sdo as rendas relativas.

A expressiao (4.73) mostra que L é uma funcdo dos 7, r,

e L,. Mas é

necessario considerar que a renda média da populacado varia em funcao dos 7,

e‘l'lh:

p
=7, H, (4.74)

h=1

Assim, uma alteragao nos 7, afeta todas as rendas relativas. Fica mais facil,
entao, analisar como L varia em fungdo dos 7,, U, e L,. Da equacao (4.72),

Segue que

k k
L=Ym,L,~Yx,Ing, +Iny . (4.75)
h=1

h=1
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Ao analisar os efeitos das variacdes nos 7, , é necessrio levar em const-

deracio a restricao

k
Ym,=1 . (4.76)
Segue que
k-1
m,=1->7, . (4.77)
h=1

Diferenciando, obtemos

k=l
dr, =—Zd7t,, . (4.78)

h=l1

Substituindo a equacdo (4.77) nas expressoes (4.75) e (4.74), obtemos

k-1 k-1
L:EnhL,,+[l Zn,,jL Znh Inp, — [1—2”;1]1“% +lng e (479
h=1

h=1 h=1 h=1

k-1 k=1
:u:zﬂh/ih +(1—zﬂhjﬂk . (4.80)
h=1

h=1

Agora L pode ser considerada uma funcaode T, Wy, ... T ys Hys Has
wollys Lyy Lyy e L, . Entao,
k=1

L= JL d”;,"'z h+2___dL ) (4.81)
ﬂ:h h= :u'h

h=1

Das equacdes (4.75) € (4.74), obtemos

gl;—ﬂ:h para h=1..,k . (4.82)
L

Partindo, novamente, das equacdes (4.75) e (4.74), obtemos
—aL—zn'h[—l-—L) para h=1,....,k . (4.83)
oM, By,
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Ao determinar a derivada parcial de L em relacdo a 7, , é necessirio levar
em considera¢io a restricdo (4.76), ja incorporada nas expressoes (4.79) e (4.80).

Partindo delas, obtemos

P
or,

1

- I
:L,,—Lk—ln,u,,+1n,uk+E(/,L,,~/,Lk) para h=1,...,k—1 . (4.84)

Substituindo as equacoes (4.82), (4.83) e (4.84) na expressao (4.81), obtemos

dL=Y(L, ~ L ~Inp, +Inp, +F2 Fe
= h k H,+ing, +— 7 1 drm, +

h=l h=1

k
+Z7z: (ﬂ—ﬁ—]dﬂh +Y mdL, . (4.85)
h

Tendo em vista que nosso objetivo é obter uma expressao que dependa
apenas dos 7, , dos L, e das rendas relativas r, =L, / [L , somamos e subtrai-
mos Injt dentro dos parénteses no primeiro termo da expressao e manipu-

lamos algebricamente tanto o primeiro quanto o segundo termo, obtendo

k—
dL:Z(L S Y Y ”")dn,,+
peoonomop

+Zﬂ’-h([ ~“—j—‘w—"+in,,dL,l .
h

1 2 -

Agrupando os elementos com indice kK no primeiro termo do segundo

membro, e lembrando a equacdo (4.78), obtemos

‘ l
dL—Z(L,, Inr, +r,)dn, +Z7r (l—’—];—dﬂh +Z7r dL, ou (4.86)

h=1 h=1 .

dL = (efeito alocacio) + (efeito renda) + (efeito interno), com

k

efeito alocacao = Z(Lh —Inr, + rh) dr, ; (4.87)

h=1
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h=1 h

k
efeito renda = 2 T, (1 - i)—l—d,u,, ; (4.88)
i

k
efeito interno = ZE,,dL,, ; (4.89)

h=1

Vejamos, em seguida, a decomposicio dinamica do T de Theil. De acordo
com as equacdes (4.28) e (4.29), o valor de T para a populagio, usando logarit-

mos neperianos, é

k k Y.
T=Y YT+ Y, lnn_—"
h=1 h=1 h

Lembrando a expressao (3.93), segue que

k k

U Hy, Hy

Ir'=rg, —T,+) n,—In— . (4.90)
,21 "u ; "uoou

As expressoes (4.90) e (4.74) mostram que 7 € uma funcao dos 7, U, e
T, . Seguindo procedimento anilogo ao utilizado para o L de Theil, obtemos

dT = (efeito alocacao) + (efeito renda) + (efeito interno), com

k

efeito alocacdo = 2 v, (Th +Inr, - T - 1) drm, (4.91)
h=1
J 1
efeito renda = Znh (Th +Inr, - T);d‘u/,, : (4.92)
h=1
k
efeito interno = ZEhrth,, . (4.93)

h=1

As expressdes deduzidas para os efeitos alocacdo, renda e interno se refe-
rem a variacoes infinitesimais dos 7, , U, € L, ou T, . Na pratica, a0 comparar as

desigualdades em dois periodos, em lugar de dr , , por exemplo, vamos utilizar

A, =Ty =Ty
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onde 7, e T,, sdo as participacdes do i-€simo grupo ou categoria na popu-
lacao total nos periodos 1 e 2, respectivamente. E necessario, também, substituir
os T,, r,, L, e T, das férmulas por valores intermediarios entre os observa-
dos no periodo 1 e no periodo 2, sendo usual utilizar a média aritmética dos
dois valores. Assim, no lugar dos 7, da expressio (4.88), por exemplo, utiliza-

mos os valores de

1
T, =E(ﬂ:hl +7rh2)

Com os indices 1 e 2 indicando sempre os valores das variaveis nos dois

periodos, definimos, também,

— 1
Th :E(le +Th2)
T =l(T] +T,)
2
— 1
L, ZE(LM + LIzZ) ,

_ 1
7, :E(rhl +rh2)

Se [, € a média geral no periodo 1, e [, é a média geral no periodo 2,
vamos multiplicar todas as rendas referentes ao periodo 2 por U, / [i,. Entao as

rendas médias dos grupos no periodo 2 ficam

1w, =gy, B
7}

2

Essa operacao nao afeta os 7,, nem as medidas de desigualdade, e faz
com que a média geral passe a ser =/, nos dois periodos. Desta maneira
diminuimos as variacdes nas médias dos grupos, sem afetar o fenémeno que estd
sendo analisado, que € a variacio na desigualdade. As médias relativas nos dois

periodos sao

135
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_ iz _ Mo

i = € Tho =

1y T

O valor correspondente a (1 / u)du,,, que aparece nas expressoes (4.88) e

(4.92), é

/"'712 —Hu — H o _ H iy
Hy Hy My

=V — My

Com todas essas adaptacdes, as expressoes (4.87), (4.88) e (4.89) para cal-

culo dos efeitos alocacio, renda e interno para o L de Theil ficam:

k

efeito alocacio = Y (L, —InF, +7, @), ~7,) (4.94)
h=1
: 1
efeito renda = Zﬁh(l = _—](rh2 - r,,,) - (4.95)
h=1 h
k
efeito interno = ¥ 7, (Ly, — Ly) (4.96)

=1

Analogamente, para o T de Theil as expressoes (4.91), (4.92) e (4.93) sao
substituidas por

k —
efeito alocacao = z 7,!(7_",1 +In7, - T - 1)(72?,,2 = 71:,11) : (4.97)
h=1 ]
k — —
efeitorenda = 3.7, (T, +In%, —T)(r, = 1) (4.98)
h=1
k
efeito interno = » 7,7 (T, = Tpy) - (4.99)

h=1

E claro que essas féormulas fornecem resultados aproximados, isto €, a so-

ma dos trés efeitos nio é mais exatamente igual a variacao observada no valor de
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T ou de L. Entretanto, a diferenca entre aquela soma e a variacao observada é,

em geral, pequena (da ordem de 1% ou 2%).

A Tabela 4.2 mostra dados artificiais para uma popula¢ido com apenas seis
pessoas, dividida em dois grupos. Podemos imaginar, por exemplo, que o grupo
1 € constituido por pessoas cuja escolaridade é igual ou menor do que oito anos

e o grupo 2 inclui as pessoas com escolaridade maior do que oito anos.

Tabela 4.2. Rendas de seis pessoas em dois periodos, classificadas em dois grupos.

Grupo Rendas
Periodo 1 Periodo 2
1 2 1
2 1
8 10
2 6 6
6 6
24 36
Total 48 60

Note que as rendas no periodo 2 podem ser obtidas a partir das rendas no

periodo 1 fazendo duas operacoes:

a. Aumento de 1/3 nas rendas dos grupo 2, que passam a ser 8, 8 e 32.

b. Transferéncias regressivas dentro de cada grupo (no grupo 1, transfe-
réncias de $1 da primeira e da segunda pessoas para a terceira e, no
grupo 2, transferéncias de $2 da primeira e da segunda pessoas para a

terceira).

A operagio (a) deve corresponder a um efeito renda, e a operagio (b),
que aumenta a desigualdade dentro de cada grupo, gera um efeito interno.
Como nio ocorre alteragio na distribuicio das pessoas pelos grupos
(7, =7, =0,5), ndo ha, neste exemplo, efeito alocagao.

A Tabela 4.3 mostra varias caracteristicas de cada grupo nos dois periodos.




138 e Distribui¢do de Renda: Medidas de Desigualdade e Pobreza Conceitos Bdsicos da Teoria da Informagdo e as Medidas de Desigualdade de Theil  [39

Tabela 4.3. Caracteristicas bisicas da distribuicio da renda nos dois periodos, conforme dados da T .
Tabela 4.2. abela4.4.  Rendas de doze pessoas em dois periodos, classificadas em trés grupos.
Grupo | m, |l [ o | Tin | Tae L, Ly, T, Ty, hEiioso | Periodo 2
| 3 4 4 0,5 0,4 0,23105 0,61877 0,23105 0,53253 Grupo Rendas Grupo Rendas
2 3 12 16 1,56 1,6 0,23105 0,38358 0,23105 0,36299 1 1 1 1
Total 6 8 10 1 1 037480 072431  0,36186  0,58964 1 1
2 2
A partir das informagdes apresentadas na Tabela 4.3, e utilizando as ex- 9 g
pressoes (4.94) a (4.96), podemos verificar que, para o L de Theil temos 9
. N 4
efeito alocacao = 0 2 2
2
efeito renda = 0,07885 ; 9 9 8
efeito interno = 0,27012 2 16
4
A soma dos efeitos é 0,34897, ligeiramente menor do que a variacao ob- 8 3 4
servada no valor de L, que é 0,34942. Os efeitos renda e interno cor- g
respondem, respectivamente, a 22.6% e 77,4% do total. 5 . i,
Utilizando as expressoes (4.97) a (4.99) podemos verificar que, parao T’ 16 32
Total 48 Total 96

de Theil, os efeitos sao:

efeito alocacao = 0
efeito renda = 0,05760 ;

efeito interno = 0,17009

A soma dos efeitos é 0,22769, praticamente igual ao valor da variacdo
observada no valor de T, que é 0,22778. Os efeitos renda e interno
correspondem, respectivamente, a 25,3% e 74,7% do total. Note que, neste

caso, a importincia relativa dos diversos efeitos para o L e para o T é muito

semelhante.

Vejamos, em seguida, um exemplo em que ocorre mudanca na distribu-
¢io das pessoas pelos grupos. A Tabela 4.4 apresenta dados artificiais para
uma populacio dividida em trés grupos. Pode-se imaginar, por exemplo, que

as pessoas estio classificadas em trés niveis de escolaridade.

A partir dos dados da Tabela 4.4 podemos calcular, para os dois
periodos, a participacao de cada grupo na populacao (7, ), as rendas médias
(M,), as rendas relativas (7,) e as medidas de desigualdade (L, e T, ). Estes
resultados estdo nas tabelas 4.5 e 4.6.

Tabela 4.5.  Distribuicao das pessoas pelos trés grupos, rendas médias e rendas relativas nos
dois periodos, conforme dados da Tabela 4.4.

Grupo n, My T Ty Ly, Ly i Tyo
1 6 4 1/2 1/3 2 2 0,5 0,250
2 4 4 1/3 1/3 4 7 1,0 0,875
3 2 4 1/6 1/3 10 15 2,5 1,875

Total 12 12 1 1 4 8 1 |
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Note, na Tabela 4.5, que as varia¢ces nas rendas relativas entre os dois pe-
riodos (7,, — ;) sio negativas para os trés grupos. Isto pode ocorrer, neste
caso, gracas ao aumento da parcela da populagdo correspondente ao grupo

mais rico.

Tabela 4.6.  Valores de L e T para a desigualdade dentro de cada grupo e total, nos dois
periodos, conforme dados da Tabela 4.4.

Grupo L, Ly, T, T,
1 0,11552 0,17329 0,11552 0,17329
2 0,17329 0,38633 0,17329 0,33157
3 0,22314 0,28204 0,19274 0,24938
Total 0,34657 0,57762 0,37545 0,50542

Utilizando as informacdes apresentadas nas Tabelas 4.5 € 4.6 ¢ as

expressoes (4.94) a (4.96), podemos verificar que, para o L de Theil, temos

efeito alocacdo = 0,02618 ;
efeito renda = 0,09157 ;

efeito interno = 0,10981

A soma dos efeitos é 0,22756, 1,5% menor do que a variacdo observada
no valor de L, que é 0,23105. Os efeitos alocacdo, renda e interno

correspondem, respectivamente, a 11,5%, 40,2% e 48,3% da sua soma.

Utilizando as expressdes (4.97) a (4.99), podemos verificar que, para o

T de Theil, os efeitos sao:
efeito alocacio = — 0,01688
efeito renda = 0,05550 ;
efeito interno = 0,08946

A soma dos efeitos é 0,12808, 1,5% menor do que a variacao observada
no valor de T, que é 0,12997. Os efeitos alocacdo, renda e interno cor-

respondem, respectivamente, a —13,2% ,43,3% e 69,9% da sua soma.

Comparando os valores dos trés efeitos para as duas medidas de desi-
gualdade, observa-se, neste exemplo, que o efeito alocacao € positivo para o L

e é negativo para o T. Por outro lado, o efeito interno, que nao chega a 50%
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do total para o L, representa quase 70% do total para o 7. Estas diferencas de-
correm das caracteristicas especificas de cada uma das medidas de desigualda-
de, cabendo destacar o fato de que no L de Theil os fatores de ponderacio
das medidas de desigualdade dentro dos grupos sao as participacdes na
populacao (7r P ), ao passo que, para o 1, estes fatores de ponderacao sao as

participacoes dos grupos na renda total (Y,, )

Uma alternativa para o método de decomposicao dindmica descrito
nesta se¢ao é a técnica das simulacdes contrafactuais®. Vamos aplicar esta
técnica, inicialmente, ao indice L de Theil. De acordo com a expressao

(4.73), o valor da medida de desigualdade nos periodos 1 e 2 €, respec-

tivamente,
7
L = 2717,,] (Lm —In "/,1) ¢ (4.100)
h=1
3
L, zzﬂ/l2(LhZ _lnrnz) . (4.101)

h=1

Se, a partir da situagdo observada no periodo 1, modificarmos apenas a
participacdo de cada grupo ou categoria na populagdo, passando a utilizar as
participa¢des observadas no periodo 2, mas mantendo os valores iniciais dos

r,, edos L, , ovalor da medida de desigualdade seria

.
Ly, = zﬂhz (th —In rm) . (4.102)

h=I

Note que sao colocados trés indices em L, para indicar os periodos de

referéncia dos valores de m,, 1, e L, (sempre nesta ordem) utilizados no

calculo. E claroque L =L, e L, =L,,,.

Se, em seguida, modificarmos também os valores dos 7, , mas mantiver-

mos ainda os valores iniciais dos L, , obtemos

k
L,, :Zﬂ:lﬂ(l‘hl —In rhz) ' (4.103)

h=1

5. Uma descricio geral da técnica e virios exemplos de aplicacio podem ser encontrados
em Barros et alif (1992).
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Temos a seguinte identidade
L222 - Lm = (L:zu - Lm ) + (L221 - L211 ) + (Lzzz - L22])

Essa identidade mostra que a variacao em L pode ser decomposta em

trés partes:
a. L,,, —L,,,associada as alteracbes nos 7.
b. L, — L, ,associada as modificacoes nos 7.
L

C. 229 — Lo, » associada as alteragbes nos L.

Um problema da técnica de simula¢oes contrafactuais é o fato de os resulta-
dos serem afetados pela ordem em que as mudangas sao introduzidas. Se, por exem-

plo, modificarmos inicialmente os L, e, em seguida, os 1, seria necessario

calcular
k
L,= an(lﬁ;z —In rhl) e (4.104)
h=1
k
Ly, = Zn’m (Lhz —1In rn?_) : (4.105)

h=1

Nesse caso as trés parcelas da decomposi¢ao da variacdo em L sio:

a. L,,—L,,,associada s variacbes nos L,;

b. L, —L,,,associada as alteracoes nos r,;

c. L,,, — Ly, associada as modificagcbes nos 7, .

Tanto L,,, — L,,, (na decomposicio apresentada inicialmente) quanto

L,, — L), (nesta segunda decomposicao) estdo associados as modificacoes

nos 7, , mas secus valores podem ser bastante diferentes.

Como estamos considerando trés fontes de variagdao do valor de L, hi
seis diferentes maneiras de ordenar estas fontes, isto €, ha seis diferentes
decomposi¢des da variacao no valor de L com base nas simulacoes com-

trafactuais.

Para o T de Theil, de acordo com a equacao (4.90), temos

x
=1, :Zﬂ:mr/ﬂ(Tm +1n rhl) € (4.106)
h=1

k
T, =T, :27[/12r112(7712 +1n rhz) . (4.107)

h=I1

Partindo da situacio inicial, se modificarmos apenas os 7, , temos
k
Ty, = Z”nz"m(Thl +1n rhl) . (4.108)
h=1

Se, em seguida, modificarmos também os valores de ¥,, mas manti-
vermos ainda os valores iniciais dos 1, , obtemos

k
]-'221 = Z ﬂhzrlﬂ (T;:l +1In rliZ) ' (4109)
h=1

Dessa maneira, a variacio no valor de T pode ser decomposta nas
seguintes parcelas:

a. T, -1, ,associada as alteracdes nos T,
b. T, —1T,,,, associada s varia¢cdes nos s

c. T, —T,,,associada as alteracoes nos /.

Da mesma maneira que para o L de Theil, ha outras maneiras de
decompor a variacao do valor de T com base em simulacdes contrafactuais,

dependendo da ordem em que sio consideradas as trés fontes de mudanca.

Aplicando a técnica das simulacoes contrafactuais aos dados da Tabela
4.4, e modificando inicialmente os T, €, em seguida, os r,, obtemos os

resultados apresentados na Tabela 4.7.

Tabela4.7.  Resultados da decomposicio da variagio das medidas de designaldade de
Theil pela técnica das simulages contrafactuais para os dados da tabela 4.4,

modificando inicialmente os 7T , € emseguida, os 7;,.

Fonte de Variacao do L Variagaodo T
variacao Parcela Valor % Parcela Valor %
1205 7T, Ly,~Ly,, 008738 162 Ty, ~T, 000113 09
205 T, Lyy—Ly, 008377 862 Ty —Ty, 004246 327

820s L, ouT,  Ly,—Ly; 010990 47,6  Tyy-Ty, 008638 664

Total Lyy=Ly; 023105 1000  Tp,-T,, 0,209  100,0
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Utilizando os mesmos dados, mas modificando inicialmente as medidas de
desigualdade dentro dos grupos (L, ou T,) e, em seguida, as rendas relativas

(r,), obtemos os resultados apresentados na Tabela 4.8.

Tabela 4.8. Resultados da decomposicao da variagdo das medidas de desigualdade de Theil pela
técnica das simulacdes contrafactuais para os dados da Tabela 4.4, modificando ini-

cialmente as medidas de desigualdade dentro dos grupos ( L,, ou Th ) e, em segui-

da, as rendas relativas (7).

Fonte de Variacio do L Variaciodo T
variagao Parcela Valor % Parcela Valor %
1eosL, oul,  Lyp=Ly 010971 475  Lu2~hn 000080 69,9
2%0s 1}, Ly =Ly, 012318 53,3  Liz—Lna 009715 74,7
3%0s T, Tyo-Tp  -0,00184 08 Ty —Ta 005799  —44,6
Total Lyyy =Ly 023105 1000  Tm2~Tn 012996  100,0

Comparando as Tabelas 47 ¢ 4.8, observa-se que a importancia relativa da

parcela associada as variagoes nos L, ouT, é semelhante nas duas tabelas

(47,6% ou 47,5% parao L e 66,4% ou 69,9% para o T). A parcela associada as

variacbes nos 7, , por outro lado, muda até de sinal, dependendo da ordem em

que sao consideradas as fontes de variacio das medidas de desigualdade.

Uma vantagem o6bvia da técnica de simulacdes contrafactuais, em com-

paracdo com o método de decomposi¢io dindmica apresentado anteriormente,

& sua simplicidade (tanto no célculo quanto na interpretacio das parcelas). Por

outro lado, para aplicar a técnica de simulacbes contrafactuais € necessario ado-

tar, arbitrariamente, uma ordem para as fontes de variagdo, sendo que ordens

distintas podem levar a resultados substancialmente diferentes.

EXERCICIOS

1. Considere uma popula¢do constituida por apenas cinco pessoas cujas ren-
das sio 1, 1, 1, 1 e 16. Mostre que o indice de Gini para esta distribuicao €
0,6. Mostre, também, que as medidas de desigualdade de Theil para essa

distribui¢io sio iguais entre si, isto €, T = L = 1,2 bits ou 0,831777 nits.

2.
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Uma populagao é constituida por oito pessoas cujas rendas (x;) sio 1, 1, 1
1, 4, 8, 16 e 32. Calcule o indice de Gini (G), a discrepancia maxima (D),
(da curva de Lorenz), as medidas de desigualdade de Theil (T e L) e o dual
do T'de Theil (U, ) para esta distribuicio de renda. Os célculos ficam mais

simples usando logaritmos de base dois.

Sao dadas as rendas individuais de trés grupos de pessoas. No grupo 1 ha
seis pessoas cujas rendas sao x;, =x;, =0,5, x, =x,=x,=1e x, =8
3 16 = 0.
No grupo 2 ha cinco j a
€ss0as =Xy =Xy =
g 16p p cujas rendas S0 X, =Xy =Xy =X, =1 €
X,5 =16. O grupo 3 € constituido por apenas trés pessoas cujas rendas sio
X3 = X3 =4 € X33 =16. Os trés grupos formam uma populagio de 14 pes-
S0as.

(a) Determine a média, a mediana, a moda, a amplitude e a varidncia da
renda dessas 14 pessoas.

(b) Calcule o indice T de Theil referente & desigualdade dentro de cada
grupo, o indice referente a desigualdade global e seus componentes in-

tragrupos e entre grupos.
(c) Idem, para o indice L de Theil.

(d) Idem, para o indice de Gini.

Considere uma populacao de n individuos e sejam y; (i =1,... ,n) as res-
pectivas fragcdes da renda total recebida. De acordo com a equagio (4.14), a

redundancia desta populacao é

1, =Zy,. logy, +logn

i=1

Considere que a esta populacao € adicionado um conjunto de m individuos

com renda igual a zero. Mostre que o valor da redundincia passa a ser

T, = zy,. logy, +log(n+ m)

i=1
e demonstre que

I,=1 —log(1~-¢) ,
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onde ¢ = ~

n+m

A partir desta relacio, deduza, utilizando a equacgao (4.23), que

Up=0+(1-¢)Up,

onde U,, e U, sio os valores do dual da redundincia para a popula-

¢do inicial e ap6s o acréscimo do conjunto de m individuos com renda nula,

respectivamente,

5. Mostre que para a distribui¢do uniforme, descrita no exercicio 5 do capi-

tulo 2, temos

b a
L=Inu——Inb+—Ina+1
AT

6. Para a distribuicio com funcio de densidade linear descrita no exercicio 6

do capitulo 3, mostre que

2
Tzi l——'[&—ﬁg ln—l1+ln2——l—(a+gj+ﬁ(a2+a9+9—J ou
a no2u 2) 6u 12

2
7=2 [1 —(%Hj(z,l— 1)]1n2+1n2—i(a+§)+

- 20u a uo2u

: —-a
+i(22,—1) a2+a9+2- ,  onde a=E£ €
ou 12 0

6 0
L=lnﬂ—b(é—%gjlnb+a(%—%)lna+1—%(a+5) ou
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— T4 —
L=1n,u—é{1—:m(Llll)~]lnb+£{l————3"[)(“;L 1)j|lna+
0 0 0 )

0 2

-klhm[cng

A funcao de densidade de uma variavel aleat6ria continua é

J(x)=0 para x<0 e x>1 e

f(x)=6x(1-—x) para 0<x<1

Determine a média (,u), a variancia (0‘ 2), o desvio médio (5), a diferenca
média (A), o indice de Gini (G), a discrepincia maxima (D) e a redun-

dincia (em nits) da distribuicao.

Sao fornecidos os seguintes dados a respeito da populagio economi-
camente ativa de certa regiao, classificada em trés estratos, conforme o nivel

de renda mensal recebida:

Limites do estrato, Nimero de pessoas no Renda total do estrato,
em reais estrato, em milhares em milhdes de reais
0a 200 20 3
Mais de 200 a 400 20 6
Mais de 400 a 1 000 10 6

a) Determine a renda média de cada estrato e a renda média da popu-

lacao.
b) Construa o histograma para essa distribuicio de freqiiéncias.

c¢) Calcule o indice de Gini e o indice T de Theil referentes a desigual-

dade entre os trés estratos de renda.

Uma populagio estd dividida em dois grupos, com cinco individuos em ca-

da grupo. As rendas individuais sio:
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10.

11.

Grupo 1 Grupo 2
8 1
8 1
8 2
8 4
8 32

Note que U, =, =8.

Calcule as duas medidas de desigualdade de Theil e determine os seus com-

ponentes referentes a desigualdade entre os grupos e intragrupos.

Uma populagio estd dividida em quatro grupos, com quatro individuos em

cada grupo. As rendas individuais sao:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
1 1 2 4
1 1 2 4
2 2 4 8
4 4 8 16

Calcule as duas medidas de desigualdade de Theil, verificando que para

ambas o componente intergrupos é, neste caso, igual ao componente

intragrupos. .

Uma populagio estd dividida em trés grupos, com trés individuos em cada

um. As rendas individuais sao:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
1 1 2
1 1 2

12.

13.
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Calcule as duas medidas de desigualdade de Theil, verificando que a desi-
gualdade intragrupos corresponde a 40% do total para o T de Theil e a
apenas 25% do total para o L de Theil.

Uma populacao estd dividida em cinco grupos, com cinco individuos em

cada um. As rendas individuais sio:

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5
1 1 2 4 4
1 1 2 4 4
1 1 2 4 8
1 1 2 4 16
1 1 2 4 128

Calcule as duas medidas de desigualdade de Theil, verificando que o
componente intragrupos corresponde a 44,4% do total no caso do T de
Theil e a apenas 16,7% no caso do L de Theil.

Considere que sio disponiveis dados sobre k grupos (regides ou setores, por
exemplo) de uma populacao e que cada grupo esta dividido em estratos de
renda. Seja n, (h =1,.. ,k) o nimero de estratos do h-ésimo grupo. Sejam

w, ey, (h=1..,k i=1..,n,) as fracoes da populacao e da renda
total, respectivamente, que pertencem ao i-ésimo estrato do h-€simo grupo.
Demonstre que, quando nao se considera a desigualdade dentro dos
estratos, a redundincia da populacao pode ser decomposta da seguinte

maneira;

T=3 3y, log2 = 3%, log =+ T 1,7,
h nh h Hh h

i i

onde

thzﬂ:hi ’ Yh:zyhi €

i

yhi Hh yh'
T, =) —log——
’ 2" I,h g Yhﬂ’-hi
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14.

Note que a redundéncia da populagao fica dividida em um componente

intergrupos e um componente intragrupos.

Considere que uma populacio estd dividida conforme dois critérios, como,
por exemplo, regides e setores da economia. Sejam k e m o nimero de
regides e de setores, respectivamente, dividindo a populacio em km grupos.

Cada um destes km grupos, por sua vez, esta dividido em estratos de renda,
sendo n,(h=1,...,k; i=1,..., m) o ntmero de estratos no i-ésimo setor

da h-ésima regido. Sejam 7, e y,; (h=1 ..,k i=1....m; i=1...,n;)
as fracbes da populacio e da renda total, respectivamente, que pertencem
ao j-ésimo estrato do i-ésimo setor da h-ésima regido. Demonstre que,
quando nio se considera a desigualdade dentro dos estratos, a redundincia

da populagio pode ser decomposta da seguinte maneira:

= ZZZYW log L
h i i T

hif

yloo yhio nhl-yhio
= l = ) 1 + f.Ti ’
Izl yh" Og nhoo + ; yh I2 yh-o og yho.ﬂ‘-hio ;Z yh ’

onde

ﬁhiozzﬂhij ) yhiozzyhij ?
j i

o

TC e ZZTC,,,-. ) YVheo :*2 Yhio
i i

T :2 Y hij lOgﬂ:hi.yhij
" T Vhie Yiio T pij

Note que a decomposicio da origem a trés parcelas:

(a) Um componente inter-regional.
(b) Um componente intersetorial dentro das regioes.

(¢) Um componente intragrupos.

Analogamente, poderiamos fazer uma decomposicao em que houvesse:

15.

16.
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(a) Um componente intersetorial.
(b) Um componente inter-regional dentro dos setores.

(¢)  Um componente intragrupos.

Admite-se que a renda (x) varia no intervalo [a, b] e que seu valor médio é

igual ao ponto central deste intervalo:

_a+tb
2

[}

De acordo com as equacdes (4.54) e (4.56), o valor miximo do indice L de

Theil nessa situacao é

méx(L) =L 142 L a+b
2 2a 2 2b

Admitindo que a distribui¢ao ¢ uniforme, o valor do indice L de Theil, de

acordo com o resultado obtido no exercicio 5, é

+b
“ b inpi2

2 b—a b~a

L=In Ina+1

Fazendo b=pa (com p>1), demonstre que, nessa situagio,

l+p p
1 —
L n 2 p_llnp+1
e L -
max(L) l[lnl+p+lnl+p)
2 2 2p

Mostre, em seguida, que o valor dessa relacao é praticamente igual a 1/3,
para p proximo de 1 (como p = 1,01), é igual a 0,3255 para p = 2,e €
igual a 0,3043 para p =4.

Como o valor minimo de L é zero, esses resultados mostram a validade de
estimar o valor de L fazendo uma média ponderada dos valores minimo e

maximo, com pesos iguais a 2/3 e 1/3, respectivamente.

Uma populacao estd dividida em dois grupos. No grupo A, existem quatro
pessoas cujas rendas sao 1, 5, 5 e 1. No grupo B, existemn seis pessoas cujas
rendas sdo 36,1,1,1,8 e 1.
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(a) Determine a média, 2 moda, a amplitude, a média geométrica e a

variancia das rendas das 10 pessoas.

(b) Calcule o indice T de Theil referente a desigualdade dentro de cada
grupo, o indice referente a desigualdade global e seus componentes

intragrupos e entre os dois grupos.
(c) Idem, para o indice L de Theil.

(d) Calcule o indice de Gini para toda a populagao e o indice de Gini

referente a desigualdade entre os dois grupos.

17. Considere duas populacdes divididas em trés estratos. Na populagio A, os
40% mais pobres ficam com 10% da renda total, os 40% seguintes ficam com
40% da renda e os 20% mais ricos ficam com 50% da renda. Na populagio B,
os trés estratos, com as mesmas propor¢des da populagao (40%, 40% € 20%),
ficam, respectivamente, com 20%, 20% e 60% da renda. Admite-se que, nos

dois casos, nio ha desigualdade dentro dos estratos.

(a) Determine o indice de Gini para cada uma das duas populac¢des.
(b) Determine o T de Theil para cada uma das duas populagoes.

(c) Determine o L de Theil para cada uma das duas populac¢oes.

(d) Com base nesses resultados, verifique em qual das duas populacoes a
distribuicio da renda é mais desigual. Interprete os resultados, tendo

em vista a posicio das curvas de Lorenz.

18. Considere os dados apresentados no exercicio 17 do capitulo 3 e verifique
que os seguintes resultados podem ser obtidos utilizando as expressoes
(4.28), (4.29), (4.32), (4.33) e (4.66) a (4.71):

Desigualdade T de Theil L de Theil
Dentro do 12 estrato 0,072132 0,094535
Dentro do 22 estrato 0,019191 0,019426
Dentro do 32 estrato 0,524531 0,292135

Dentro dos estratos 0,372193 0,133652

Entre estratos 0,259346 0,289324

Total 0,631539 0,422976




