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(2) 1. O tempo retardado é definido pela equação 

𝑡𝑟 = 𝑡 −
𝑅

𝑐
; 𝑅⃗ = 𝑟 − 𝑟 𝑞(𝑡𝑟) 

onde 𝑟 𝑞(𝑡𝑟) é a posição da carga no instante retardado. A partir dessas relações, 

mostre que 

(
𝜕

𝜕𝑡
)
𝑟 
=

𝑅

𝑠
(

𝜕

𝜕𝑡𝑟
)
𝑟 

 

onde 𝑠 = 𝑅 − 𝑅⃗ ∙ 𝛽  ;  𝛽 = 𝑢⃗ 𝑐⁄  ; 𝑢⃗ = 𝑑𝑟 𝑞 𝑑𝑡⁄  .  

 

2. Um elétron se encontra no campo de uma carga positiva Q, que está fixa no ponto 
𝑥 = 𝐷. No instante 𝑡 = 0  o elétron é solto se deslocando na direção da carga positiva. 

(1) a)  Calcule a expressão da força que o elétron exerce sobre a carga positiva Q, em 

função de sua posição [𝑅⃗ ] e velocidade normalizada [𝛽 ] retardadas. 

(1) b)  O princípio de ação e reação de Newton se verifica neste caso ? Justifique sua 
resposta. 

(1) c)  Calcule potência total radiada pelo elétron quando ele começa a ser acelerado, 
isto é, em 𝑥 = 0, em função de sua massa 𝑚 e carga 𝑒 (em módulo). 

 

 

3. A expressão para o potencial vetor retardado é dada por  

𝐴 (𝑟 , 𝑡) =
𝜇0

4𝜋
∫

𝑗 (𝑟 ′, 𝑡𝑟)

𝑅
𝑑𝜏′ ;   𝑅 = |𝑟 − 𝑟 ′| ;   𝑡𝑟 = 𝑡 −

𝑅

𝑐
 . 

Considere um elemento de corrente  

𝑗 (𝑟 , 𝑡) = −𝜔𝑞0 sin(𝜔𝑡)𝛿(𝑥)𝛿(𝑦) 𝑒̂𝑧 



 

correspondente a um dipolo elétrico alinhado ao eixo 𝑧. 

a)  Demonstre que para essa densidade de corrente a expressão para o potencial vetor 
fica 

𝐴 (𝑟 , 𝑡) = −
𝜇0𝑞0𝜔

4𝜋
𝑒̂𝑧 ∫

sin(𝜔(𝑡 − |𝑟 − 𝑧′𝑒̂𝑧| 𝑐⁄ ))

|𝑟 − 𝑧′𝑒̂𝑧|

𝑑 2⁄

−𝑑 2⁄

𝑑𝑧′ . 

b)  Considerando 𝑑 ≪ 𝑟 , mostre que, em mais baixa ordem da razão 𝑑 𝑟⁄   (veja figura), 
o potencial vetor será dado por  

𝐴 (𝑟 , 𝑡) = 𝐴 (𝑟, 𝜃, 𝑡) = −
𝜇0𝑝0𝜔

4𝜋𝑟
sin (𝜔 (𝑡 −

𝑟

𝑐
)) 𝑒̂𝑧  ;   𝑝0 = 𝑞0𝑑 

c)  Mostre que a expressão para o campo magnético de radiação produzido por este 
dipolo é  

𝐵⃗ (𝑟 , 𝑡) = −
𝜇0𝑝0𝜔

2

4𝜋𝑐
[(

sin 𝜃

𝑟
) cos (𝜔 (𝑡 −

𝑟

𝑐
)) ] 𝑒̂𝜑 , 

Em coordenadas esféricas (𝑟, 𝜃, 𝜑), e calcule a expressão para o vetor de Poynting 

médio 〈𝑆 〉 . 

 

 

4. A equação de Helmholtz para a componente 𝜙𝜔 de Fourier potencial escalar 
produzido por fontes variáveis no tempo é  

∇2𝜙𝜔 + 𝑘2𝜙𝜔 = −
𝜌𝜔

𝜖0
 , 

onde 𝜌𝜔 é a componente de Fourier da densidade de carga. Supondo que a função de 
Green, 𝐺(𝑟 , 𝑟 ′) , que satisfaz a equação  

∇2𝐺(𝑟 , 𝑟 ′) + 𝑘2𝐺(𝑟 , 𝑟 ′) = −𝛿(𝑟 − 𝑟 ′) , 

seja conhecida, obtenha a expressão para 𝜙𝜔(𝑟 ) em termos de uma integral 
envolvendo a função de Green e 𝜌𝜔(𝑟 ′) . 

  



Formulário 

(∇ × 𝐴 )
𝑟
=

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃 𝐴𝜑) −

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴𝜃

𝜕𝜑
, 

(∇ × 𝐴 )
𝜃

=
1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐴𝑟

𝜕𝜑
−

1

𝑟

𝜕(𝑟𝐴𝜑)

𝜕𝑟
,     (∇ × 𝐴 )

𝜑
=

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟𝐴𝜃) −

1

𝑟

𝜕𝐴𝑟

𝜕𝜃
. 

∫(𝜓∇2𝜙 − 𝜙∇2𝜓)𝑑𝜏 =  ∫ (𝜓
𝜕𝜙

𝜕𝑛
− 𝜙

𝜕𝜓

𝜕𝑛
)𝑑𝑆

 

𝑆

 

∫𝐹(𝜉 )𝛿(𝜉 − 𝑟 )𝑑𝜉 = 𝐹(𝑟 ) 

𝐸⃗ (𝑟 , 𝑡) = 𝐸⃗ 𝑣(𝑟 , 𝑡) + 𝐸⃗ 𝑎(𝑟 , 𝑡), 

𝐸⃗ 𝑣(𝑟 , 𝑡) =
𝑞

4𝜋𝜖0
[
1

𝑠3
(𝑅⃗ − 𝑅𝛽 )(1 − 𝛽2)]

𝑟𝑒𝑡
;   

𝐸⃗ 𝑎(𝑟 , 𝑡) =
𝑞

4𝜋𝜖0
[

1

𝑐2𝑠3
(𝑅⃗ ∙ 𝑎 )(𝑅⃗ − 𝑅𝛽 ) −

𝑅𝑎 

𝑐2𝑠2
]
𝑟𝑒𝑡

 

𝐵⃗ (𝑟 , 𝑡) = 𝐵⃗ 𝑣(𝑟 , 𝑡) + 𝐵⃗ 𝑎(𝑟 , 𝑡), 

𝐵⃗ 𝑣(𝑟 , 𝑡) =
𝑞

4𝜋𝜖0𝑐
[
𝛽 × 𝑅⃗ 

𝑠3
(1 − 𝛽2)]

𝑟𝑒𝑡

;  

 𝐵⃗ 𝑎(𝑟 , 𝑡) =
𝑞

4𝜋𝜖0𝑐
[

1

𝑐2𝑠3
(𝑅⃗ ∙ 𝑎 )(𝛽 × 𝑅⃗ ) −

𝑅⃗ × 𝑎 

𝑐2𝑠2
]
𝑟𝑒𝑡

   

 

𝐹 = 𝑞(𝐸⃗ + 𝑣 × 𝐵⃗ )   

 

𝑆 =
1

𝜇0
𝐸⃗ × 𝐵⃗  ;  〈𝑆 〉 =

2𝜋

𝜔
∫ 𝑆 (𝑟 , 𝑡)𝑑𝑡

2𝜋 𝜔⁄

0

 

 

𝑑𝑃(𝑡𝑟)

𝑑Ω
=

1

𝑐3
 (

𝑞2

16 𝜋2𝜖0
) 

[𝑛̂ × {(𝑛̂ − 𝛽 ) × 𝑎 }]
2

[1 − 𝑛̂. 𝛽 ]
5     

𝑑Ω = sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑 

 

𝑎 × (𝑏⃗ × 𝑐 ) =  (𝑎 . 𝑐 ) 𝑏⃗ − (𝑎 . 𝑏⃗ ) 𝑐  

∫ 𝑠𝑒𝑛3𝜃 𝑑𝜃 =
4

3

𝜋

0

 


