Analise de Conglomerados ou Agrupamentos
(ou ainda, Cluster Analysis)
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Analise de agrupamentos (cluster): Objetivo dessa técnica
€ agrupar objetos (itens) semelhantes segundo suas
caracteristicas (variaveis).

Embora vamos considerar agrupamentos de objetos, nao
existem impedimentos para realizar o agrupamento de
variaveis semelhantes segundo as realizacoes obtidas
pelos objetos amostrados. Analise fatorial se mostra mais
robusta para o agrupamento de variaveis.



= Analise de Agrupamentos

Finalidade: Encontrar grupos de modo a
- maximizar a homogeneidade dentro dos grupos
- maximizar a heterogeneidade entre os grupos

Grupo 1 Grupo 2

O
O [

Dois grupos classificados pela forma



= Analise de Agrupamentos

Formar os agrupamentos nao é tao simples, pois os objetos

sao, em geral, definidos por

varias caracteristicas ‘ ‘. 3
®@Cp¢

Possibilidades:

2 grupos: ‘O“ my B
3 grupos: “. OD ‘ [

A formacao dos agrupamentos vai depender da definicao
de “similaridade”.




- [dentificar grupos de investimento de acordo com perfis
de risco;

- Identificar segmentos homogéneos de consumidores, a
fim de estabelecer programas especificos para cada
publico;

- Agrupar empresas com base em indicadores financeiros;

- Exemplo: Haagen-Dazs (Malhotra 4° Ed, Cap. 20, p. 571)




|
J 7 e ® v 4 ®
=  Analise de Agrupamentos — Qual critério?

fea:
Poderiamos procurar grupos graficamente.
gastos lucro _ ] i
empresal 50 70 Com duas variaveis poderiamos fazer um
empresa2 35 a5 diagrama de dispersao e agrupar baseado
empresa3 32 a5 na distancia entre pontos.
empresad 52 60
empresas 30 40 Agrupamento 1: E2, E3, E5
empresat 45 48 Agrupamento 2: E1, E4, E6
0 Jucro
70 -
m |
m |
4_0 |
30 |
20 |
10 1 gastos
O I I I I I |
25 30 35 40 45 50 %5



fea
Poderiamos formar trés grupos:
gastos lucro
empresal 50 70
empresa2 35 45
empresa3 32 45
empresad > °0 Agrupamento 1: E2, E3, E5
empresas 30 40 Agrupamento 2: E1, E4
empresat 45 48 Agrupamento 3: E6
0 -
20 1 lucro
&0 -
50 -
40 -
30 -
o0 |
10 gastos
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
25 30 35 40 45 50 55 ;




‘5.~ Etapas de uma analise de conglomerados

- Analise das variaveis e dos objetos a serem agrupados
(selecao das variaveis, identificacao de outliers e
padronizacao de variaveis).

- Selecao da medida de distancia ou semelhanca entre
cada par de objetos.

- Selecao do algoritmo de agrupamento: meétodo
hierarquico ou nao-hierarquico.

- Escolha da quantidade de agrupamentos formados
interpretacao e validacao dos agrupamentos.



A estrutura que os grupos refletem dependem da selecao
das variaveis.

A técnica de analise de agrupamentos nao distingue se as
variaveis sao ou nao relevantes (Essa tarefa fica a cargo
do pesquisador). Sugestoes:

e Pesquisas passadas

e Teoria

e Hipoteses que estao sendo testadas

e Presenca do julgamento e intuicao do pesquisador

A técnica é sensivel a observacoes atipicas (outliers?).
Observacoes atipicas podem formar grupos isolados,
gue podem ser interesse do pesquisador.



e Elimina viés introduzido por diferencas de escala

e / scores: 7 — X=X
S

e Recomenda-se quando ha diferentes escalas entre as
variaveis

e Tem impacto substancial na solucao final:
padronizacao minimiza diferencas de grupo, pois se
grupos sao bem separados por uma dada variavel Xi, a
variancia dessa variavel sera grande.
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teq- Medida de similaridade e de dissimilaridade

\

Precisamos medir correspondéncias entre objetos. Ou
seja medidas de similaridade e de dissimilaridade.

Os métodos mais usados sao:

— Medidas de distancia (dissimilaridade)
— Medidas de correlacao (similaridade)

— Medidas de associacao (dissimilaridade ou
similaridade com variaveis nominais)
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Dissimilaridade

Note que estamos interessados em agrupar objetos. As
medidas de distancia sao entre dois objetos (itens).

X, X, Xp

objetos —/—
\ Iltem 2 X51 X5y Xo,
\ Item3 | x;, X3, X3,
ltem n X, X, Xup
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fory Medidas de distancia

Medidas de distancia sao consideradas

medidas

de

dissimilaridade pois quanto maior a distancia, menor a
semelhanca entre objetos, e vice-versa.

Medidas de distancia d;; entre o itemie o item ]

X, | X, X,
Item 1 X1 X5 le
X1 X272 X2p
Podemos obter Itemi | x., Xi Xip
dij a partir
das variaveis.\ Itemj | x. X. X.
11 12 P
Como? ;
tem n an Xn2 an
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ij

Z(Xik_xjk

P
k=1

Distancia euclidiana média : d, | =

p

2
oA s . 1 : Pl X — X i
Distancia euclidiana padronizada : d;; = Z

k=1 V5K
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1
P 0 \n
Distancia de Minkowski: d.. = Z X — X

ij

k=1
n=1: € conhecida por “métrica do quarteirao” (métrica city- block)
n=2: representa a distancia euclidiana

variacoes de n causam trocas nos pesos dados a pequenas e a grandes diferencas.

Distancia de Mahalanobis : dij = \/(Xi —X; )' S™ (x. — X].)

l
L] ' —
Onde. Xl—[Xll,X127X13,...,le]

' —
X]_[le,ij,X]3,-.-,X]p]

-1 . . .« A .
ST =inversa da matriz de covariancia amostral
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onde: x, =valorda variavel k para o objeto1

X, = valor da variavel k para o objeto ]

X, =média das variaveis para o objeto 1

. =média das varidveis para o objeto |

p = numero de variaveis

O valor de r varia entre -1 e 1, sendo que o zero significa que ndo ha associacao.
Quanto maiores as correlacdes, mais préximas as observacoes.
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Exemplo

Um exemplo: vamos encontrar a matriz de distancias para o seguinte

exemplo: Vamos utilizar a distancia quadratica:
gasto lucro
p
Empresa 1 50 70 2
Empresa 2 35 45 H — 1 )
Empresa 3 32 45 _
Temos:

distancia entre empresa |l e empresa 2 : d122 =(50-35)>+(70—45)* =850
distancia entre empresa 1 e empresa 3: d132 =(50-32)> +(70—45)* =949

distancia entre empresa 2 € empresa 3: d232 =(35-32)"+(45-45)*=9
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= : n
fea Matriz de distancia para o exemplo

(d,, d, d,) (0 850 949
D=|d,, d, d,|=[80 0 9
dy, dy, dyy) (9499 9 0

Propriedades observadas no exemplo:

-elementos nulos na diagonal (distancia entre um mesmo
objeto é nula)

Jv‘v

-Matriz simétrica (distancia de i até j = distancia de j até i)
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Os agrupamentos hierarquicos: sio realizados por sucessivas fusdes ou
por sucessivas divisoes.

métodos hierarquicos aglomerativos: iniciam com tantos grupos quanto
aos objetos, ou seja, cada objeto forma um agrupamento. Inicialmente, os
objetos mais similares sdo agrupados e fundidos formando um unico grupo.
Eventualmente o processo € repetido, € com o decréscimo da similaridade,
todos os subgrupos sdo fundidos, formando um unico grupo com todos 0s
objetos.

Os métodos hierarquicos divisivos: Um tnico subgrupo inicial existe com
todos os objetos e estes sao subdivididos em dois subgrupos de tal forma que
exista 0 maximo de semelhanca entre os objetos dos mesmos subgrupos € a
maxima dissimilaridade entre elementos de subgrupos distintos. Estes
subgrupos sdao posteriormente subdivididos em outros subgrupos
dissimilares. O processo € repetido até que haja tantos subgrupos quantos

objetos.
19



[
=  Consideraremos agrupamentos hierarquicos aglomerativos

Vamos considerar:

* Meétodo de ligacao simples (minima distancia ou vizinho mais proximo),
e Meétodo ligagao completa (maxima distancia ou vizinho mais distante) e
e Meétodo da ligacao média (distancia média).

,/ / .;-_ d / \ ,/ \ TN

| \ /
O514
[ |".

/ % _j[:,?. Distancias entre os grupos para:

| 1 _—T — "'I (a) Método da ligacao simples,
\ =) b) Método da ligagao completa e
\__ _,/ \ / (

(¢c) Método da ligacdao média.

(d,,+d,,+d, 5+d23+d2 4+d25)/6 20
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=/  Algoritmo para grupamentos hierérquicos aglomerativos

1. Iniciar com n grupos, cada um com um unico elemento € com uma
matriz simétrica n x n de dissimilaridades (distancias) D={d y}.

2. Buscar na matriz D o par de grupos mais similar (menor d1stan01a) e
fazer a distancia entre os grupos mais similares Ue Vigual ad,,

3. Fundir os grupos U e V e nomed-lo por (UV). Recalcular e rearranjar as
distancias na matriz D (a) eliminando as linhas e colunas
correspondentes a U e V e (b) acrescentando uma linha e coluna com
as distancias entre o grupo (UV) e os demais grupos.

4. Repetir os passos 2 € 3 num total de (n-1) vezes (todos os objetos
estardao em unico grupo). Anotar a identidade dos grupos que vao
sendo fundidos e os respectivos niveis (distancias) nas quais 1sto
OCOITE.
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No passo 3 sera usado: d,, w = min{ dy , dy w}-
Vamos utilizar um exemplo onde temos 4 objetos (A, B, C,
D) com a seguinte matriz de distancia:

A BCD
Os objetos menos distantes devem, Al0 |
inicialmente, ser agrupados. n Bl{3 0
Cl7 9 0
Mimina distancia entreiej= DI 6 5 0

min(d;;)=d,z=3. ] )

Proximo passo: juntar A com B formando o grupo (AB) e
em seguida calcular as distancias deste grupo e os
objetos remanescentes.
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As distancias dos vizinhos mais préximos sao: A B C D
dipg)c = Min{d, ¢, dg ¢ }= min{7, 9} =7 A0
diag)p = Min{ d, p,dg p }= MIn{8, 6} =6 D=B 30

Cl7 9 0

DI8 6 5 0
E obtemos a nhova matriz D para o iA‘B C _D
Proximo passo: AB| 0

D= C|7 0
D6 5 0

A menor distancia e entre D e C, d .= 5. Entdo DC formam
um grupo no nivel (distancia) 5.

23



Recalculando a distancia: AB C D

dipe) (a) = min{ dp (as)dc (ap) } AB[0
=min{6, 7} =6 D= C|7 0

E a hova matriz D sera: DC AB

DC[0
AB|6 0

D=

O grupo DC é agrupado com o grupo AB na distancia 6

24



J V 4 [ ] ~ (]
fea-/ Método: Ligacao simples (Single Linkage, Nearest Neighbor)

Dendrograma (ou diagrama de arvore):

Os agrupamentos sao mostrados graficamente. Os ramos
representam os agrupamentos e os nodos representam o0s
pontos onde os agrupamentos se fundem ao longo do eixo
de distancias (ou similaridade)

A

No exemplo visto:

25 iﬂ iE %D 45 AD 55 éﬂ 6.5
Distancia de ligacéo
Dendrograma para agrupar 4 objetos (A, B, C e D) pelo

método da ligacao simples (vizinho mais préximo). -



Parecido com o anterior, mas a distancia entre grupos é
tomada como a “maxima” distancia entre dois elementos de
cada grupo.

No passo 3 é usado: d ) = Mmax{ dy, dyw}

Vamos utilizar o mesmo exemplo com 4 objetos (A, B, C, D) e

matriz de distancia: ABCD
: : Al0 |
Os objetos menos distantes a3 ¢
devem, inicialmente, ser agrupados. D:C ) -
Mimina distancia entrei e j bls 6 5 o

=min(d;;)=dsz=3.
Proximo passo: juntar A com B formando o grupo (AB) e
em seguida calcular as distancias deste grupo e os

objetos remanescentes.
26



i . ~
fea-_/ ngagao Completa (Complete Linkage, Furthest Neighbor)
_____ .":“._“““._.““““.“."“““:_“ ABCD
As distancias dos vizinhos mais distantes sao: ATo
diag)c = Max{d,cdgc}=max{7,9}=9 als o
diag)p = Max{ d,,dg } = max{8, 6} =8 =le 2 g
DI8 6 5 0]
E obtemos a nova matriz D para o proximo passo:
A ., =
A menor distancia éentre De C, dj .= 5. ) # _D
Entao DC formam um grupo no nivel 5. AB| 0
Recalculando a distancia: D= C|9 0
D8 5 0]

d(DC),(AB) = max({ dD,(AB),dC,(AB) }
=min{8, 9} =9

27



E a nova matriz D sera:

DC AB
O grupo DC é agrupado com o
D =DC 0 grupo AB a distancia 9
AB| O 0 e e S S

A

B

C

D

3 - 5 6 7 8 e 10

Distancia de ligagdo

Dendrograma para agrupar 4 objetos (A, B, C e D) pelo

método da ligacao completa (vizinho mais distante).
28



Analogo aos anteriores, com excecao de que a distancia
entre grupos € tomada como a média da distancia entre dois
elementos de cada grupo.

No passo 3 e usado: d,, = media{ d, dy}

Vamos utilizar o mesmo exemplo com 4 objetos (A, B, C, D) e
matriz de distancia: ABCOD

0
3 0

Os objetos menos distantes sao agrupados.
Mimina distancia entre i e j O-

=min(d;;)=d,z=3. & &

O O o »
oo

6 5 0

Proximo passo: juntar A com B formando
o grupo (AB) e em seguida calcular as distancias deste grupo

e 0S ObjEtOS remanescentes.
29



As distancias entre os grupos sao baseadas na média das
distancias entre todos os elementos de um grupo com relacao

ao elementos de outro grupo ABCD

dinsyc = (dpc + d)/2)= (7+9)/2 =8 ik

d(AB),D = (dA,D + dB,D)= (8+6)/2 =7 D=11- 5 4
DI8 6 5 0]

E obtemos a nova matriz D para o proximo passo:

AB C D
A menor distancia eentre De C, d, .= 5. AB[0 ]
Entao DC formam um grupo no nivel 5. D= C[8 0
DI7 5§ 0

Recalculando a distancia:
dioc),ae) = (dp,as) +dc (ap) )/2 = (7+8)/2 =7,5

30



J [ ~ V 4 [ ]
feC-]-/ Ligacao Meédia (Average Linkage, Between Groups)
E a nova matriz D sera: DC AB

2 3 4 3 B 7 8

Distancia de ligacdo

Dendrograma para agrupar 4 objetos (A, B, C e D) pelo
método da ligacao média. 31



= Diferentes Métodos

Note que os métodos podem produzir:

- Agrupamentos com objetos alocados de maneiras
diferentes.

- Distancias de fusao entre grupos diferentes.

Para o exemplo anteriormente considerado, os trés
métodos nao produziram diferencas na alocacao dos
objetos mas apenas nas distancias de fusao dos grupos.
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fory Diferentes Métodos

Método do centrdide: baseia-se na distancia entre centroides
(média das variaveis)

Método de Ward: Tende a produzir agrupamentos com
aproximadamente mesmo numero de itens.

- Sao calculadas médias (centroides) para cada grupo.

- E calculado o quadrado das distancias entre as médias e os
valores das variaveis para cada item.

- Somam-se os quadrados: variancia

-Minimiza-se a variancia dentro dos grupos: Error Sum of
Squares (ESS).

33



- Formar agrupamentos cujo numero de grupos é definido
pelo pesquisador, ou seja, particionar n objetos em k
grupos.

- Busca coesao interna (semelhanca) e isolamento
(separacao) dos grupos formados.

- Iniciam-se : (1) particao inicial dos itens em grupos ou (2)
uma semente inicial de pontos, que formarao os nucleos
dos agrupamentos

34



Um dos mais populares algoritmos K-médias (K-means): aloca
objetos ao grupo com centroide mais proximo.

Procedimento:

(1) Particione os itens em k grupos iniciais arbitrariamente;

(2) Percorra a lista de itens e calcule as distancias (usualmente
a euclidiana) de cada um deles para o centroide (médias)
dos grupos. Faca a realocacao do item para o grupo em que
ele apresentar minima distancia, obviamente se nao for o
grupo ao qual este pertenca. Recalcule os centroides dos
grupos que ganharam e perderam item.

(3) Repita o passo 2 até gue nenhuma alteracao seja feita.
35



Exemplo:
Utilizando 4 itens (A, B, C e D) e 2 variaveis (X1 e X2) dividir

em k=2 grupos, pelo método das k-médias.

Observacao
Objeto X1 X2
A 2 0
B 5 2
C 1 <
D 8 -

(1) particionar os itens arbitrariamente em 2 grupos, como
por exemplo AD e BC. Calcular a média (centroide)de cada

grupo.
Centroide
Objeto X, X,
AD (2+8)/2=5 (0+4)/2=2
BC (1+5)/2=3 (2+4)/2=3
36




.|
o~ Algoritmo nao hierarquico: K-means

(2) Neste passo a distancia de cada item sera computada em
relacao ao centroide de cada grupo e se necessario, 0S
objetos serao realocados para o grupo mais proximo.

- —(2—-8Y +(0—-2) =13
uuoy = (2—5°+(0-2)° =13

aee=(2-3)+(0-3)" =10
Neste caso ha necessidade de realocacao de A para o grupo
BC, sendo que os centroides dos grupos devem ser

recalculados.

Centroide
Objeto X, X.
D 8 4
ABC 2,667 2

LY

/' N\
(0+4+2)/3

(5+2+1)/3 37




.|
o~ Algoritmo nao hierarquico: K-means

Recalculando as distancias dos objetos para o centroide dos
grupos e checando a possibilidade de realocacao, tem-se:

d;_oz 52 diha.ozl3 dé.o =49

d;.wsc::. =4.44 di;.-:Asc:- =5.44 d;.(ABC:- =6.77

Nenhuma realocacao deve ser realizada, pois os objetos t€ém menor
distancia para os respectivos grupos aos quais eles pertencem.

ltem (disténcia quadratica p/ centroide)

Grupo A B C D
D 52,0 13,0 49.0 0,0
ABC 4.4 5,4 6,8 32,4

Para realizar uma checagem da estabilidade de a particao
alcancada é recomendavel executar novamente o algoritmo
com uma nhova particao inicial. 28



.|
= Escolha do método: Hierarquico ou Nao-hierarquico?

\

e N3ao ha uma resposta certa: depende da situacao

e Hierarquico exige menos capacidade de processamento e
evidencia outliers

e Nao-hierarquicos exigem escolhas de sementes, mas sao

menos suscetiveis a outliers, a escolha de medidas e a
variaveis inapropriadas

e Tomar um conjunto de dados com uma estrutura de
grupos conhecida e ver se o algoritmo é capaz de
reproduzir essa estrutura.
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.|
Escolha da quantidade de grupos e interpretacao

By

Escolha da quantidade de agrupamentos formados
interpretacao e validacao dos agrupamentos.

Nao existe um procedimento padrao.

Sugestoes:

e Olhar varias medidas de similaridade

 Fazer julgamento teorico

* Fazer analise para diferentes amostras

e Utilizar novas variaveis que teoricamente comprovam os
clusters
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