Determine o espectro de energia e os autoestados do
operador hamiltoniano unidimensional

p?
H= o T Vo cos(koz). (1)

Resposta 1 Para este problema, é suficiente expandir o
ket |¢) na base |k),

|w:/%wwm. @)

Naturalmente, ha apenas um tnico niimero quantico a
ser considerado: k. A equacao de autovalor H|y) = E|t)
fornece

h2k?
2m

fil) = [ dbo) | + Vacosthn) | 1. @)
A acdo do operador potencial é conhecida somente na
base das posicoes, z|z) = z|z), de maneira que devemos
introduzir a relacdo de completeza, como exemplificado
a seguir:

Vo cos(koz)1|k) = /szO cos(koz)|z)(z|k).  (4)

Claro, a completeza nada mais é do que uma mudanga
de base. Na equagdo (4), realizamos uma mudanga de
base e para retornar a base original basta introduzir a
completeza novamente:

/szO cos(koz)1|2)(z|k) =
/ dzdk! Vi cos(koz) (K |2) (IR K).  (5)

Observe que ja é possivel realizar a integracdo de z,

/ dzdk Vicos(koz) (K'|2) (2 k) [K') =

E dk'dz (;) [ei(k;kfko)z + ei(k/,k+ko)z]|k/> _

2

= Yo [ s — (k4 ko)) + 6K — (k — ko))JIK) =

= %uk + ko) + |k — ko)) (6)

Da expressao acima, concluimos que a acdo do opera-
dor potencial Vj cos(koz) conecta o estado de momento
k para os estados de momento k + kg.

A substituicao deste resultado na equacao (3) produz

K2 k2
2m

% %
k) + 1k = ko) + [+ ko)
(7)

A determinacgio exata das autoenergias e autofungoes de-
pende, agora, das caracteristicas fisicas do sistema em
questdo. Se o sistema possuir um ntmero reduzido de

mw:/%wm{

estados de momento (dimensoes fisicas reduzidas, por
exemplo, comparéveis ao espagamento interatomico), en-
tao torna-se necessario encontrar a base que diagonalize a
equagao (7). Para sistemas com invariancia translacional
(por exemplo periédicos ou muito extensos), a solugéo é
muito mais simples.

a) Sistema invariante por translagéoes

Neste caso, observe que a fun¢édo de onda no espaco k,
¥(k), pode ser transladada. Isto permite reescrever a
equacao (7),

Hy) =

/gkrifww>+2%wk+m>+wk%»Lm.
®)

Ora, mas se como a funcdo de onda é continua,

bk + 0k) = (k) + ok (f;]f) +g (‘j;’lf>2+... (9)

Para sistemas invariantes por translacao, hé periodi-
cidade espacial das propriedades fisicas. Por exemplo,
a cada 20nm ha um 4tomo de carbono e, portanto, a
funcdo de onda carrega em si a periodicidade do po-
tencial devido ao C. Aqui, a periodicidade é escrita da
seguinte maneira:

w(k) = U e, (10)

onde a é o periodo espacial e u(a) é uma fungdo que
depende somento do periodo a. Substituido (10) em

9),
a?5k?

G(k + k) = [1+z‘a5k— +] P(k).  (11)

Por fim, substituindo o resultado (11) em (8),

m

sz/w{f“+%mwmﬂwmw, (12)

ou seja, as autoenergias sao

h2k?
E, = o + Vo cos(koa). (13)

b) Sistema finito

Para sistemas finitos, nao é possivel garantir a invari-
ancia por translacio e nem a disponibilidade de todos
os possiveis estado de momento. Isso é razoavel posto
que o conjunto de vetores de onda disponiveis depende
diretamente das dimensoes fisicas do espago conside-
rado. A implicagdo da finitude espacial é que a soma
> 0(K" — k £ ko)|k") pode ser nula caso o indice k'
ndo contemple k + kg, como acontece na equagio (6).



Como exemplo, considere o caso particular onde exis-
tem somente 2 estados de momento disponiveis, k1 =
ko e ko = 2kg. A representacdo matricial do operador
H fica

o —th%/Zm V0/2
]H< Vo/2  —R2k2/2m ) (14)

cujas autoenergias F1 e respectivos autoestados |+)

sao




