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Lugar das Ráızes

Função de Transferência de Malha Aberta

G (s) =
b(s)

a(s)

G (s) =

∏m
j=1 (s − zj)∏n
i=1 (s − pi )

zi : zeros de G (s)

pi : polos de G (s)
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Lugar das Ráızes

Função de Transferência de Malha Fechada (Ganho
Proporcional)

T (s) =
Y (s)

R(s)
=

KG (s)

1 + KG (s)

Equação caracteŕıstica

1 + KG (s) = 0
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Lugar das Ráızes

Definição:

Lugar geométrico no plano complexo das ráızes da equação
caracteŕıstica 1 + KG (s) = 0 quando se varia o ganho K de 0

a ∞.
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Lugar das Ráızes

Exemplo

G (s) =
1

s(s + 1)

Equação caracteŕıstica

1+KG (s) = 0

s2+s + K = 0

pi =− 1

2
±
√

1− 4K

2
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Lugar das Ráızes

Equação caracteŕıstica

1+KG (s) = 0

1+K
b(s)

a(s)
= 0

a(s)+Kb(s) = 0

Outra forma

G (s) = − 1

K
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Lugar das Ráızes

G (s) = − 1

K

K real positivo ⇒ G (s) real negativo:

fase de G (s) = 180◦ ⇒ ∠G (s) = 180◦

K real negativo ⇒ ∠G (s) = 0◦
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Lugar das Ráızes

Nova definição:

Lugar geométrico no plano complexo onde a fase de G (s) é
180◦ (∠G (s) = 180◦).
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Lugar das Ráızes

Exemplo para a construção do Lugar das Ráızes (LR)

G (s) =
1

s[(s + 4)2 + 16]
=

1

s(s + 4 + 4j)(s + 4− 4j)

Passo 1: Plotar no plano complexo os pólos (×) e zeros (◦)
de G (s)
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Lugar das Ráızes

Passo 2: Determinar o LR sobre o eixo real

Se o número de pólos e zeros à direita de s0 é ı́mpar, então s0

pertence ao LR
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Lugar das Ráızes

Passo 3: Desenhar as asśıntotas do LR para K →∞

G (s) = − 1

K
⇒ G (s) = 0

Primeiro caso: o LR tende para os zeros

b(s) = 0
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Lugar das Ráızes

Segundo caso: o LR tende para o infinito

Quando n > m e s →∞

1 + K
sm + b1s

m−1 + · · ·+ bm
sn + a1sn−1 + · · ·+ an

= 0

Aproximado por

1 + K
1

(s + α)n−m
= 0
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Lugar das Ráızes

Ângulo das asśıntotas

φl =
180◦ + 360◦(l − 1)

n −m
, l = 1, 2, · · · , n −m

Ponto de cruzamento das asśıntotas, α

α =

∑n
i=1 pi −

∑m
j=1 zj

n −m
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Lugar das Ráızes

Passo 4: Determinar ângulo de partida do pólo k

φk =
m∑
j=1

ψj −
n∑

i=1,i 6=k

φi − 180◦

ψj = ângulo entre o zero j e o pólo k
φi = ângulo entre o pólo i e o pólo k
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Lugar das Ráızes

Passo 4: Determinar ângulo de chegada do zero k

ψk =
n∑

i=1

φi −
n∑

j=1,j 6=k

ψj + 180◦

ψj = ângulo entre o zero j e o pólo k
φi = ângulo entre o pólo i e o pólo k
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Lugar das Ráızes

Passo 5: Determinar os pontos de cruzamanto com o eixo
imaginário

1) Critério de Routh

2) Substitua s0 = ω0j na eq. caracteŕıstica e determina-se K e
ω0
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Lugar das Ráızes

Passo 6: Determinar os pontos de separação de partida e de
chegada

f (s) = a(s) + Kb(s) = 0

Múltiplas ráızes

f (s)

ds
=

da(s)

ds
+ K

db(s)

ds
= 0

K = −a′(s)

b′(s)

Condição necessária

a(s)b′(s)− a′(s)b(s) = 0
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Lugar das Ráızes

Dois segmentos se separam em ±90◦

Três segmentos se aproximam com ângulo relativo de 120◦ e
se separam com rotação de 60◦.
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Passo 7: Desenhar o Lugar das Ráızes
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Determinação de K pelo Lugar das Ráızes

Da equação caracteŕıstica

K = − 1

G (s)

Condição ∠G (s) = 180◦

K =
1

|G (s)|
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Determinação de K pelo Lugar das Ráızes

Exemplo: ζ = 0, 5⇒ s0 = −2 + 3, 4j

|G (s0)| =
1

|s0(s0 − p2)(s0 − p3)|

=
1

|s0||s0 − p2||s0 − p3|

Portanto

K = |s0||s0 − p2||s0 − p3| = 4× 2, 1× 7, 7 = 65
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Determinação de K pelo Lugar das Ráızes

Fórmula geral

K =

∏n
i=1 |s0 − pi |∏m
j=1 |s0 − zj |
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