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Regra de Leibniz

Regra de Leibniz 1-D

Célculo da derivada de uma integral que € funcio do parametro ¢,
quando os limites de integracdo sao fungdes arbitrarias do parametro.

Para 1-D, se F = f x2(1) V. (x, 1) dx, como calcular dF 7
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Regra de Leibniz

Regra de Leibniz 3-D

Podemos introduzir a derivagdo dentro da integral, mas devemos
acrescentar o fluxo de f (x, ¢) V. na fronteira do recinto.
Generalizando a 3-D:

dF 9

4 / mf(rc, ) (Ve - i) dA

Notar que F é uma quantidade extensiva, enquanto f (r, ¢) é uma
quantidade intensiva (por unidade de volume) expressa em forma de
campo. A varia¢do do volume, caracterizada por V., é arbitrdria.
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Regra de Leibniz

Teorema de transporte de Reynolds (TTR)

O volume V e a forma em que varia no tempo definem o volume de
controle (CV) e a superficie de controle (CS). Consideremos um
sistema de particulas, que chamaremos sistema. Vamos fazer as
seguintes suposi¢des adicionais:

m O sistema coincide com o volume de controle no tempo f.

m A velocidade na fronteira € igual a velocidade das particulas na

fronteira, isto é V. = V (r,, 1).

Nestas condigdes particulares, a expressdo anterior representa a
variag@o no tempo da magnitude extensiva F' acompanhando o
sistema de particulas, ou derivada material (ou substancial
conhecida como teorema de transporte de Reynolds (TTR):

Dt,eé

/ NV + [ fre, 1) (V-ii)dA
CV CS
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Regra de Leibniz

TTR, volume de controle deformavel

O TTR permite calcular a derivada temporal lagrangeana de uma
quantidade extensiva F' (acompanhando as particulas) por meio de
operagdes realizadas no campos f e V. Eliminando a integral de
volume, podemos chegar a uma expressao equivalente para um
volume de controle deformavel com velocidade V.

DF d

Dr =i o OOV [ F e ) (Vi) ad

onde V, =V — V. ¢é a velocidade das particulas na fronteira relativa a
velocidade de variagdo da fronteira. Notar que, embora o resultado é o
mesmo, as instrugdes para as operagdes em cada um dos termos é
diferente.
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Conservagdo da massa

Conservagao da massa

Massa de uma particula: 0M = pdV .
Massa M de um sistema de particulas:

M(t) = /Vpdv

Lei de conservagao da massa: a derivada material da massa de um

sistema de particulas € zero.
DM

Dt

Por inspecdo, resulta F = M e f = p. Assim, resultam:

/ pdv+/ p(V-it)dA =0
cv Ot cs

d
— pdV + / p(V,-it)dA =0 (CV deformével)
dt Jey cs

J. L. Balifio PME-EPUSP

7126



Conservagdo da massa

Vazoes massica e volumétrica

Vazao mdssica riz (volumétrica Q): quantidade de massa (volume) que
atravessa a superficie A por unidade de tempo.

0V =V cosOdAdt =V, dAdt

n = V-iidAdt
0
0- / (V- i) da
—> A
14 = / p(V-it)dA
A
6A Para escoamento incompressivel:

m=pQ
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Conservagdo da massa

CV com entradas e saidas

Vaut

Noyt




Conservagdo da massa

CV com entradas e saidas uniformes

Se consideramos um volume de controle com paredes rigidas e um
nimero finito de entradas e saidas com propriedades uniformes,
resulta V - it = 0 nas paredes (impermeaveis), V - fi = V,,,,, > 0 nas
saidase V - i1 = —V,;;;, < 0 nas entradas. Supondo propriedades
uniformes nas entradas e saidas, resulta:

0
/CV 8—’5(1]/ + Z (pi VniAi)out B Z (pi VniAi)in =0

i

dp
o dV+Z ) g — Y (113)5 =0

Para escoamento permanente (% = 0) resulta:

Z (mi)out = Z (mi)in

i i
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Conservagdo da massa

CV com entradas e saidas uniformes

Para escoamento incompressivel (p = cte):

Z (VniAi)out = Z (VﬂiAi)in

i i

D (@) = D (1),

l l
Para uma entrada e uma saida, temos que:
Qour = Qin = 0 (t)

constante na posicao. Esta relagdo é conhecida como equagdo de
continuidade.
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Conservagdo da massa

CV deformavel com entradas e saidas uniformes

Considerando um CV deformdvel:

d
% pdV + E (pi VrniAi)()u[ - § (pi VrniAi)in =0
cv :

1

d . .

dt pdv+2(mri>out_2(mri)in =0
cv ; ;

Notar que as vazdes massicas sdo calculadas com a velocidade

relativa na fronteira.

Para escoamento incompressivel (p = cte):

dy

E + : (VrniAi)om - zl: (VrniAi)m =0
dv

E + (Qri)am - Z (Qri)in =0

i i
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Conservagio do momento linear

Conservagdao do momento linear

Momento linear de uma particula: 6P = MV = pV V.
Momento linear P de um sistema de particulas:

P(t):/VdeV

Lei de conservagao do momento linear: a derivada material do
momento linear de um sistema de particulas € igual a soma das forgas

exteriores. DP
E — ZF ext

Por inspecdo, resulta F = P e f = p V. Assim, resultam:

0
E Fex[:/ a(pV) dV‘f‘/ pV(Vﬁ)dA
Ccv ()

d
ZFext: / deV+/ pV(V,-ii)dA (CV deformdvel)
dt Jey cs
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Conservagio do momento linear

CV com entradas e saidas uniformes

Para um CV com um nimero finito de entradas e saidas uniformes:
0 . .
S = [ S V)@V S Vi)~ Y Vi),
Para escoamento permanente (% = 0) resulta:

ZFext = Z (ml Vi)out - Z (ml Vi)in

i
Para escoamento permanente com uma entrada e uma saida,
Min = Moy = N
ZFext =nm (V()ut - Vin)
Para escoamento incompressivel (p = cte) resulta:
ZFext =p [ 8 dV + Z Ql out Z (Ql Vi)in
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Conservagio do momento linear

CV deformavel com entradas e saidas uniformes

Para um CV deformavel com um nimero finito de entradas e saidas
uniformes:

d
S P =G [ VAV 3 i Vo = X G Vi),

Para uma entrada e uma saida, resulta:
d ) .
ZFext = - 1% VdV + ity out Vour — Mrin Vin
dt Jeoy

Para escoamento incompressivel (p = cte):

d
ZFext =p [dl /CV Vdy + Z (Qrout Vout) - Z (Qrin Vin)

1
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Conservagio do momento linear

Consideracoes particulares

m Equacio de conservagio vectorial (trés equacdes escalares):

0 o
Z(Fw)x:/cvat(pu) dV—i—/CSpu(V-n)dA

d
> (Few), = / pudV + / pu(V,-it)dA (CV deformavel)
dt Jev cs
m E necessdrio calcular F,,,. Para isto, existem diferentes tipos de
forgas: volumétricas, superficiais € de interfase (ndo
consideradas, por enquanto):

ZFext:FG+FT

m No caso em que a posi¢cdo r e a velocidade V sejam medido em
um sistema de referéncia ndo inercial, € necessario acrescentar
as forcas ndo inerciais.
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Conservagio do momento linear

Forcas volumétricas

Proporcionais ao volume (~ L3). Se G é o campo de forca por
unidade de massa, a forca volumétrica F; resulta:

Ccv

O exemplo tipico de forca volumétrica é o campo gravitacional; neste
caso G = g constante e F € o peso do sistema de particulas:

F :g/ pdV =Mg
cv

O campo gravitacional € conservativo, pois g = —VU,onde Y € a
energia potencial gravitacional. Se g = —gk, U = gz + cte.
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Conservagio do momento linear

Forcas superficiais

Proporcionais a superficie (~ L?). Seja f; = ‘SF Si aforga por unidade
de area (tensdo) resultante de retirar o meio externo ao elemento de
area 0A com normal 7. A relacdo funcional (transformacao linear)
entre tensao e versor normal define o tensor de tensées T .

Matriz associada (simétrica):

Tow Ty T
{Tij} = Ty Ty Ty

w Ty, Tz
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Matriz associada {T};}

No elemento Tjj, o subscrito i indica a dire¢do normal ao elemento de
area considerado, enquanto j indica a direcdo da tensdo; assim, se
i = j a tensdo é normal, enquanto se i # j a tensdo é de cisalhamento.
Para um versor normal de cosenos diretores /, m e n (cosenos dos

angulos formados respectivamente com os eixos x, y € z) resulta:
k

[Ty +mTyy +nTy;
[Tox +mTy: +nT

[Txx +m Txy +nTy )
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Conservagio do momento linear

Pressao e tensao viscosa

T=-pl+T1

onde p € a pressdo, I € o tensor identidade e T é o tensor de tensoes
viscosas. A pressao depende do estado termodindmico do fluido,
enquanto o tensor viscoso depende da viscosidade e da existencia de

taxa de deformagdo do fluido.
1

0 0
Como {/;;} = ( 0o 1o ), resulta —p I - 1 = —pii, isto é, a pressao
age sempre na direcdo contrdria ao versor normal, com um médulo
independente da dire¢do (principio de Pascal).
Fr=F,+F,

F,= / (—p)itdA (forga de pressdo)
cs
F, = / T -idA (forca viscosa)
cs
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Conservagio do momento linear

Forcas ndo inerciais

Aparecem quando a posi¢do r e a velocidade V sdo medidas em um
sistema de referéncia ndo inercial, para satisfazer a equacao de
conservagdo do momento linear; elas ndo satisfazem o principio de
acdo e reacdo. O sistema nio inercial xyz rota com velocidade angular
2 e se desloca com posi¢do R em relacdo ao sistema absoluto XYZ.
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Conservagio do momento linear

Forcas ndo inerciais

E necessario acrescentar a for¢a nfo inercial Fy;:
Fy; = / pan;dV
cv

R dQQ
d +d—><r+2Q><V+Q><(Q><r)

anr = [dﬂ dt

onde identificamos respectivamente as acelera¢des da origem do
sistema ndo inercial, angular, de Coriolis e centrifuga.
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Conservagdo do momento angular

Conservacdo do momento angular

Momento angular de uma particula ao redor da origem de
coordenadas 0: 6Hy =r x (0MV) = p(r x V) 6.
Momento angular P de um sistema de particulas:

Hy(t)= [ p(rxV)dy
%
Lei de conservacao do momento angular: a derivada material do

momento angular de um sistema de particulas € igual a soma dos
momentos das forcas exteriores.

DH,
W = ZMextO

Por inspecdo, resulta F = Hy e f = pr x V. Assim, resultam:

ZMEX,O:/Cergt(pV) dV+/ p(r X V) (V-ii)dA

cs

d
ZMWO = / p(rxV)dy +/ p(rxV)(V,-ii)dA (cV deformavel)
dt Jcy cs
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Conservagdo do momento angular

CV com entradas e saidas uniformes

Para um CV com um nimero finito de entradas e saidas uniformes:

0
E M,, :/ rx —(pV)dy
t0 cv at( )
—1—5 (m,-rixV,-)m,,—E (riri x Vi),

i
Para escoamento permanente (% = 0) resulta:

ZMexto = Z (rir; X Vi) — Z (ir; x Vi),

i i

Para escoamento permanente com uma entrada e uma saida,
Mip = Moy = N

ZMeXIO — m(rout X Vout —Fip X Vl)
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Conservagdo do momento angular

CV deformavel com entradas e saidas uniformes

Para um CV deformavel com um nimero finito de entradas e saidas

uniformes:
ZMextOZd/ p(rXV)dV
dr Jey
+Z (i1 X Vi)()u, - Z (rivy i1 X Vi)in

Para uma entrada e uma saida:

d
ZMextOZdI/ p(rXV)dV

cv
+mr out Four X Vout - mrin Iip X Vin
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Conservagdo do momento angular

Momento das forcas exteriores

Consideramos o momento das for¢as volumétricas, de pressdo,
viscosas e ndo inerciais:
ZMexIO =Mgo+M,o+M,o+Mnio
Mgy = / pr X Gdy
cv
M,y = / (=p)r x ndA
s
Mv():/ rx (r-n)dA
Ccs

My o =/ pr X ay;dV
cv
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