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Aula 04 - Distribuicoes da Mecanica
estatistica classica

1. Uma mecanica para um sistema de muitas particulas:
a mecanica estatistica classica:

i. O teorema de Boltzmann para a distribuicao de grandezas
fisicas continuas e discretas. A independéncia das
distribuicoes espacial e de velocidades e o determinismo na
estatistica classica.

ii. A distribuicido de velocidades (Gaussiana) no equilibrio
termodinamico a partir do teorema de Boltmann — velocidade mais
provavel e velocidade média.

iii. A distribuicdo de modulo de velocidades (Maxwelliana) no
equilibrio termodinamico a partir da distribuicdo de velocidades.
Medidas experimentais dos modulos de velocidade.

iv. Aplicagao. Conceito e calculo de velocidade mais provavel , menos
provavel, média do mddulo e média do mddulo ao quadrado.
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A deducao do teorema de Boltzmann

Baseou-se nos métodos (matematicos) estatisticos do cdlculo
de probabilidades, maximizando a entropia de um sistema de
muitos N constituintes com energia total constante igual a
soma das energias de cada constituinte.

Adotou que a média da energia cinética é 3kT/2, como
impoe a hipotese (fato se preferir) que todas as direcoes sao
igualmente proquels para o movimento do centro de massa
dos constituintes, como proposto por Maxwell.

Na Referéncia: Cap. I: “Teoria Cinética dos Gases” do livro
Fisica Atomica de Max Born (em portugués) ha uma
deducao simplificada que pode ser util.
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Teorema de Boltzmann

Em palavras no caso de distribuicao de particulas: a funcao
distribuicao é a fracao de particulas na posicao 7 = (x, y,z) dentro
do volume dV = dxdydz e com velocidade v = (v,, vy,vz) dentro do
volume de velocidades dv = dv,dv,dv, por unidade de volume aVv

e de velocidade dv.

Observacao: As palavras valem para quaisquer coordenadas

geralizadas e suas derivadas (espaco de configuracoes).

Demonstracao do teorema: disciplina de mecanica
estatistica classica.
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Teorema de Boltzmann

Atente as variaveis continuas da distribuicdao
geral e ao significado fisico dela

No caso particular de particulas sem estrutura, onde as

coordenadas cartesianas sao adotadas (espaco de fase):

( ) . 1 dN(X, y; Z, l?x, v}” UZ)
f XY, 2,Vx, Uy, Vz ) = N dxdydzdvxdvydvz

—e(5,3,2,9, vy, 7,)
=A
exp ( a )
J]f J]f f(x' Y, Z, Uy, 'Uy, Uz)dXddedvxdvydUz = 1
todas todas

posicoes velocidades

Y Y
Fisica V - Professora: Mazé Bechara



O movimento das particulas ¢ deterministico.

A teoria de Boltzmann é estatistica

A fracdo de particulas que estd em uma posicdo (x,y,z)
dentro de um volume dV=dxdydz com dada velocidade
(grandeza vetorial) dentro de um elemento de velocidade
dv,.dv,dv, e idéntica a probabilidade de uma par’rlcula do
sisfema ée N idénticas estar em uma dada posicao (x,y,z)
deniro de um volume dV=dxdydz com dada velocidade
(Vi Vy.V;) dentro do elemento de volume (dv,dv,dv,).

A distribvicdo de posicoes f(x,y,z) € independente da
distribuicao das velocidades f(v, v, v,), ou a probabilidade de
uma pqrhcula estar em dada posicao (dentro de um volume
dV) independe da probabilidade dela ter determinada
velocidade dentro de um volume dv,dv,dyv,

Estes fatos ndo ocorrem na dominio da mecdanica qudantica.

Aguarde!
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Teorema de Boltzmann

Enunciado para coordenadas generalizadas continuas

Um sistema com N constituintes em equilibrio térmico na
temperatura T tem todos o0s estados classicos (definidos pelas
coordenadas generalizadas de posicao e suas derivadas, ou espaco de
configuracoes) igualmente provaveis.

Entao, mostra-se que se a energia de uma particula é dada em
coordenadas cartesianas , a distribuicao normalizada de posicao e
de velocidade é dada por:
_ 1dN(q;,q;:) _ —£(q;,9;)
fQaiq) =5 dgdi. - A-exp|—

A é a constante de normalizacdo, ou seja, a que da sentido
estatistico para a distribuicao:

JIJ 1) (a5, 65 )daydg, =

todas todas

Errata: Onde se 1€ coordenadas cartesianas nesta pagina, leia-se
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Teorema de Boltzmann para energias discretas
atente ao significado fisico desta distribuicdo

Um sistema com N particulas em equilibrio térmico na
temperatura T com energias quantizadas ¢; € dada pela relacao:

fe) = Aexp ()

A constante de normalizacao A é determinada a partir da relacao:
NIOES
i

Questao: Vocé conhece algum sistema que tenha energias
quantizadas no universo fisico macroscopico?

A distribuicao nas energias discretas f(g;) é a fracao de particulas com
esta energia, ou seja, dN(g;)/N (N é o numero total de particulas).
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Comentarios sobre sistemas com
energias discretas

- A distribuicado é exatamente a fragdo de particulas
com dada energia discreta s;.

« Atencao: sendo as energias discretas nao cabe falar
em ‘“intervalo infinitesimal de valores de energia”’,
portanto também ndo tem sentido que a distribuicdo
seja “a fragdo de particulas por intervalo infinitesimal
de energia d¢&”.

 Confrariamente ao caso das distribuicoes de
grandezas continuas nos quais ndo tem sentido falar
em fragdo de particulas com certo valor da grandeza,
sem dividir pelo intervalo infinitesimal da grandeza.
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ma representacao do espaco das velocidades
(continuo)
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A distribuicao das velocidades para
qualquer sistema (gaussiana)

2
I mé2 1 my 1 m?

f(V)=f(v,v,,v,)=Ad% K Ale ¥ A% K =f(v,)f(v,)f(v,)

[T ) f(v,) £ (v,)dv,dv, dv, =1

todosy

3
mv2 mvf, mv? = m(vf+v§+v§)
.I: (\7) - dN (VX’VY’VZ) — m e_ZkT m e_m m e_2kT — ( m jz e 2KT
Ndv,dv, dv, 27K T \ 22kT 27K T 27K T

A distribuicao de velocidades é a mesma para todos os sistemas e independe
das outras variaveis da energia dos constituintes, em particular das variaveis
espaciais e da existéncia de forcas externas.

Isto nao ocorre na Fisica Quantica — aguarde!!
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A distribuicao normal ou gaussiana
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Uma representacao de um sistema de muitas

particulas no espaco de velocidades

Velocity distribution of the molecules in a sample of gas.
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Integrais uteis

E divertido e instrutivo mostrar I, e I, e a partir dessas duas
integrais determinar todas as demais, ja que:

(00)

dl 2
I, =——— ,sendo: I, = j x™e M dx
dA
0
n I, n I,
0o |2 [% O
2N A 2\?
1 3 [m
1 — =
2A 4 8\ A°
1 [m
> law
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Conceitos relevantes na mecanica estatistica

Distribuicoes de grandezas: continuas ou discretas.

Valor mais provavel da grandeza de uma distribuicao —
significado fisico: € um valor da grandeza no qual se observa

com maior frequéncia, dentre os possiveis, nos constituintes
do sistema, dentro de um intervalo infinitesimal da grandeza,
no caso de grandeza continua. A distribuicao do sistema
naquele valor da grandeza tem o seu maior valor.

Valor menos provavel da grandeza de uma
distribuicao — significado fisico: € um valor da grandeza que
se observa na minoria dos constituintes do sistema, dentro de
um intervalo infinitesimal da grandeza, no caso de grandeza
continua. A distribuicao do sistema naquele valor da grandeza
tem o seu menor valor.

Obs. Nem sempre os sistemas tém valor menos
provavel.
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Definicoes relevantes na (mecanica)
estatistica

« Valor médio: a média da grandeza considerados todos os
elementos do sistema.

Ex: (%) = [[f, f@)vdv

« Observacoes:

1. Se a grandeza é vetorial, valores médio sao vetoriais; se a
grandeza é escalar os valores sao escalares. As
distribuicoes sao sempre escalares.

2. Se a grandeza é discreta substitui-se no calculo da média,
a integral por somatoria.

Aqui “elementos do sistema” significa o mesmo que “constituintes do sistema”.
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Estados com (velocidades #s)
mesmo modulo de velocidade

Figure 10.5 Velocity space.
The number of states with

speeds between v and v + dv is
proportional to the volume of a
spherical shell with radius v and
thickness dv.
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James Clerk Maxwell (1831 —1879)

fisico e matematico escoces.
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A distribuicdo de modulos de velocidades
(funcdao maxweliana)
demonstracao em aula

( Yo o, M)
f(v)=4r M_1%\2e 2
 27KT

Veja que pelo teorema de Boltzmann a distribuicio de modulo de velocidades é a
mesma para todos os sistemas. Independem das outras variaveis da energia dos

constituintes.
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