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Edgard S. Almeida Neto [versdo preliminar] Julho de 2011 3

Se a superficie média for curva, o elemento é denominado casca. Se ela for plana, a de-
nominagdo depende do carregamento atuante: chapa, quando os esforgos externos estao
contidos no plano médio, e placa, quando os esforcos externos atuam perpendicularmente

ao plano médio.

Nos problemas de comportamento linear, um elemento plano submetido a um carrega-
mento genérico pode ser sempre representado por uma chapa mais uma placa. Este € o

caso das ‘placas’ de expansdo do microcomputador da Fig. 3.

’.

De volume, quando as trés dimensoes tém a mesma ordem de grandeza, Fig. 2-c. E o caso

de parafusos, porcas, blocos de fundagéo, nés de pérticos etc.

Os termos barra, folha e bloco sdo usualmente empregados para designar, respectivamente,
os elementos lineares, de superficie ¢ de volume. Por exemplo, o arco é uma barra curva e a

casca é uma folha curva.

(a) Barra

{—

bhxt

Fig. 2: Classificagio quanto & geometria: (a) estrutura linear, (b) de superficie, (c) de volume.

1.2 Estruturas Reticuladas

Estrutura reticulada é aquela formada apenas por elementos estruturais lineares. Dizemos que
uma estrutura reticulada é plana quando suas barras apresentam um plano central! coincidente
com o plano médio da estrutura e os esforgos externos ou estéo contidos no plano médio (vigas
poligonais e pérticos planos) ou atuam perpendicularmente a ele (grelhas).

A seguir, introduzimos os conceitos de barra, trecho e né visando facilitar a descrigio das

estruturas reticuladas.

1Plano definido pelo eixo longitudinal da barra e um dos eixos centrais-principais da ST.

Fig. 3: Elementos estruturais de um microcomputador.

1.2.1 Barra

2

Barra é o elemento sélido gerado por uma figura plana, nfio necessariamente constante, que
se desloca no espago permanecendo normal & trajetéria de seu baricentro, Fig. 4.

O lugar geométrico dos pontos ocupados pelo baricentro da figura plana recebe o nome de
eizo longitudinal da barra. As intersecgbes dos planos normais ao eixo com o sélido gerado
definem as segdes transversais da barra (STs), as quais coincidem com a figura plana para
um ponto arbitrario do eixo. Os adjetivos reta e curva designam barras de eixos retos e
curvos, respectivamente. A barra reta de segfio transversal constante recebe o nome de barra

prismdtica.

Eixo

(a)

Fig. 4: Eixo e secfo transversal de uma barra (a) genérica, (b) prismatica.
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3.1 Tipos de Forga

Existem dois tipos de forga que descrevem a interagdo entre sélidos: forgas distribuidas de

superficie e forcas distribuidas de volume.

Forgas de superficie — forgas que atuam nas superficies dos sélidos, como a pressio de um

liquido, as forgas de atrito etc.

Forgas de volume — forgas que atuam nas particulas que compdem o sélido, sem que haja
contato entre os sélidos. A forga gravitacional e as forcas eletromagnéticas sac exemplos

conhecidos.

Essas forcas s@o também conhecidas por for¢as de contato e forgas de massa, respectivamente,
o que acentua o fato de admitirem interpretagGes fisicas. A Mecénica também emprega forcas
idealizadas, ou seja, for¢as definidas a partir das resultantes parciais ou totais das primeiras,

Fig. 7. Por exemplo,

Forga distribuida sobre linha — forga por unidade de comprimento representando forcas
distribuidas em superficies estreitas ou em volumes alongados. A forca distribuida tem
grande aplicacao nas estruturas reticuladas, sua intensidade sendo obtida a partir do
conceito de esforgos mecanicamente equivalentes em uma superficie cu volume elementar

carregado, Fig. 8.

Forca concentrada — resultante de forgas distribuidas em pequenas superficies ou volumes

aplicada pontualmente.

Representagoes
Forga de r ]
superficic Forga Forca
sobre linha concentrada,

[F)

Fig. 7: Aproximacdes sucessivas da forga de contato [3].

7 YRR RN R R P Forga de superficie ¢ Forga de volume
EENEFENENREE
W . i wﬁnaa vyAdx ﬁm.n_a
[E] : B ' P2
QEN
i 77 A .
w\?,_:h:::_\_wf“: JIM
: ”" ‘,\ﬁw _SH\TA
_ A S P
7 ¢
/ B dz

Fig. 8: Célculo da forga distribuida sobre linha. Viga submetida a forgas distribuidas p, e ps
mecanicamente equivalentes a forca de superficie g e ao peso préprio da viga.
. 3.2 Classificacao dos Esforc¢os

Os esforcos podem ser classificados em externos e internos & estrutura.

o Os esforgos externos decorrem da interagio entre a estrutura e os sélidos que a rodeiam.

Eles podem ser
— alivos, correspondendo a esforgos aplicados, tais como o peso préprio, a pressio de
um liquido, o efeito de um campo eletromagnético;

— reativos, ou simplesmente reacdes, correspondendo a esforgos introduzidos por

vinculos externos para manter a estrutura em equilibrio.

Eles

admitem duas representacoes bastante distintas nas estruturas reticuladas, a primeira

e Os esforcos internos descrevem a interacio entre partes da mesma estrutura.

expressa nos pontos do sélido e a segunda resumida as se¢des transversais das barras:

— tensdes, esforgos internos pontuais descrevendo a interaco entre particulas;

— esforgos solicitantes, resultantes de forga e momento que descrevem a interacdo no
plano da ST.

| 3.3 Esforcos Solicitantes

_ Considere-se uma barra em equilibrio sob a agdo de esforgos externos. Seja « um plano

perpendicular ao eixo, cuja intersecgdo com a barra a subdivide nas partes I e II indicadas na

| Fig. 9. Se a barra est4 em equilibrio, suas partes também tém que estar. Como os esforcos
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Por outro lado, o equilibrio de forcas na parte II fornece
SR RT=0
k

portanto,
.NH _ M .Nﬂwz
k
O equilibrio de momentos em relagdo a G fornece

Mﬁwxﬁwzn_..mgdu_ugdﬂbv
k l

logo,
Y SUPPINS v
k !
O

Embora o teorema do corte tenha uma demonstragéo simples, o seu emprego facilita bas-
tante o cdlculo dos esforgos solicitantes nas STs. Adicionalmente, ele permite que se desenvolva

a idéja intuitiva de transmissdo de esforgos nas estruturas abertas.

3.4 Tensao

Definicao — tensao de Cauchy

Seja V' um sélido em equilibrio sob a acdo de esfor¢os externos, Fig. 13. Seja P um ponto
qualquer de V e sejam I e I as duas partes em que o sélido fica dividido quando ele é
interceptado por um plano imagindrio « passanco por P. Seja A a figura plana resultante da

intersecgao de V e o plano a.

Fig. 13: Sélido V interceptado por um plano imagindrio & e o equilibrio de suas partes,

Se o sélido V' estd em equilibrio, suas partes I e IT também estao erm equilibrio. Como

os esforgos externos em I néo est@o necessariamente equilibrados, evidenc a-se a existéncia de

12

esforgos transmitidos de II para I através de A que possibilitam o equilibrio. Esses esforcos,
por aparecerem no interior do corpo, sdo chamados de esforgos internos. A distribuicdo dos
esforcos internos na ST é desconhecida e sua determinacao é um dos cbjetivos da Resisténcia
dos Materiais. Admitiremos que seja sempre possivel calcular sua resultante de forca em uma
pequena drea AA ao redor do ponto P e que o momento correspondente tenda a zero quando
AA tender a zero.

Seja AF a resultante dos esforcos internos exercidos pela parte II na parte [ e transmitidos
através da drea AA ao redor de P. A lei da agdo e reagio garante que a resultante exercida
por I em II é igual e de sinal oposto a AF, Fig. 13. A tensdo média no ponto P, considerando

o plano « e a drea AA, é definida por

AF

Pa AA)= —.

Pon )= A7

Admitindo que distribui¢fio dos esforgos internos na secao seja continua, definimos vetor tensdo
no ponto P e no plano « por

p(Pa) = Dmmmo AA

Diferentemente do conceito de vetor aplicado, o vetor tensdo p depende também do plano .
Contudo, observamos que fixado o ponto e o plano, e somente neste caso, podemos lidar com

p usando a algebra vetorial.

Fig. 14: Vetores de tensdo no mesmo ponto, mas em planos distintos.

Uma abordagem mais abrangente desenvolvida por Cauchy permite representar as com-
ponentes do vetor tensdo p no ponto P em funcfio do plano «. Essa abordagem faz uso de

uma entidade matemé4tica denominada tensor e d4 origem ao tensor das tensées T'.

Componentes de p associadas ao plano o

Fixado o plano «, ou equivalentemente o seu versor normal externo 7, é usual decompormos

o vetor tensao p no ponto P nos vetores normal o e tangencial T ao plano, denominados vetor
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Fig. 17: Esforcos solicitantes e componentes de tensdo na secao transversal.

conforme indica a Fig. 17,

I

dN = o dA, dV} = 15y dA, dV = 7, dA,

z

dM, = o zdA, dM, = —oydA, dM, = (T, y — oy 2) dA

em que os sinais dos momentos so obtidos usando a regra da mao direita e, excepcionalmente,
o asterisco € usado para indicar forgas cortantes concordando com os sentidos dos respectivos

eixos’. Integrando na secio transversal, obtemos

.ZH\Q&\#
A

»\,\@H.\Qmm\r
A

S* = \ﬂaea} V= .\ﬂﬁ dA,
A A
(3.6)

iNHI\Q@QP Ea“\?ﬁ@lﬂﬁuva\r
a

A

Repare que obter os esforcos solicitantes uma vez conhecidas as tensoes é relativamente sim-
ples. As relagbes contririas requerem, além das equagdes de equilibrio, hipdteses de distri-

buicdo de tensoes.

4 Apoios

Apoios sao dispositivos pontuais que vinculam a estrutura a outros sistemas estruturais res-

tringindo seu movimento. Existem trés tipos bésicos de apoio:

"Lembrar que o sinal da forca cortante foi definido 2 partir do ponto de vista dc observador e nio dos
sentidos dos eixos na Segdo 3.3.

16

apoio simples (articulagdo mdvel) — impede deslocamento na dire¢ao normal a um plano

estabelecido;
apoio fixo (articula¢do fira) — impede qualquer deslocamento do ponto;

engaste engaste(engastamento) — impede qualquer deslocamento e rotacdo do ponto.

A Tabela 1 contém as representagbes usuais dos apoios e as reagdes mobilizadas. Note que
o nimero de reagoes é sempre igual ao ndmero de vinculos, ou seja, ao niimero de restrigbes
impostas aoc movimento do ponto. A decomposicdo em componentes justifica-se quando a
direcdo da reacdo é desconhecida. Os vinculos de deslocamento mobilizam forcas reativas,
enquanto os vinculos de rotagao mobilizam momentos reativos. Combinagoes de vinculos
originam outros tipos de apoio, como por exemplo engastes méveis nas diregoes longitudinal

e transversal ao eixo da barra junto ao engastamento, Fig. 18.

Tabela 1: Tipos basicos de apoio no plano.

Apoio Modelo fisico Representagoes ReagOes

Simples

Fixo

Engaste

Na representacao de apoios de estruturas tridimensionais, uma combinacio muito maior de

vinculos é possivel. Uma préatica corrente consiste em indicar os vinculos de deslocamento por
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,_

(a) (b) (©)

1

4442

Fig. 22: Estruturas hiperestéticas: (a) externamente, (b) internamente, (c) interna- e exter-
namente.

A
-

e

Criticas Estruturas cuja verificacdo do equilibrio requer que as equagbes da estética sejam
escritas na configuragio deformada. O equilibrio é possivel por que elas conseguem
mobilizar, na configuracao deformada, esforgos internos e esforgos reativos capazes de

equilibrar os esfor¢os aplicados.

Fig. 23: Estruturas criticas: mobilizagio de (a) forgas normais inclinadas e (b) forgas bindrias
nos apolos.

Nota 1 A classificagdo quanto a estaticidade é uma caracteristica da estrutura e independe

do carregamento.

Muitas vezes o reconhecimento do tipo de estrutura é mais simples se examinarmos os
movimentos de corpo rigido’® da estrutura e a vinculacio (interna e externa) capaz de restringi-

los.

e Uma estrutura hipostéatica apresenta um ou mais movimentos de corpo rigido, podendo

envolver toda a estrutura ou apenas parte dela.

e Uma estrutura isostatica nao apresenta movimentos de corpo rigido, mas passa a apre-

sentar se um vinculo qualquer for eliminado.

e Uma estrutura hiperestatica nao apresenta movimento de corpo rigido e continua nio
apresentando se um ou mais vinculos, denominados redundantes ou excedentes, forem

eliminados.

¢ Uma estrutura critica apresenta uma tendéncia de movimento em relagao ao qual a es-
trutura néo opde resisténcia na configuragio indeformada, mas comega a opor assim que
o movimento se inicia. Nesta situagfo, a mobilizacdo da estrutura ocorre gradativamente

com grande néo-linearidade entre as deformagses e os deslocamentos.

As estruturas planas com até dois vinculos externos sfo necessariamente hipostéticas,
entretanto, um nimero maior de vinculos ndo implica em que a estrutura seja isostatica ou

hiperestatica, Fig. 24.
A 2\

) ®) & ©

A

Fig. 24: Estruturas planas com trés vinculos: (a) hipostdtica, (b) e (¢) criticas.

Grau de Hiperestaticidade

Grau de hiperestaticidade (GH) é o nimero de vinculos redundantes (externos e internos) que

devem ser removidos para que a estrutura se torne estaticamente determinada (isostética).

9Movimentos sem deformacio, decomponfveis em movimentos de translagio e rotacio da estrutura ou de
seus elementos estruturais.
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tensao, 8§, 11
convencao de sinais, 13
de cisalhamento, 13
média, 12
normal, 13
tangencial, 13
teorema
do corte, 9
dos esforcos solicitantes, 9
trecho, 5

vetor tensao, 12
de cisalhamento, 13
normal, 12
tangencial, 13
vinculo
excedente, 20

redundante, 20

23
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SoLugAo  Resolvendo a equacio diferencial %ﬁ = —p(z), temos
Y psen ™
dz? = —Pposen 7
dM  pot T
= — = — —_— Q
V(z) iz €S +Cy,
M(z) = Hg|Nmmmnm._.0< z+C.
e S..w 7 1 2.

As constantes de integracdo sio obtidas a partir das condigdes de momento fletor nulo
nas extremidades,

M@O)=0 = (=0,
M) =0 = C; =0

B0l
pl Tz /._/EL ;
Viz)= — o8, Bot
M(z) = @M|Mm sen H&H ék a

pof®
S.N

p(z) = posin T3
Problema 1 Trace os diagramas de estado .
para a viga em balancgo ao lado.

1.2 Tracado dos Diagramas de Estado por Trechos

O conhecimento de como os esforgos solicitantes variam num trecho de barra possibilita
tragarmos os diagramas de estado a partir dos valores nas suas segoes extremas. Mesmo
para o carregamento distribuido da Fig. 3, podemos tragar o diagrama de momentos sem
calcular valores intermedidrios. Nesse caso, a equagio do momento é dada por
Mp— M 7
M(z)=-La2 4 At + ulva + My

2 { 2
em que M4 e Mp sdo os momentos fletores nas segoes extremas afastadas de £. Empregando
as propriedades da pardbola, a construgao gréfica do diagrama segue os seguintes passos:

e desenhe a linha tracejada ligando os momentos M4 e Mp, lembre-se que os momentos
fletores sdo desenhados do lado tracionado;

e a partir do ponto médio da linha tracejada e @memd&oﬁmﬂbmcﬁm a0 eixo da barra,
marque dois pontos no sentido de p distantes _ﬁw

Fig. 3: Trecho submetido a um carregamento uniforme.

e no meio do trecho, a pardbola passa pelo primeiro ponto e a tangente é paralela & linha

tracejada;

e nas extremidades, a pardbola é tangente aos segmentos pontilhados que ligam o segundo

ponto aos momentos M4 e Mp.

Exemplo 2 Trace os diagramas de
forga cortante e momento fletor para
a viga ao lado.

SOLUGAO

14

w

I

S
==
T
e—
le—
e

o fe—y

Fig. E 2-1: Esforcos nas segGes.
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=0
@._ . 5kNm 16 A

2,5

Z = &) — I=125m . T : 1 1+ *
2,5 = 2,548, l Ha=6 \A\la\\ﬂﬂ!a b H ﬂ _ H _ ‘
_|_/. @_ _ —X 3m mA,J..ﬁ 4m swu
; I / 35| KN ﬁ s H
Ra

M,=-5x3+6x1=-9 My=-9x4+16%x2=—-4

6
PA N/m
4 4
R (T,
Fig. E 3-2: Digramas de estado. 7 7 9
Fig. E4-1. Esforgos nas secoes.
10kN
Problema 2 Trace os diagramas de estado ._ o' TR
para a viga ao lado e determine os valores ex- 5kN/m i 16 kN m
tremos do momento fletor. -
R.: :menmmn:nzgu EEF = —16kNm. I dm 1 4m

/V l@lmmuLﬁ DmAm\,x:mx@._.mnmxi;ﬁnp
= > Rs=-5kN, Rp=—9KkN.

b

(verif) ~a{ —6x2+5+8x3-16x5+9x7=0.
Sl 4kN/m A

Exemplo 4 Trace os diagramas de A \A\*\ﬂ\ﬁ\joﬁ q ﬁ ﬁ ﬂ _ ﬁ.%m e Célculo do momento fletor maximo
im

estado e determine a se¢do em que X dm ¥
_. 10kN /4
atua o miximo momento fletor.

wis

L
4
3 A !4z

2
V(z) Hlm+m =0 - £=2,739m,

6 s
) ) . 6 . HD ,:.,ﬁ__.\)hl
Fig. E4: Barra com carga linear, a outra raiz estd fora do intervalo; |Vh " ...ﬂlm
) 472 =z 213 5 V(z)
SoLUGAO Mle)==8xo+ g xg=-5xz+ 5, | A—
Mmsx = M(2,739) = 9,129 kN m. Fig. E4-2: My, em AC.
481 s
: bl
v |
M(s) =4 —Ts + 25 Aﬂ e mr h
V(s)=-T+4s —» z=175m i Vis)
Mupay = M(1,75) = 10,125kNm _ g ]

Fig. E4-3: M ;:x em CB.
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1T§+mnp > Hp=3N,
1{Rp-2-4=0 = Ro=6Y,
3l|§+mxw+@|wiixauo = Mp=3GNem.
(verif,) ?q#|mm|w§_+mxu|uxw+m+§pnp
»2« 4 [
2cm
||.|..|.|L-.|
wﬁﬁw My mldmza.n
n1 AT
36 2f 4
(3 w57
= . Gem L]
NS T i A
6 8 33—
6 J\;
a
= b -3
o
,_ﬁ = ﬂz
r 16
wzlv.,_.ﬁw.pﬁl
4
Fig. E6-1: Esforgos nas segoes.
=0 =0 ool ||
d o
@t [TIerT]
' ] T T _
y ﬁ
1 3
Am 4 16
= T Ten

@

Fig. E6-2: Digramas de estado.

[(¥] N

11

12

SoLugio
- ﬁ Ha—45=0,
1{ Ra+Rp =50

~A ﬁ —804404+50x4—45% 1,5— Rgx5=0

—

= Hy=45kN,
Rp=1835kNm,
R4 =31,5kNm.

15 kN/m

(verif) ~p ﬁ —80+31,5x5+40-50x 1 —45x 1,5=0.
mamnzs —
'
El hm
- 13-11
= 25kN/m
™~ !
80 w3ps s osos Plsefs
- — E - - - -

__,mH ﬂ 2m im 2m 4 4

4.6 e Nas
40
2 S pm... % 54 S 5 "
Sa. L]
.,wmvﬁ_ B _ﬁwa lTMMm
315 315 815 315
Fig. E7-1: Esforgos nas secoes.

—

. —i
S80kNm !
> —
| o I
Exemplo 7 Trace os diagramas de & T Siim 3 |
estado para a viga poligonal biapoi- _ _ \}t fle—o|
Ha _
ada ao lade. — L L ¥, |
A 2m 1m 2m  _AB

Ry

Fig. ET: Viga poligonal biapoiada.

15 kN/m
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| Secdo A
7 \
M F,=0 ﬁ R,=0 = R;=0 _ @f. Segdo By [a,b,c] ! Sogio Cy
Fy=0 {R,+2=0 = R, =—-2kN 4
pT u\ﬂ 6
> F,=0 {-1+R,= = R,=1kN
M.=4+1x2=6
D Mpz=0 {1x2-2x4+4+M,;=0 = M;=2kNm
4 \
S Mpy=0 {-1x3+M,= = M, =3kNm .
MH ﬁ | !\& Segdo Cp
Mp: =0 M, = = M,=0 g \
6
2 .
Esforgos solicitantes A Fig. 5 ilustra o emprego do teorema do corte para calcular os _
esforgos solicitantes. As orientacoes das segbes transversais nas extremidades dos trechos
determinam o sentido de caminhamento ao longo da viga poligonal. No caso, as se¢bes _
foram percorridas na ordem A, By, By, C1, Co e D. 1
e Secdo D

a) Os esforgos solicitantes estdo indicados na frente das se¢des de acordo com o cami-
nhamento escolhido.

b) A idéia de perspectiva é reforgada pela representacio dos esforcos na segao.

¢) A regra da mio direita define os sentidos dos vetores momentos nas seces e deter-

mina o lado tracionado pelos momentos fletores. . B . . .
Fig. 5: Calculo dos esforgos solicitantes nas segoes de extremidade.

d) Esforgos em uma se¢do sdo transmitidos para a segdo seguinte juniamente com

esforcos aplicados nos trechos de barra e nds da estrutura delimitados pelas segGes. [b] 2

e) Os esforgos solicitantes nas segdes junto acs apoios devem estar em equilibrio com
as reagoes nesses apoios.

Diagramas de Estado No tragado dos diagramas de esforgos solicitantes algumas
convengGes devem ser seguidas, Fig. 6.

a) Os sinais devem ser indicados nos diagramas de N, V e M, mas devem ser omitidos
no diagrama de M.

o

b) A forga cortante é positiva quando ela tende a girar a se¢io no sentido hordrio. Se
as orientagdes que definem o ponto de vista® nio estiverem indicadas, considera-se
o ponto de vista da perspectiva. [

c) Os diagramas das componentes de V e de M sao sempre tracados nos planos em
que as componentes atuam. _

d) Os diagramas de momento fletor sdo sempre desenhados no lado tracionado das
barras.

Ver indicagdes do ponto de vista no Exemplo 9. (M) kN m (34) kN m 3 R/f_u

Fig. 6: Diagramas de Estado.
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0,04 N/mm
I IIT1T],
; 100
€
Exemplo 10 Trace os diagramas de esforgos & A AN

solicitantes na barra EF da estrutura ao lado e & _
determine o valor da maxima forga normal no :

trecho curvo CD. ﬁ @” D
z

Medidas em mm

SoLugGAo

Diagramas na barra EF
A resolugio é imediata se obtivermos os esforcos solicitantes na secdo E e depois calcu-
larmos os esforgos na segdo F do engastamento, conforme mostra a Fig. 10,

Seciao E:  (convencdo da Resisténcia dos Materiais)

7 N=0 T =44 x 100 — 8 x 100 = 400 N mm

_ Ve=4N M;=0

7 V:=+4+84+5=13N M; = +4 x 100 = 400 N mm (traciona lado direito)
_

Uma vez obtidos os esforgos nas se¢Oes, tracamos os diagramas para o trecho EF.
59,5

4 0,04N/mm 7Y 13

Fig. 9: Diagramas de Estado.

Medidas em mm

400
Hwoox g Nmm

Fig. 10: Esforgos solicitantes no trecho EF.
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