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Capitulo 1

Introducao

1.1 Nucleos e Carta de Nuclideos

Os ntimeros A, Z e N denotam, respectivamente o nimero de massa, o niimero atomico e o nimero
de neutrons de um sistema nuclear, sendo A = Z + N. Os ntcleos com mesmo nimero Z de prétons sao
chamados is6topos, com mesmo nimero de neutrons, isétonos e com mesmo niimero de massa, isébaros.
O hipernticleo 4Z é um nicleo com Z prétons, A — Z — 1 neutrons e 1 A (1 hiperon). Ntcleos com o
mesmo numero de massa A, mas com o Z de um igual ao N do outro sao chamados ntcleos especulares,
por exemplo §>C e ¥ N.

Ntcleos com A > 4 sdo chamados ntcleos complexos, e somente existem na natureza aqueles com
Z < 92. De acordo ao ntmero de massa, os nicleos podem ser separados em ntcleos leves (A < 20),
nicleos médios (20 < A < 70) e nicleos pesados (A > 70).

Nuclideo é um sinénimo para espécie nuclear. Para cada um dos aproximadamente 1700 nuclideos
conhecidos h4 um numero arbritariamente grande de nicleos. Quando plotados num gréafico Z por N,
todos os nuclideos ocupam uma regido bem definida, seguindo a reta Z = N para pequenos valores de
A e desviando-se dela para a regido com N > Z (Figura 1.1). As linhas horizontais indicam familias de
isétopos, as verticias indicam familias de is6tonos.

Proton number (Z)

iV
/:1: 2 Neutron number (N)

Figura 1.1: Tabela de nuclideos.

1.2 O Nucleo Atomico

A existéncia do nucleo atémico foi comprovada por Ernest Rutherford (1911-1913) por meio de ex-
periéncias de dispersao com particulas alfa. Métodos semelhantes de investigagao da matéria ainda estao
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entre os mais importantes da fisica nuclear. Aquele tempo estava em vigor o modelo atomico de Thomson,
segundo o qual as cargas positivas e negativas estavam homogeneamente distribuidas dentro do atomo.
Apesar de ser uma hipdtese plausivel, as experiéncias de dispersao das particulas alfa numa folha fina de
ouro mostraram que ocorriam, eventualmente, grandes angulos de desvio, o que nao é compativel com
a ideia de uma distribuicao praticamente homogeénea de carga no atomo dispersor. Rutherford, entao,
supOs que as cargas positivas estavam concentradas num pequeno volume no centro do atomo e calculou a
distribuicao angular das particulas desviadas, admitindo que a dispersao era causada por um potencial de
Coulomb puro [3]. A influéncia dos elétrons foi desprezada uma vez que, diante das energias em questao,
ela seria desprezivel na distribuicao angular.

De acordo com a mecanica classica, existe uma relacao univoca entre o angulo de desvio ¥ e a
distancia de maxima aproximagao entre a particula incidente e o centro dispersor, para uma dada energia
da particula incidente. Esperava-se, portanto, medir o raio R do entao chamado “ntcleo de carga” a
partir de desvios entre a distribuicao angular observada e a calculada para o potencial de Coulomb puro.
As particulas alfa tinham energia méaxima de 7,7MeV de modo que nao se observou nenhum desvio.
Geiger e Marsden usaram folhas de ouro, prata, cobre e aluminio em suas experiéncias e concluiram
que R < 3 x 107'2cm [4]. Rutherford detectou os primeiros desvios ao estudar dispersiao de alfas em
hidrogénio [5]. Mais tarde verificaram-se outros casos de dispersdo anémala para varios elementos leves.
Nesses casos concluiu-se que a distancia minima entre os nticleus participantes estava entre 2.4 x 10~ 3¢m
(He) e 4 x 10~ *em (Mg). Os raios nucleares siao dessa ordem de grandeza.

E interessante notar que os resultados obtidos para a dispersao a partir da mecanica classica coincidem
com o0s que se obtém com base na mecéanica quantica apenas para o potencial de Coulomb. Quando a
energia empregada é suficiente para aproximar os participantes da colisao até distancias da ordem do
raio nuclear, as forgas entre nucleons passam a contribuir para a dispersao. Se os projéteis sao neutrons,
caso em que o potencial de Coulomb nao estéd presente, a distribuicao angular observada fica determinada
exclusivamente pelo potencial das forcas nucleares. Nestes casos, é imprescindivel um tratamento com
base na mecanica quantica.

1.3 Dispersao Simples

Em uma experiéncia de dispersao, um feixe paralelo de particulas (projéteis) incide sobre um alvo fino.
H4 ainda um detector de particulas para além do alvo a uma distancia r e fazendo um angulo ¥ com o feixe
incidente. Esse detector cobre uma area dS que capta, assim, particulas emergentes segundo um angulo
sélido dQ2 = dS/r?. O objetivo é determinar o niimero de particulas desviadas dividido pelo nimero de
particulas incidentes, por unidade de tempo e por unidade de area, considerando que a intensidade do
feixe desviado nao depende do angulo azimutal ¢.

Para descrever o processo de dispersao, define-se uma secao eficaz. Parte-se, entao, do principio de
que a cada centro dispersor esta associada uma area o, bem definida. Ha reagao sempre que a diregao da
particula incidente passar por essa superficie (a dimensao da particula é pequena comparada & superficie
o). Define-se ainda a densidade de corrente j como o niimero de particulas que incide numa drea A num
intervalo de tempo dt. Se existirem, nessa superficie, wA centros dispersores, cada uma com uma &rea o,
de modo que a superficie coberta por eles seja wAco, entdo o numero de reagdes num intervalo de tempo
dt serd

namero de reagoes
dt

onde o fator wo é a fracao do alvo coberta pelas superficies dispersoras. Esta fracao tem também o
significado de probabilidade, W, de uma particula incidente participar de uma reagao:

=wojA (1.1)

W =wo (1.2)
Por inversao de (1.1) tem-se

Numero de reagoes no tempo dt

— 1.3
7~ Densidade de corrente () Ntmero de centros dispersores (wA) (13)

Deve-se especificar a que tipo de reacao se refere a secao eficaz. Pode-se ainda escrever
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Nimero de reagoes de um dado tipo por centro dispersor/ dt
o= - ; . :
Densidade de corrente das particulas incidentes (j)

(1.4)

Considerando agora o tipo de reacao que leva a emissdo dentro de um certo angulo sélido d€2, pode-se
falar em secdo eficaz diferencial

( do > _ (Ntmero de particulas dispersas no elemento de angulo sélido df2) /dt (15)
), '

Densidade de corrente das particulas incidentes ()
onde o indice ¥ significa que esta quantidade depende apenas do dngulo de desvio. do/df) tem unidades
de area, assim como o.
A equacdo (1.2) é sempre vdlida. A segdo eficaz total é dada, entao por

—ar w

A partir de (1.4) pode-se ainda especificar todas as reagdes com angulo de desvio entre ¥ e ¥ + d¥,
conforme esquematizado na Figura 1.2. A secao eficaz é tal que

do do do 2 do
= [ (=) do= (== Ddydp = | 21 send) di
(dﬁ) /(dﬂ)ﬂ (dﬂ)ig/w“" ’ (dﬂ>§ i W

do do
(ch?) = 27 send (dQ>ﬁ

- anel=angulo salido
entre e 4+do
dR = 2 msin 4 d it

Ccoroa circular
2xbdb
elemento de dngulo sélido d€2

Figura 1.2: Geometria da dispersao

Classicamente, relaciona-se o parametro de impacto b (distancia entre o centro dispersor e a assintota
da trajetéria da particula incidente) com o angulo de desvio, ¥ (Figura 1.3).

_j‘/___L?__AL...
_C?_L“A/__OS__‘__'DF

TTNE T

Figura 1.3: Duas situacoes de colisdo com parametros de impacto, b, diferentes. S é o centro dispersor.

O angulo de desvio é também dependente da energia E da particula incidente, de modo que ¥ =
9(b, E). As particulas que se aproximam do centro dispersor com parametro de impacto entre b e b+ db,
isto é, as que incidem sobre a coroa circular de area 2wbdb em torno do eixo de simetria, serao desviadas
dentro do angulo sélido df2. Por conservacao do nimero de particulas, temos que o fluxo das que incidem
na coroa circular é igual ao fluxo das que sao dispersas em dR = 2wsend dd. Logo,
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d
j2mbdb = jdREZ

di " (1.8)
= j2m sen? dﬂd—Q
de onde
do b |db
do\ _ ab 1.
(dQ>19 send ‘ dd (1.9)

O médulo garante que a segao eficaz seja uma quantidade nao negativa, em coeréncia com a definigao.
Conhecendo-se ¥(b, E), pode-se determinar a secao eficaz diferencial do processo.

1.3.1 Espalhamento Rutherford

A dispersao de Rutherford é uma dispersao num campo de Coulomb. De modo que o potencial do
sistema niicleo (Ze) - particula (Z’e) pode ser escrito como

ZZ/ 2
_ZZe _C (1.10)

Vr) . .

onde C' > 0 para o caso repulsivo. Vamos admitir que o centro dispersor tenha uma massa muito superior
a da particula incidente, fazendo assim com que os sistemas de coordenadas do laboratério e do centro
de massa coincidam.

Da mecéanica cldssica, por exemplo em [6], sabemos que em problemas que envolvam a agdo de uma
forga central, o movimento ficard confinado ao plano e o momento angular [ serd conservado, de modo
que

mit —mr6? = F(r)

. (1.11)
mr?6 = | = constante
onde r e @ s@o as coordenadas polares. As equagoes (1.11) podem ser escritas como
2
P=F — 1.12
mi = F(r) + — (1.12)

Pode-se determinar uma forma simples para a trajetéria da particula como r(0) fazendo-se a substi-
tuicdo © = 1 na equacdo de movimento. Feito isso, chega-se a

d*u m 1

que pode ser simplificada usando o fato que F(1/u) = Cu?, chegando-se que

du i)

— =— 1.14
T T (1.14)
cuja solucao geral é
1 mC
u(f) = 0 = + Acosf (1.15)

Esta é a equagdo de uma segdo cdnica (seja um elipse, uma pardbola ou uma hipérbole) com o foco
em r = 0. Os pontos de retorno no movimento, em r sao

i — _m70 + A
T1 l2
. e (1.16)

7:7lTiA
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No caso C' > 0 (caso repulsivo), A > —mC/I?, existira apenas um ponto de retorno. Para uma dada
energia E, os pontos de retorno sao solugoes do potencial efetivo

C 12
/ = — =
Vi(r) = . + ST E (1.17)

e sao

5 1/2
1_ mC (mCy", 2mE
no B 2 2
2 ” (1.18)
1 mC | (mC\" 2mb
ro 12 12 2
Comparando as equagoes (1.16) e (1.18), verificamos que
m2C?  2mE
A? = i B (1.19)

ramo + ramo —

Figura 1.4: Geometria da hipérbole.

Na dispersao simples a trajetéria descrita pela particula incidente é uma hipérbole, com o centro
dispersor em um dos focos. A equacao geral da trajetoria é

a(e? —1)

= — 1.2
+1 + ecosb (1.20)

onde a ¢é distancia de qualquer dos ramos da hipérbole a intersecao das assintotas e € é a excentricidade
(Figura 1.4). O sinal + se refere ao ramo + da hipérbole e o sinal — se refere ao ramo — da hipérbole.
O raio minimo da hipérbole é

Tmin = a(e F 1) (1.21)

onde o sinal superior refere-se ao ramo + e o sinal inferior ao ramo —.
As equagoes para as trés secoes conicas também podem ser escritas na seguinte forma padrao

L B + Acost (1.22)
,

sendo A e B dados, no caso da hipérbole, por

0 < B < A, ramo positivo
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1 €
B = A= 1.23
a(e?2 = 1) a(e? = 1) (123)
—A < B < 0, ramo negativo
1 €
B=— A= —- 1.24
a(e?2 —1) a(e? —1) (124)
Em ambos os casos vale
oA
B
1.2
. (1.25)
=2 _ B2
A partir de (1.15), (1.19) e (1.22), chega-se a
B= —";—20
1.26)
omE\ > (
_ [ p2
A= <B + )
De onde temos ainda, considerando (1.25),
2E12\ '/
. (1 . m02> (1.27a)
C
== 1.27b
o= |op (1.271)
A equacao da trajetéria fica portanto
I2/mC
== 1.28
[ +ecost ( )

Para uma forca repulsiva, (C' > 0), deve-se ter E > 0, e a 6rbita sé pode ser o ramo — da hipérbole.

Em lugar do 4ngulo polar, 6, pode-se usar o dngulo de desvio da trajetéria, ¥. A equagdo (1.28) d4
r = oo para —1+ecos = 0, ou seja, |cosf| = cos(1v/2), sendo ¥ o dngulo entre as assintotas da trajetéria
da particula (Figura 1.5).

Tem-se ainda —1+ecos1/2 = 0 ou cosp/2 = 1/e. Além disso, extrai-se da figura a relagdo ¥ = 71—,
a partir da qual se escreve sen¥/2 = sen(n/2 — 1 /2) = cost/2 = 1/e. A partir de (1.27a), usando o
tiltimo resultado e sabendo que I = b(2mE)'/2, temos

4E2b? 1 1
2 _ 1 — =1 t2719 1.29
c + C? sen? 29 oo 2 (1.29)
de onde se obtém que
C 1

Esta é a relag@o que se procura entre F, b e . A partir de (1.9) e usando sen v = 2 cos (9/2) sen (9/2),
temos

do _ C cos %19 1 C 1
), 2FE sen %19 2 005%19 5671%19 2F 2 senzéﬂ
o (1.31)

16 E2 sen‘%ﬁ
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Figura 1.5: Geometria da dispersao Rutherford.

do zZ7'e2\* 1
Ll 1.32
(dﬂ>0 ( 4E ) sen* 29 (1.32)

Esta ultima expressao é a equacao da secao de choque do espalhamento Rutherford. E importante
notar que nao sendo a massa do centro dispersor infinita, a equagao (1.32) é rigorosamente vélida no
sistema do centro de massa desde que E seja a energia cinética nesse sistema, i.e., E = m,v?/2 (v
velocidade relativa, m, = mymsa/(my + mas)).

O

Eal]

Figura 1.6: Vetores momento linear no processo de colisao.

A expressao de espalhamento de Rutherford apresenta outro aspecto se em vez do angulo de desv1o
se utilizar o momento linear transferido ¢ = p'— p’, como esquematizado na Figura 1.6 e sendo p'e p 0s
momentos da particula, respectivamente antes e depois da colis@o. Considerando um processo eldstico, a
equagao (1.32) pode ser escrita como

do 1
— ) =(ZZ'2me?)2= 1.33
(5) - (zzmey (1.33)

O significado de (1.33) é: a secdo eficaz de Rutherford varia com o inverso da quarta poténcia do
momento linear transferido. Esse resultado coincide com aquele obtido com o tratamento quantico da
aproximagao de Born a ser tratado no Capitulo 8.
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1.4 Raio Nuclear

Os nicleos atémicos encontram-se, em condigbes normais, no seu estado fundamental. Algumas
propriedades observaveis podem ser extraidas desses nicleus. O raio nuclear é uma das mais ficeis de
se observar e pode ser obtido a partir de experiéncias de dispersao como as realizadas por Rutherford.
Como base nessas experiéncias, percebeu-se que era uma boa aproximagao considerar o raio nuclear R
como relacionado a massa nuclear pela expressao

R=ryAY? (1.34)

onde rg = (1.3 £ 0.1) x 10~ 13cm, de acordo com as experiéncias de Rutherford. Pollard, em 1935 [7],
estudando a barreira de potencial nuclear também chega & expressao (1.34) e obtém por extrapolagao
ro = 1.4 x 10 Bcm.

O objetivo inicial das experiéncias de Rutherford era determinar a energia das particulas alfa para
a qual surgiam desvios em relacao a distribuigao angular calculada com base no potencial de Coulomb,
a fim de definir, a partir dai, a que distancia a particula incidente “tocava” o nicleo. O raio nuclear
determina a forma da distribuicao angular, a partir da qual se pode entao calcula-lo.

1.4.1 Experiéncia de Espalhamento com Particulas Alfa

Farwell e Wegner, em 1954, realizaram experiéncias de espalhamento eldstico de particulas alfa de
energia intermedidria (13 a 43 MeV) por vdrios nicleos pesados, usando para iso o ciclotron de 60
polegadas da Univesidade de Washington [8].

1000 —
TARGET: Pb R
SCATTERING ANGLE: 60
\\
N
=
[&]
loof~ GORREGTED o

COULGMB 25 'o
= ~_CURVE =
=] . o~ / J 8
S N T~ 20 &
w s, -
w \\ [
» AN a
§ \\ <5 3
G 10f- L g
w b o
= ‘«L‘ o <

= I
< ‘ - 2
d | ]
@ [ @0
1 45 @
Eo Ev, 3
275MEV 134.2MEV ©

| L I

S T R T St Toa LI T R
ALPHA-PARTIGLE ENERGY(MEV)

Figura 1.7: Secao de choque para o espalhamento de particulas alfa pelo chumbo a 60°, no sistema
do laboratério. A curva tracejada e a escala a direita do grafico se referem a distancia de méaxima
aproximagao para a trajetéria classica em funcao da energia da particula alfa.

O resultado que Farwell e Wegner obtiveram para o Pb a 60° estd reproduzido na Figura 1.7. A “curva
de Coulomb corrigida” estd normalizada pelos dados experimentias de baixa energia. Esta curva segue
aproximadamente a dependéncia com o inverso do quadrado da segao de choque de Coulomb (Rutherford)
com a energia, mas estd levemente alterada a fim de levar em conta pequenas variacées do angulo de
espalhamento com a energia devido ao campo magnético do ciclotron.

A baixas energias, a secdo de choque observada segue satisfatoriamente a dependéncia prevista usando
espalhamento Rutherford, mas a partir de aproximadamente 27 MeV, a secao de choque cai rapidamente
com o aumento da energia da particula alfa. A partir desse ponto outros modelos devem ser usados, pois
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a particula, desse ponto para energias mais altas, se aproxima do ntcleo o suficiente para que o potencial
nuclear se torne relevante.

Farwell e Wegner utilizaram entdo um modelo elaborado por Blair [9] para a absor¢ao das particulas
alfas que colidiam diretamente com o nicleo. Essa teoria prevé que a soma dos raios nuclear e da particula
alfa é aproximadamente igual a distdncia de maxima aproximagao calculada na energia para a qual a
secao de choque experimental é 1/4 da se¢do de choque Coulomb. E essa energia que aparece como Ey /4
na Figura 1.7. De acordo com essa interpretagao, tem-se que

Dyjy = Ry + R, (1.35)

onde D, /4 ¢ a distancia de mdxima aproximacao, R, ¢ o raio do nicleo, calculado como R,, = roA'/3 e R,
¢ o raio da particula alfa. A Figura 1.8 mostra os valores experimentais de D; /4 plotados com respeito a
A3 O melhor ajuste aos pontos experimentais foi obtido para 7o = 1,5x 10~ cm e Ry = 1,38 x 10~ 13
cm.

'2F je0-el” 135873 +2.24 ———~
" fo9s° L
ﬁ”_
Z |
m 10 1.20AY+3.10
o L 1504
:9_ .
~ 1.50AY3+1.38
at A
sk Au Th
L Ag Ta Pb
I | L 1 |
73 5 6 7

Figura 1.8: Distancia classica de maior aproximagao.

A energia Ey = 27.5 MeV na Figura 1.7, a partir da qual o espalhamento Rutherford simples deixa de
valer corresponde a uma distancia de méxima aproximagao entre o projétil e o alvo de (12.76 4+ 0.21) x
10713 ¢m, uma valor apenas um pouco superior & soma dos valores atualmente aceitos para os raios do
niicleo de chumbo (8 — 9 x 107 ¢m) e da particula alfa (1 —2 x 10713 cm).

Com isto, vimos que o experimento de espalhamento (ou dispersdo) alfa usado por Rutherford serviu
nao apenas para verificar a existéncia do nicleo, mas também para determinar o seu raio.

Exercicios
1.1 Mostre que a equagdo (1.17) € verdadeira.
1.2 Mostre que a equagao geral da hipérbole é dada pela equagao (1.20).

1.3 Mostre que a equagdo (1.33) € verdadeira.

Problemas

1.4 Justifique a afirmagdo feita no texto de que a equagao (1.32) é rigorosamente vdlida no sistema do
centro de massa desde que E seja a energia cinética nesse sistema, ou seja, E = m,v?/2 (v : velocidade
relativa, m, = mima/(mi + ms)).

1.5 Obtenha uma expressao para rmin(E) no espalhamento Rutherford.
1.6 A partir de (1.19), obtenha a condigdo para que se tenha dispersao simples.

1.7 A partir de dados experimentais para vdrios nicleos:
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. Determine o raio nuclear em cada caso.
. Mostre que o raio nuclear varia com R(A) = r,A/3.

. Determine r,. Qual o significado fisico deste parametro. O wvalor obtido para r, é compativel com

o seu significado fisico?



Capitulo 2

Introducao a Mecanica Quantica

2.1 Equacao de Schrodinger e Estados de um Sistema

A equagao fundamental da Mecénica Quantica é a mesma da Mecanica Classica, onde é chamada
equacao de Hamilton-Jacobi, acrescida, no caso quantico, das relagoes de comutagao

x,p| = xp — px =ih
[z, ] =P 2.1)
[t,E] =ih
Estas relacoes sao incorporadas a teria através da identificacao de x e p com operadores. Na formulagao
de Heisenberg eles sao matrizes, e na formulagao de Schrodinger eles sao operadores derivada-parcial.
No formalismo de Schrodinger, o momento e a energia sao considerados operadores definidos, por

E— —ih%
P (2.2)
p— —zﬁ%

que sdo aplicadas sobre uma fungao ¥(z,t) chamada fungao de onda, e que contém toda informagao sobre
o sistema. Com isso a equagao de Hamilton se transforma na equagdo de Schrédinger

HY = —ifi - (2.3)

ou, escrevendo o operador hamiltoniano, H, explicitamente,

h? 9°w ov
_%W + V(CE,t)‘I/ = —Zﬁg (24)
Vemos assim que a expressao de Schrodinger é uma equacgao diferencial parcial de primeira ordem em
t e de segunda ordem em z. Sabemos da teoria das equagdes diferenciais que uma equagao de segunda
ordem deve ter duas solugoes linearmente independentes. Vamos chamar Uy (z,t) e ¥o(z,t) estas duas
solugoes.
Como a derivada parcial é um operador linear, qualquer combinacao linear de ¥; e Wy também é
solugao da equagao de Schrodinger. Entao

U(x,t) = aVy(z,t) + bUs(z, 1) (2.5)

é a solucdo geral da equagao (2.4), com a e b constantes que sdo determinadas a partir das chamadas
condicoes de contorno do problema analisado. Diferentes condigoes levam a fungdes de onda ¥(z,t)
diferentes, e assim a funcao de onda representa o estado do sistema.

Impdem-se ainda as condigoes de continuidade da funcdo de onda e de sua derivada. Com isso,
observa-se que aparecem restrigoes aos auto-valores de momento e energia, os quais sao associados aos

15
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estados acessiveis ao sistema. A solugao geral da equagdo de Schrodinger é, entdo, uma combinacdo linear
dessas solugoes, isto é,

V() = 3 an (i 1) (26)
onde ¥, (7,t) sdo os autovetores do Hamiltoniano,
HU, = E,U,. (2.7)

Os estados do sistema sao totalmente determinados pela fungao W(7,t), e portanto esse estado é
uma combinagao linear dos autovetores ¥,. Com isso, a Meanica Quantica, no seu aspecto formal, é
semelhante & Algebra Linear. A representagdo de Dirac deixa isso mais evidente com a introducao dos
kets (| )) para representar os autovetores. Assim o estado de um sistema S é representado por |S) tal que

[S) = anln) (2.8)

com H|n) = E,|n).

H& uma diferenga importante em relagao a Algebra Linear. Essa diferenca é a existéncia de um espago
dual repesentado pelo bra ({|). Para cada vetor |n) hd um vetor correspondente no espago dual, (n|.
Neste espago os operadores agem de forma diferente. O Hamiltoniano, por exemplo, age de forma que

(n[H = (nE}, = (n|E, (2.9)
e de forma geral, um operador O age sobre um vetor dual de forma que
(n]O = (n|O;, . (2.10)

H& um produto interno na Mecanica Quantica, que é definido por

(518) = 30 laz, 3 anln) = 3 (' m)aiyan (211)

n’ n’'n
e, como os autovetores sao linearmente independentes, segue que
(n'|n) = bpm, (2.12)
e o produto escalar fica

(S19) = azan(nln) =Y |au/? (2.13)

Como hé um significado de probabilidade associado & func¢do de onda, e portanto ao vetor |S), os coefi-
cientes a, sao normalizados de forma que

D an*=1. (2.14)

Com a representagdo de Dirac fica evidente que a agdo de um operador sobre um estado |S) é uma
transformacao que age sobre a base de autoestados |n), isto é,

S") = 0|S) = a,0ln) =Y a,Onln). (2.15)

Se o operador preserva o produto interno, isto é, se (S’|S’) = 1, dizemos que esse operador é unitario, e
(5'18') = (s|U'US) = (5]5) (2.16)

e portanto,
U'u=1 (2.17)

onde UT = (U")*,



2.2. SISTEMA DE COORDENADAS E OPERADORES 17

Vejamos agora como esse formalismo funciona no caso de um Hamiltoniano

2

p
H=— 2.1
YW (21)
com
W (r) = V(¥) + U(F). (2.19)
Podemos escrever
H=H,+ V() (2.20)
com
p’ .

Vamos procurar um estado |¢) do sistema determinado pelo Hamiltoniano H. Devemos ter

H|p) = E[4)) (2.22)

mas podemos adotar uma base qualquer de modo que

) = anlen) (2.23)

A base |¢,) pode ser escolhida de modo que sejam autovetores de Hy, de modo que

entao

H[y) = (Ho+ V)Y anlén) =Y anVIdn) + Y anEnlén) (2.25)

Existem métodos aproximativos para se determinar |¢) a partir da equagio acima, e veremos mais
adiante alguns destes métodos. Observe que a equagao

W(7) = V(7) + U(F) (2.26)

também envolve escolhas arbitrdrias, uma vez que existem vérios pares V(7) e U(¥) que satisfazem a
igualdade acima. Portanto, U(7) pode sempre ser escolhido de modo que os autovetores de Hy sejam
facilmente determinados.

2.2 Sistema de Coordenadas e Operadores

Na Fisica Nuclear lidamos principalmente com potenciais centrais, os quais conferem ao sistema uma
simetria esférica que pode ser usada para facilitar os calculos. Para isso precisamos frequentemente
escrever a equagao de Schrodinger em coordenadas esféricas. Nesta seg@do vamos recordar o procedimento
para obter essa representacao da equacao de Schrodinger.

2.2.1 Transformagao de Sistema de Coordenadas

No sistema cartesiano temos coordenadas ortogonais indicadas pelos eixos &, § e 2. Nesse sistema,
um deslocamento ds é dado por
ds = dxi + dyy + dzZ (2.27)

Considere agora as fungoes continuas e diferencidveis f(z,y, 2), g(z,y, z) e h(z,y, z). Temos

R
df = 6xd:r+ 8ydy+ 8zdz

_ 994,994, .9
dg = Bxdx+ 8ydy+ azdz (2.28)
dh = %dm + @dy + %dz

ox oy 0z
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que sdo as variacoes infinitesimais dessas fungoes quando nos deslocamos do ponto inicial de um desloca-
mento ds. Matricialmente temos

of of of
df gx gy gz dz dz
dg | = ai’ 879 aﬁ dy | =[] [ dy (2.29)
dh or ol o | \az dz

oz Ay 0z

sendo [J] o Jacobiano da transformacao (2.28). Se J = det[J] # 0, temos uma transformacao inversa,
e neste caso podemos dizer que a transformacgao é uma mudanca de sistema de coordenadas. Entao
podemos também escrever

0 0g Oh

dz 85 g ol [

dy | = 37 35 dg (2.30)
of 0dg Oh

Podemos escolher ds de forma que dg = dh = 0, entao

- dr . Oy, Oz,
ds—(af;v—&-op’fy—i-afz)df

o (5) () (5o
ly = \/(g;f + (gi{)Q + (3;)2 (2.31)

é um fator de escala que aparece na transformagao. De forma analoga teremos para as outras coordenadas

onde

ds = 1,d
9?9 (2.32)
ds = lpdh
e portanto, para um deslocamento arbitrario temos !
ds = l;df f + 1,dgg + lndhh (2.33)
2.2.2 Operadores em Coordenadas Esféricas
Em coordenadas esféricas temos a transformacao
dz senflcosp rcosbcosp —rsenfseny dr
dy | = [ senfsenyp rcosbseny  rsenfcosp de (2.34)
dz cost —rsend 0 dy
onde a matriz de transformacao, [J], é o jacobiano, sendo det[J] # 0.
Para um deslocamento ds tal que df = dy = 0, temos
ds = (senfcosp 2 + senfseng § + cosl 2)dr (2.35)
e portanto
ds = \/senQH(COSQ@ + sen?p) + cos?0 dr = dr (2.36)

1 Aqui estamos supondo que f, ge h sejam ortogonais.
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Para um deslocamento com dr = dy = 0, temos
ds = (cosBcosp & + cosfseny ) + senf 2) rdo (2.37)

entao

ds = \/c0s20(cos2p + sen2yp) + sen20 rdf (2.38)

e assim ds = rdf. Observe que agora hd uma escala nao unitaria entre ds e dfl, e que ainda depende do
ponto a partir do qual o deslocamento é feito.
Finalmente, para dr = df = 0, temos

ds = (—senp T + cosp ) rsenfdy (2.39)
entao
ds = rsenfdy (2.40)

Novamente temos um fator de escala dependente da posicao. Estes fatores de escala sao importantes
na derivagao da forma dos operadores gradiente, divergente, rotacional e laplaciano em coordenadas
esféricas, como veremos a seguir. Estes operadores, por sua vez, determinam a forma da equagao de
Schrodinger nessas coordenadas.

Gradiente em Coordenadas Esféricas

Num deslocamento ds, a variagdo de uma fungao F(zx,y, z) é dada por,

oF oF OF
dF = —dz + —dy + —d 2.41
oz ** + oy vt 92" (2:41)

que pode ser escrito na forma

= OF . o ~ 5. 5 J —+ 2 2.42

e definindo o operador gradiente como

- 0 . 0 . 0 .
V= 92 + 8—yy + 9.7 (2.43)
temos
dF =VF -ds (2.44)

Quando usamos as coordenadas esféricas, temos F(r,0,¢) e

oF oF oF

que pode reescrita na forma

OF 10F 1 oOF

ou, na forma vetorial

oF 10F 1 OF -
dF = | —Ff+-—0+ ———¢| -d 2.4
{&‘TJF r 00 * rsenf 8@4 y (247)
de onde obtemos o gradiente em coordenadas esféricas
- 0 10 1 0
V=_—74+-— p (2.48)

ar r 00 * rsend %90
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Divergente em Coordenadas Esféricas

O operador divergente estd associado ao fluxo de um campo vetorial, V(7), através de um elemento
de volume infinitesimal. Considerando esse volume um paralelepipedo, temos que o fluxo através de uma
das faces perpendiculares ao eixo I é

dos(x) = —dydz 2 -V (z,y, 2) (2.49)

e para a face oposta, em (z + dz,y, z), o fluxo é

dos(z + dx) = dydz 2 - V(z + dz,y, 2) . (2.50)
Escrevendo .
V(x +dz,y,z) = V’(:c,y, z) + 8(‘gx z) dx (2.51)

podemos calcular o fluxo através das faces perpendiculares a & como

dis = doa(x) + dbs (x + d) = dadydz 2L 2) (2.52)
Analogamente obtemos
doy = dxdydza(‘(; )
v (2.53)
dos = dadydz2Y )

para as outras coordenadas.
Sendo dv = dxdydz o volume do paralelepipedo, podemos escrever o fluxo total através desse volume

como
ov, o9V, a9V,
= Pz 7 5 = - 2.54
do(x,y, 2) = dpsz + doy + doz (3;10 + oy T az>dv (2.54)
e o operador divergente é definido como
= 17 avzxz a‘/y 8‘/;
Vo= - 2.
vV 8x+8y+8z (2:55)
de modo que o
dé(z,y,2) =V -V(z,y,2)dv (2.56)

Ao passarmos para coordenadas esféricas é conveniente tomarmos superficies perpendiculares as
direcoes 7, 0 e ¢. Neste caso teremos

doi(r) = —rdOrsenfdp i -V (r,0, o) (2.57)
€ —
doi(r + dr) = (r + dr)*senfdfdp 7 - V(r + dr, 0, ©) (2.58)
Usando ~
‘7(7“ +dr,0,p) = V(r, 0,0) + 8(1(; - 7) dr (2.59)
r
e mantendo apenas termos de ordem dr, obtemos
oo OV )
dos = doi(r) + dos(r + dr) = drdfde | 2rsend i -V +r sem‘)T (2.60)
r
e, portanto
2 i
d6s — drdody 207 V) (2.61)

or
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Vamos calcular o fluxo através das superficies perpendiculares a 6. Sobre a primeira face temos
doy = dr rsenfdp 0 -V (r,0, ©) (2.62)
e sobre a segunda face
(0 + dB) = drrsen(f + df) dp 6 - V (r,0 + db, o) (2.63)

e através do mesmo método usado para 7, temos

dpy = drdfdy (TCOSG@ -V (r,0,¢) + rsen a(‘ge 9)> (2.64)
e finalmente P
dpy = drdfdy 20 (rsenf Vp) (2.65)
Para ¢
dpg(p) = drrdd -V
¢ () @ q(@) (2.66)
dy( + d) = drrdf ¢ - V(o + dp)
e portanto
oV - 9) O(rVe)
dpy = drrdf ng@ = drd@dcpT; (2.67)
Agora temos
dv = 12 senf drdfdy (2.68)
entao ) 5 5 9
2
= —_— . —_— - 2-
do dvﬂsen@ [87" (r<senfV,) + 50 (rsenfVp) + a0 (TVS(,)] (2.69)
e o divergente em coordenadas esféricas fica
- o 1 9, , 0 0
7 9 9 < 2.
V-V et [87’ (r°senfV,) + 50 (rsenfVy) + a0 (rVg,)} (2.70)

Rotacional em Coordenadas Esféricas

O rotacional de um campo vetorial estd relacionado a integral de linha sobre um caminho fechado.
Para um campo V(z,y, z), a componente do rotacional na direcao % estd associada & integral de um
caminho que define uma area infinitesimal no plano zy, I;, dada, conforme Figura 2.1 por

I; = (Vx _ W dy) dx + (Vy + de) dy — (Vx + WEdy) dr — (Vy - 8Vyd:c> dy

dy 2 ox 2 dy 2 ox 2
B oV, dzxdy oV, dxdy AV, dxdy oV, dxdy
= V,dx 3 5 Vydy + 9 2 Ved 3 5 Vydy + 9 2 -
% — OVa dxd 21
| Ox oy 4
av, av,
I = |2 - 2| da;
[ or oy }
Da mesma forma obtemos
I; = % — V. dag
0z Jy
(2.72)
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1 (o

Vv, dx l aV, dx
y 1
<Vy_§7) (=dy) B R <Vy+—y—)dy

V. d
<Vx — Jl) dx
dy 2

Figura 2.1: Integral de caminho no plano zy

A integral no caminho fechado é

aV, oV, oV, aV, oV, aV,
=L+ L+ 1= | (2% - 22 da, 2 ) g+ (S22~ 22 ) da 2
¢+ lp+ L [(82 8y>dal+<8x 8z>day+(8x By)daz] (2.73)

ou ainda,

v, V. av. oV, v, oV, ;
I=Li+L+L=|(2y_2=); A PN A AT 2.74
e tlptie [(az 3y)$+<8x 8z>y+(8:17 ay)z] da (274)

sendo o termo entre colchetes é chamado rotacional do campo V em coordenadas cartesianas.

Procedimento idéntico é usado na determinacao do rotacional em coordenadas esféricas. Para um
campo V(r, 0, ), a componente do rotacional na diregao 7 estd associada a integral de um caminho que
define uma 4rea infinitesimal no plano r? senf df dp, I, dada, conforme Figura 2.2 por

I =— (Vwrsenﬁ — 8V¢rsen96l0) dy + (Vgr - (‘3V97“d<p) df

00 2 Op 2
oV, rsenf df OVr dy
+ (V@rsenﬁ + 70@0 2) dp — (‘/67" + i 2) do
OV,rsent dody OVr dpdb
_ At skl 2.75
Versenfdy + 20 5 + Vordo 9y 2 (2.75)
OV, rsenf didyp OVyr dpdb
+ Vrsenfdo + %797 — Vordf — o, 2
1 O(senbV,) OV
I; = 22— ——| r’senfdfd
rsenf { o0 Op osen ?
a(V,rsend) d9> #
V,rsend — —~4—————| (—d¢) 0Wr) d
( prsen 70 2 2 <Vgr+ (a:;r) 7Qﬂ) (—do)
d(Var)de
Vor ——2—2—")do
( ’ 9 2 ) <I{prsen9 + —0(1/(/,;”59%0) d;) do

Figura 2.2: Integral de caminho no plano 2 senf df de.

De modo similar encontramos
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11 oV, o(rV,)

I; = " [sen@ a5 5 rsenfdrdp
_1[o0Ve) oV,

Iy r[ T aa}rdrd@

A integral no caminho fechado é, portanto

I=I;+ Ié + Lﬁ =
1 d(senbV,) 9Vp erl 1L oV 00V 4
rsenf) a0 dy r | senf Oy or
1[0(rVy) OVl .1 »
r [ ar a0 |7 %

onde

da = r2senfdfdy 7 + rsenfdrdy 6 + rdrdd %)

0+

23

(2.76)

(2.77)

(2.78)

é o diferencial de drea em coordenadas esféricas, e o termo entre chaves em (2.77) é o rotacional em

coordenadas esféricas.

Exercicios

2.1 Mostre que o determinante do Jacobiano correspondente d transformacgao (2.34) tem determinante

nao-nulo. O que pode ser concluido deste resultado?

Problemas

2.2 Dadas as fungoes continuas e diferencidveis f(x,y,z), g(x,y,2) e h(z,y,z) tais que o Jacobiano

A(f,g,h)/0(z,y,2z) # 0, determinar nas coordenadas curvilineas (f,g,h) o gradiente, o divergente, o

laplactano e o rotacional.

2.3 Escreva a equagdo de Schridinger em coordenadas esféricas.






Capitulo 3

Forca Central e Momento Angular

A equagao de Schrédinger em coordenadas esféricas pode ser obtida diretamente usando as expressoes
para coordenadas curvilineas. Podemos também obter essa representacao da equagao a partir de argu-
mentos fisicos. Neste capitulo desenvolveremos esses argumentos até obtermos a equagao de Schrodinger
em coordenadas esféricas, e entao passaremos a estudas as solugoes dessa equagao para alguns casos
importantes.

3.1 Equacao de Schrodinger em Coordenadas Esféricas
Na Mecanica Cléssica o momento angular é definido pelo vetor
L=7Fxp (3.1)
Na Mecéanica Quantica o momento p é trocado pelo operador
B = —ihV (3.2)
e portanto temos o operador momento angular
L =7 x (—ikV) (3.3)

Podemos escrever explicitamente as componentes de L como

e a partir dessas expressoes calcular os comutadores entre as componentes do operador momento angular.
Por exemplo,

0 0 0 0 0 0 0 0
— _H2 L ) I L
(Lo, Ly] = = [(yaz Z(“)y) <Z8x :Caz) <28m x(‘?Z) <yaz Zayﬂ
ffﬁQ 24, 2872* xﬁ,'zz ? + zx ? —
n Yor " V8200~ Y7522 Oyox Oyoz
52 ) 82 2 o 2
(Zyaxaz —c 0zdy B xy@ + xa@ + “azay> ]

0 0
_ 52 o
=h [xay yax]

(3.5)

25
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e portanto
Ly, L,] = iAL, (3.6)
Calculo idéntico mostra que
[L,,L.] =ihL, e [L.,L,|=1ihL, (3.7
Estes resultados, juntamente com os triviais [L,, L,| = [Ly,L,| = [L.,L.] = 0 formam o conjunto de

comutadores das componentes do momento angular.
Também é facil mostrar que o quadrado do momento angular comuta com cada uma de suas compo-
nentes, e portanto com o préprio momento angular. Por exemplo, temos

[L>,L] =L L-L-L-L-L=0 (3.8)
Sabendo
FXP=Y cijedit;pr
Ik (3.9)
Fep= il
ij
temos que
LQ:(Fxﬁ)-(Fxﬁ)
- Z Z 62]]{,‘1. TPk Z Elmnxlxmpn il
il Jk
(3.10)

= E E EijkTiT ;P E EimnTiTmPn
7 jk mn

= § E E EijkEimnTjPkTmPn
i jk mn

As duas somas, em jk e em mn, permitem apenas duas possibilidades nao nulas para a combinagao
entre seus indices: j=m,k=n = ¢eueyjr=1ej=n,k=m = g;rei; = —1. De modo que

L? = Z TjPkTjPk — TjPkTkPj

3.11
= Zx ‘i, — wj(wppr — ih)p; (311

J?ﬁk

Na tltima passagem da equagao (3.11) também se usou o fato xp — px = ik, o qual é vdlido para cada
componente. Temos portanto

L? = E a:?pi — TjTEprp; + iz ;p;
ik
J#k

3 3
Z Z azf — xjxEPrp; + ihx;p;
Jj=1k=1

(3.12)

logo
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L% = r%p? — #(F-p) - p + 2ihT - (3.13)

Mas usando o operador momento linear, temos

0
rep = —ihr— 3.14
7P ifr o ( )
que, substituido na equagao (3.13), resulta
0 0]
L? =r?p? + 12— (r? = 3.15
TP ar \" ar ( )
Como o operador energia cinética é
2
p
T=— 1
o (3.16)
usando a equagdo (3.15), segue
L? 2 0 (4,0
_ _ = - 3.17
2mr2  2mr2 Or <r 87‘) (3.17)

As autofun¢des do Hamiltoniano sao, portanto, autofuncdes do operador L2, isto ¢

L?0; = \2R%, (3.18)

onde A2 = [(I + 1), e por isso a equacdo de onda completa é

n2 9 d I(1+ 1)k
HU, = E,¥U - —(rP= S U, = Ev 1
1 v = { 52 By <7" 8r) R w—" V(T)} 1 1 (3.19)

Com a equagao de Schrodinger escrita dessa forma fica evidente que ela pode ser separada nas suas
componentes radial e angular. De fato, escrevendo

Uy = R(r)Yim (6, ¢) (3.20)
e substituindo na equagao de onda segue
20 (5,0 (1 + 1)h?
[_ o Or (7" ar> + 5 s + V()| R(r) = EiR(r) (3.21)

Esta é a forma da equag@o de Schrodinger radial em coordenadas esféricas. Compare com a solucao
do Problema 2.3. A seguir estudaremos a solugao dessa equagao para alguns casos especificos de grande
importancia na Fisica Nuclear.

3.1.1 Solucgao da Equagao de Schrodinger: Parte Angular
A equagao

L2V, = (Il 4+ 1)h¥, (3.22)
determina uma equacao diferencial para a parte angular da fungao de onda. Como

—

L =7 x (—ih)V (3.23)
usando coordenadas esféricas temos
- 0 -1 0 1 0
=rf x [(—ih) (e + - = + p—— — 24
L=rix {( i) (rar—’—er@@—i—(prsenﬁacp)} (8:24)

O produto vetorial em coordenadas esfércias (3.24) é definido de modo que 0 x (¢ = para que tenha
a mesma paridade usualmente adotada em coordenadas cartesianas, & X § = 2.
Entao
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- 1 0 ;10
=—ihi|lp—— — 2
L in (QprsenQ Oy er 80) (8:25)

Daqui podemos obter a forma do operador L? em coordenadas esféricas, ja que L2 = L-L. Este
produto escalar deve ser calculado com cuidado uma vez que os versores ¢ e 6 dependem dos angulos ¢
ed.

A projecao dos eixos coordenados esféricos sobre os eixos cartesianos é dada por

7 = senf cospi + sen senp j + cosf k (3.26a)
0 = cost cospi + cost seng j — senf k (3.26b)
@ = —senpi + cosp (3.26¢)

Podemos, a partir das projegoes (3.26), calcular as derivadas dos versores esféricos com respeito a 6

e p, que serao usadas para o calculo do produto escalar L - L.
Temos, entao

0% 0% A 5

_ — - 2
50 = 0 a0 senf t — cosf 0 (3.27)
a0 0 5 .
—_— = — 7 _— = - ] ] ‘2
5 P P cost) (—seng i + cosp j) (3.28)
or 4 or ;

— = 5 0k 2

20 =0 95 senf @ + cos (3.29)

Com estas derivadas podemos calcular facilmente o produto escalar L- E, pois

L (52 5L 0N (,0 51 0
—h? 00 senf Oy Y o0 senf Oy

@
(3.30)
_ o2 EfAﬁglif(;lﬂAﬁwlﬁglﬂ
Y0 \ P9 Y90 \"senb de senf dp Y o0 senf dp \ senf dp
E conveniente calcularmos separadamente cada um dos termos dessa equagao. Temos
0 0 op 0 .02 0? 0?
— = o= )=p. = e = - 31
=25 (wae) 0o TP el T e T 1T g (3:31)
o (1 0 9 1 9 20 (1 9
= p— _— = — _— 50— _— = T = . 2
T2 700 <esen0 890) ¥ 90 senf Op R 989 (sen9 8@) 0= =0 (3:32)
~ 1 0 (.0 S0 1 90 -4 02 cosf 0 cost O
= _— _ = . —_ _ _ T = — _ .
Ts HsenQ Oy (%9) o 0 send 00 + senf &pa@ Tsenfog P senf 00 (8:33)
e finalmente
-1 9 (1 9 - 90 1 9 660 & 1 o2
= — — ] =0-— — Ty=——— .34
T t956116 Op (0 senf 8(,0) Do sen0 D + sen?6 Op? - sen?6 02 (3:34)

Portanto,
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L’ 9% cost O 1 92
— =T -1 —T34+Ty = — — — .
—h? ! 2— 4t 002 + senf 96 + sen?6 Op? (3.35)
que pode ainda ser escrita na forma
1 02 1 0 0
L? = —n? — — 6— .
sen26 Oyp? - senf 00 <sen 89)} (3:36)

Agora podemos escrever explicitamente a equacgao diferencial da parte angular da funcao de onda.
Uma vez que

L0, = I(1 4+ 1)WY, (3.37)
temos
1 0 1 0 o)
m@Toz * senfl 90 (seneag)] Y(0,9) = —l(l+1)Y(0,¢) (3.38)

que pode ser facilmente separada nas varidveus 0 e ¢, ja que, escrevendo Y (6, ¢) = ®(»)O(0) temos

1d20  sen20[ 1 d dO
_674,02 CH [senﬁd@ (sen@de> I+ 1)6] (3.39)
que pode ser separada em duas equagoes:
1 d?®
Ddp? —m’* (3.40a)
1 d de m?2

A equagdo (3.40a) pode ser facilmente resolvida, e obtemos
d(p) =™ (3.41)

3.1.2 Parte Radial
A parte radial da equagao de Schrodinger é

—— (2 + Q—m[EfV(r)]f i R=0 (3.42)
1d ( dR) { A }

r2 dr dr h? r2

Esta equagdo pode ser simplificada usando a funcao u(r) definida pela igualdade

R(r) = ) (3.43)

Daqui é facil mostrar que a equagao (3.42) fica

d*u 2m A2

Esta forma da equacao radial é til para se estudar o caso A = 0, que corresponde a momento angular
nulo. Veremos adiante que este caso é importante em espalhamento nuclear de baixa energia.

E importante observar que a identidade (3.43) leva a uma restri¢do nas possiveis solugdes da equagao
(3.44). A funcgao de onda deve ser finita em todos os pontos, e portanto para r — 0 devemos ter u(r) — 0
de forma que R(r) permanega finita na origem.

No caso de A # 0, e se V(r) =V é constante, é mais vantajoso fazermos outro tipo de substituigdo
na equacao (3.42). Definindo

p=kr (3.45)
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com
2m
k=1/7z Vo~ IE]) (3.46)
e substituindo na equagao (3.42) obtemos
d*R  2dR A2
—+-—+|1-=|R=0 3.47
dp2+pdp+[ pQ] (347)

A equagdo (3.47) ndo tem solugdo analitica. A solugoes sdo obtidas a partir das fungoes de Bessel,
que sao na verdade séries que resolvem um problema de ondulatéria com simetria cilindrica, a chamada
equacao de Helmholtz para propagacao do som.

A equagao de Helmholtz tem a forma

P’y ldy I
— 4+ —— 1-—=|y=0 3.48

dz? * z dx * 22 )Y (3.48)
que é muito parecida com a equagdo (3.47). Por isso, podemos supor que as solugdes da parte radial
podem ser expressas em termos das fungoes de Bessel, J;(z), que resolvam a equacdo (3.48). H4, no
entanto, uma dificuldade: a equagao (3.48) resolve um problema com simetria cilindrica, e y(x = 0) nao

é necessariamente nulo. Por isso fazemos uma “regularizacido” das funcoes de Bessel definindo as fungoes
esféricas de Bessel,

3(o) = /=i 3 () (3.49)

e as fungoes esféricas de Newmann,

m@%ﬂ—ﬁ“¢;1+ﬂm (3.50)

E possivel escrever as fungoes j;(p) e n;(p) como séries em senp e cosp. Por exemplo, para l =0 e
{ =1 temos

Jo(p) = senp/p (3.51)
e
J1(p) = senp/p® — cosp/p (3.52)
para as funcgoes esféricas de Bessel, e para as funcoes esféricas de Neumann temos
no(p) = —cosp/p (3.53)
e
n1(p) = —cosp/p* — senp/p. (3.54)

Daqui vemos que as fungoes de Neumann nao sao bem definidas para p = 0, o que é um dado importante
quando estudarmos as condigoes de contorno de problemas com simetria esférica.

Sera til, mais adiante, observarmos também o comportamento assintético dessas fungoes. De modo
geral, as fungoes esféricas de Bessel se comportam, para p — 0 como

l

: p
- 3.55
enquanto as fungﬁes eSfériCaS de Neumann se COmpOrtam como
(20 — 1)1

E comum encontrarmos essas fungoes em combinacoes lineares especificas chamadas fungoes esféricas
de Hankel, que sao dadas por

hi (p) = ji(p) + imu(p) (3.57)

W (p) = jilp) — inu(p) (3.58)




3.1.

EQUACAO DE SCHRODINGER EM COORDENADAS ESFERICAS 31

Exercicios

3.1

Considere um espalhamento de uma particula de massa m e energia E por um pogo de potencial

V(r) ==V para r < 9. Supondo que a energia seja suficientemente baiza, podemos considerar apenas
a contribuicdo do estado | = 0 para o estado espalhado.

1.

3.2

Defina R(r) = u(r)/r, substitua na equagdo radial (3.21) e obtenha a equagdo para u(r). Compare
com a equacdo de Schrédinger unidimensional. Qual o significado fisico do termo (L +1)h?/2mr??

Justifique a afirmacdo de que somente | = 0 € relevante para o espalhamento.
Obtenha a solugao geral da equagao de Schrodinger para a regidgo r < rqg, uy(r).

Sem resolver explicitamente a equagdo para a regiao r > 1o, us(r), mostre que esta solugdo deve
satisfazer a relagao

u/
—2 = keotg(kr), (3.59)
U2

onde k? = 2m(E — Vy)/h?.

Agora, suponha que E =~ 0 e mostre que a solu¢do da equacao de Schodinger para r > g € da forma

u(r) = C(r —a), (3.60)

com C' e a sendo parametros ajustados as condigoes iniciais e a condi¢do de normalizagao da funcdo
de onda.

Usando os resultados anteriores, mostre que no espalhamento a energia extremamente baiza (também
chamado espalhamento a energia nula), devemos ter a relagdo

lim kcotg(kr) = (3.61)
k—0

T—a

Mostre que o produto vetorial (3.24) deve ser definido de modo que 0 x @ = 7 para que tenha a

mesma paridade usualmente adotada em coordenadas cartesianas, T X § = Z.

3.3

3.4

3.5

Mostre que as projecoes dos versores esféricos sobre o0s eixos cartesianos sao dadas por (3.26).
Calcule as derivadas dos versores esféricos (3.26) em relagdo a 0 e .

Mostre que a equacdo (3.38) pode ser escrita na forma da equag¢ao (3.39) com a substituicdo

Y(0,0) = 2(p)O(0).

3.6

Por que a equacdo (3.39) pode ser escrita na forma (3.40)?

3.7 Mostrar que a substituicdo da equagdo (3.43) na equagao (3.42) leva & equagio (3.44).

3.8 Mostrar que com a substituicao de (3.45) em (3.42) obtemos (3.47).

3.9

Use R(p) = J(p)/\/p na equagdo (8.47) e mostre que a equagdo resultante para J(p) € a equagdo

(3.48).






Capitulo 4

Modelos Nucleares

O célculo e a dedugao de todas as propriedades nucleares a partir de “primeiros principios” é uma
tarefa muito complexa do ponto de vista pratico. Isto porque o nicleo atomico é um sistema de muitas
particulas, e a forca entre elas é “muito complicada”. Além disso, ainda nao conhecemos completamente
essas forgas que agem entre os nucleons.

Para se contornar estes problemas e dificuldades, criam-se modelos nucleares que, embora nao sejam
teorias completamente fundamentadas da estrutura nuclear, servem para podermos compreender varios
aspéctos dessa estrutura e para calcularmos muitas de suas propriedades.

Os modelos nucleares variam de acordo com a faixa de energia dos procesos de interese e do nimero
de massa do nucleo estudado. De modo geral, podem ser agrupados em duas grandes classes: Modelos
de particula independente (MPI) e Modelos nucleares coletivos (MNC).

Nos MPI, supoe-se que as interacoes entre as particulas do nicleo sao despreziveis - o que s6 pode
ser compreendido a luz do Principio de Pauli. Nos MNC, por outro lado, considera-se que a interagao
entre elas é tao forte que ndo se pode considerar o movimento de cada particula individualmente. Aqui
ja fica clara a importancia da energia dos processos na escolha dos modelos, ja que o bloqueio de Pauli é
importante principalmente na faixa de pequenas energias de excitacdo, sendo menos efetivo em nicleos
altamente excitados.

4.1 Modelo da Gota Liquida

4.1.1 Energia de ligagao nuclear

A massa de um nticleo com Z prétons e N néutrons nao é simplesmente a soma das massas de prétons
e néutrons. Como os nucleons estao ligados, tém uma energia menor do que quando estao livres. Segundo
a Teoria da Relatividade, a massa aumenta quando a energia cresce, e portanto os nucleons dentro do
nicleo tém uma massa menor do que quando estao fora. A diferenga de massas é

AM = Zmy, + Nm, — M(Z,A), (4.1)
onde m,, e m,, sdo, respectivamente, as massas do prétons e néutron, e M(Z, A) é a massa de um ntcleo

com nimero atéomico Z e nimero de massa A. Essa diferenca de massas corresponde, portanto, a eergia
de ligagao nuclear,

B=AMc. (4.2)
Usando o sistema de unidades naturais, onde i = ¢ = 1, temos B = AM, e portanto,
B=2Zm,+ Nm, —M(Z,A). (4.3)

Esta energia corresponde aquela que deve ser cedida ao nticleo para que ele se torne completamente
fragmentado, isto é, cada nucleon fique completamente isolado dos demais.

33
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Figura 4.1: Energia de ligacao

4.1.2 Energias de Separagao

A energia de separagio é a energia minima necessdria para separar o ultimo nucleon (aquele menos
ligado) do nucleo. De acordo com o pardgrafo anterior, e considerando que os prétons sdo mais ligados
ao nucleo devido a barreira Coulombiana, podemos escrever

Sp=M(Z,N—-1)+m, —M(Z,N), (4.4)
ou, em termos de energia de ligacao, temos

S, =B(Z,N)— B(Z,N —1). (4.5)

4.1.3 Foérmula Semi-Empirica de Massa: modelo da Gota Liquida

O embasamento fenomenoldgico para o modelo da gota liquida parte das seguintes propriedades,
encontradas tanto no ntcleo quanto numa gota de agua:

a) densidade aproximadamente independente do volume;
b) energia de separacdo aproximadamente constante.

Devido a semelhanca de propriedades entre os dois sistemas, procurou-se desenvolver um modelo nuclear
em que este é considerado uma gota liquida. A energia de separacao do nitcleo é formada, entao, pelos
varios termos descritos a seguir.

- Termo de Volume: a,A

A energia de ligagao por particula é aproximadamente constante, entao a energia de ligagao total é
aproximadamente proporcional ao nimero de nucleons, A.

- Termo de superficie: azA2%/3

O termo de volume trata todos os nucleons como se estivesse igualmente ligados. Mas claramente isto
nao é verdadeiro, ao menos para os nucleons que se encontram préximos da superficie nuclear. Estes nao
estao completamente circundados por outros nucleons, ja que nao ha nenhum deles além da superficie.
Este termo deve ser proporcional ao niimero de nucleons que se encontram na supericie, que, por sua vez,
deve ser proporcional & &rea da superficie do niicleo, e portanto proporcional a R? que, por sua vez, é
proporcional a A2/3,

- Termo Coulombiano: ac%

A energia coulombiana, para uma distribuicdo esférica com carga Z, é dada por

2(Z-1)  Z(Z-1)
Be= =g =15 (4.6)
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. . N-2)?
- Termo de Simetria: asim( = )

Este termo garante que nao haverd uma particula (préton ou néutron) preferencial, e o niicleo tenderd
a ter nuimeros préximos de uma e de outra.

4
A=l11

—e —Ee e

¢
¢
¢

[
—Ar —r 8>
-

Figura 4.2: Diagrama de niveis para um nticleo com A = 11.

- Termo de Emparelhamento: §

O emparelhamento de nucleons do mesmo tipo dentro do nicleo afeta a energia de ligagdo, podendo
fazé-la aumentar, diminuir ou permanecer inalterada. Um tnico nucleon extra, préton ou neutron, é
suficiente para que a energia de ligacao deixe de ser influenciada pelo emparelhamento. Temos, entao, as
regras,

34A-3/4 MeV  impar-impar
6=<0 MeV  impar-par ou par-impar (4.7)
—34A73/* MeV  par-par

Juntando todos estes termos, a energia de separagao nuclear fica

Z(Z —1) (N-=2)?
A1/3 — Asim A

B(Z,A) = ay,A — a,A%® —a, —4. (4.8)

Segundo Myers-Swiatecki, os coeficientes sdo (todos em MeV): a, = 15.68, as = 18.56, a. = 0.717 e
Gsim = 28.1.
A massa nuclear pode ser calculada, entao, como

M(Z,A) = Zm, + Nm,, — B(Z, A) (4.9)

com B(Z,A) dada por (4.8). Esta é a férmula semi-empirica de massa.

4.1.4 Parabolas de Massa e Estabilidade Beta

A maior parte dos nuclideos conhecidos sao instaveis, de modo que se transformam, conforme a meia-
vida de cada um, em nuclideos diferentes por emissao ou absorgao de particulas, processos que recebem os
nomes de decaimento ou desintegracao nuclear. Estes processos serao estudados mais detalhadamente no
préximo capitulo. Neste momento, estamos interessados num processo que mantém o ntimero de massa
nuclear mudando a proporc¢ao de prétons e néutrons dentro do niicleo. Este decaimento é a desintegragao
beta, que engloba trés processos basicos:

a) Decaimento 8~ (beta menos);

(Z,A) = (Z+1,A) +e + 7, (4.10)

b) Decaimento 3% (beta mais);

(Z,A) = (Z —1,A)+ et + v, (4.11)

c¢) Captura eletronica;
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(Z,A)+ e = (Z—1,A) + 1. (4.12)

E facil de ver, através da férmula de massa nuclear, que para um mesmo nimero de massa, A, nuclideos
com diferentes valores para numero atémico, Z, e numero de néutrons, IV, terdo massas diferentes. De
fato, férmula (4.9) pode ainda ser escrita como

M(Z,A) =xA+yZ+22*+£4 (4.13)
com

_ Qs

T =My av+a52m+m
Q¢

Y= _4asim - (mn - mp) - m (414)
y = dasim Gc

- A Al/3

A expressao (4.13) deixa evidente a dependencia da massa M (A, Z) em relagdo a Z quando A per-
manece constante. Para os célculos a seguir convém explicitar o sinal de § na férmula de massa (4.13)
para cada caso a ser discutido.

Quando se adiciona um terceiro eixo & tabela de nuclideos (Figura 1.1) representando a massa, nota-se
que a massa dos nuclideos se encontra sobre parabolas, quando plotada com respeito a Z. Um nftcleo
tende a decair para um vizinho isébaro de menor massa, por 37, 87 ou captura eletroénica. Os ntcleos
estaveis com relacao a esses trés processos sao chamados nicleos beta-estaveis. Os nicleos de menor
massa estao, portanto, no fundo das parabolas e sao beta-estaveis.

E facil demonstrar que o valor aproximado de Z que minimiza a massa é dado por (veja problema no
final do capitulo)

[Aagim + (M — m,)]A + a A%/3
Z, = : . (4.15)
Sagim + 2a.A2/3
Aqui Z, nao é necessariamente um inteiro, portanto esta férmula d4 apenas uma aproximacao do nimero
atomico mais estavel.

Parabolas para A-impar

Conforme (4.7), § = 0 para A-impar, de modo que hd apenas uma pardbola possivel. Para um is6topo
real, M(Z, A), temos

M(Z,A) — M(Zy, A) = yZ + 22% + 222
= 22207 + 22% + 27} (4.16)
M(Z,A) — M(Zy, A) = 2(Z — Zy)?

Para um processo de decaimento beta, temos

Qs =M(Z,A) — M(Z+1,A) (4.17)

onde Z +1 se refere ao decaimento 37, e Z —1 se refere ao decaimento 7. Usando a expressdo parabélica
para a massa, temos

Qp = 2(Z — Zo)? + M(Zy, A) — 2[(Z £ 1) — Zo)* + M (Zy, A)
=2(2% 22720+ Z3) — 2[(Z £ 1)* = 2(Z £ 1) Zo + Z2]
=T2272 42270 — 2 (4.18)
1

0= [st-2- ]

Agora, temos que, se
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Qs >0 ou M(Z,A) > M(Z+1,A) (4.19)

entdo, ocorrerd decaimento 8~ de Z para Z + 1. Se

Qs+ >0 ou M(Z,A) > M(Z —1, A) (4.20)

entao, ocorrerd captura eletronica de Z para Z — 1. Ainda, se

Qs+ > 1.02MeV ou M(Z,A) > M(Z —1,A) + 2mq (4.21)

onde mg é a massa de repouso do elétron, entao ocorrera decaimento de pdsitron.

Para nucleos com A-impar, sé pode existir portanto, um isébaro estdvel, para o qual as transicoes
beta ja ndo ocorrem. H& duas excessoes: A = 119 e A = 123. A Figura 4.3 mostra a parabola de massa
para A-impar e um exemplo para A = 135.

A - Impar
A - Impar A= 135
\
= ?
S
! | A
€
a & \
R :
0
AN o
N
A -
M{Zg,A) ¢
[k
Te I Xe Csiau Lo Ce
N O 1

52 53 54 5556 57 58
I=>  2,:587

Figura 4.3: Pardbola de massa para A-impar e exemplo para A = 135.

Parabolas de Massa para A-par

Para o caso de ntcleos com A-par, sdo geradas duas pardbolas que diferem em valor de massa por 24.
Em total analogia com o caso anterior, escrevemos

M(Z,A) — M(Zy, A) = 2(Z — Zy)* + 26 impar-fimpar (4.22)
M(Z,A) — M(Zy, A) = 2(Z — Zy)* par-par '
E ainda,
1 . .
Qs =2z {:I:(ZO —-7Z) - 2} + 26 impar-impar
. (4.23)
Qs =2z [i(ZO —-7)— 2} — 20 par-par
A condigao para decaimento 3~ é
Q- >0 ou M(Z,A)>M(Z+1,A) (4.24)

Para captura eletronica, tem-se

Qp+ >0 ou M(Z,A) > M(Z—-1,A) (4.25)
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E para decaimento 8T,

Qp+ >2mg ou Qp+ >102MeV  ou M(Z,A) > M(Z —1,A)+ 2myg (4.26)

Pode haver alguns isébaros par-par que sao estaveis, o que depende da curvatura das parabolas e da
separagao 26 entre elas (Figura 4.4). O maior ntimero de is6baros achado na natureza é trés. Nao deveria
haver nticleos tipo fmpar-impar estdveis, mas hé, de fato, quatro excessoes: 2H, SLi, 1B e ¥N. Isso se
deve a variacbes rapidas das energias de ligacao dos nucleos muito leves, devidas a efeitos de estrutura
nuclear que nao sao explicados pelo modelo da gota liquida.

Certos nuclideos tipo impar-impar podem inclusive decair tanto por processo 3~ como 37.

A-PAR [ A-PAR
Qp Ac: 102

v 1

T\* Z-IMPAR .ru-lwnn

VLT

ei—Z-PAR , N-PAR ;‘r X
\ T
\ §31+25
S EEEP
I
A/t
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Figura 4.4: Parabolas de massa para A-par e exemplo para A = 102.

4.2 Ressonancias Gigantes

4.2.1 Modelo Goldhaber-Teller

O N qulnnnu:n-.u..,,,.,..
0 =n wf {y,n] g, =
‘.- - E ]
i‘ L]
=0 . h L
!- e il { ™ 1 »
¢ . T Ve

Excitation Energy E(MeV)

Figura 4.5: Observagao de ressonédncia gigante na curva da secao de choque.

No modelo GT, a ressonancia gigante é considerada como uma oscilagao dos fluidos formados por
prétons e néutrons. Uma forga externa move um dos fluidos em relacao ao outro, e uma forga restauradora
tende a reaproximaé-los.

Neste modelo, a forca restauradora é formada partir do termo de simetria na formula de massa,

(N - 2)?

1 (4.27)

Esim = Qsim
com agim =~ 20 MeV.
A férmula 4.27 nao pode ser diretamente aplicada neste modelo, pois as regides em que hé quebra da
simetria nas densidades de prétons e néutrons os fluidos sao formados por somente uma dessas particulas.
A variagdo de energia para uma separacgao & entre os centros de massa de cada fluido é dada, etao, por

AV

AB = 0lpy + p)AV = 6(Z + N) - (4.28)
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onde AV é o volume onde hd somente um tipo de particula, que é dado aproximadamente por
AV = 1R?*|¢|. (4.29)

Aqu1 estamos assumindo que o potencial ¢ seja linear nas densidades Pp,n, O qUE é uma, hipétese razoével,
s
como veremos abaixo. Com iStO, temos

3441l
>

AE = S¢A (4.30)

4

v

time

Figura 4.6: Esquema do movimento nuclear na ressonancia gigante.

Esta expressao é linear em |¢|, e portanto nao leva a solu¢do do tipo oscilador harménico. Por isso,
Golhaber e Teller simplesmente assumiram uma expressao

1
E, = 51@52 (4.31)
para £ pequeno, com k determinado de modo a dar A, como calculado a partir de 7?7 para £ = ¢, onde
efoi escolhido como sendo igual a 2 fm. Com isso temos

1 3 € 3pA
—ke? = pA— — ke= - 4.32
2 4¢ R 4 R ( )
Neste modelo, como cada um dos fluidos permanece na forma esférica, nao precisamos introduzir variagoes
da energia Coulombiana.

A energia ¢ é determinada como sendo aquela necessaria para tirar um préton ou néutron do nicleo

no seu estado fundamental, ou seja,

(N-2?  (N-Z+1)

_— = - 3 4.
b= a e —a (4.33)
de onde resulta a
== 4.34
p=" (439)
e com isso temos /3
as
A frequéncia de oscilagao é
k
w=4/—, 4.36
. (4.36)

onde = ZNm/A é a massa reduzida do sistema formado pelo fluido de prétons e pelo fluido de néutrons,
com m sendo a massa do nucleon. Podemos obter k& a partir de (4.32) e substituir em (4.36), de onde
resulta a energia da ressonancia de dipolo elétrico,

36 A 45
— L —x—M . 4.
m V ZNgr = asMeV (4.37)

onde foi usado que R = rgA'/3 e ¢ obtido em (4.34), além de valores para rg e para as obtidos fenomeno-
logicamente.
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4.2.2 Modelo de Steinwedel-Jensen

No modelo de SJ o nicleo é entendido como um corpo formado por dois fluidos, o de prétons e o de
néutrons, com densidades

pn(ﬁa t) = p(o) - 77<7>7t)

n

4.38
pp(?v t) = p;S;O) + 77(7)’ t) ’ ( )

com

/d%(?,t) =0. (4.39)

Com isso, a energia devido a simetria de prétons e néutrons no nicleo fica

&(%/d%umﬁipr7¢»? )
Po
Como
pn—pp =) =) =20 = (pn = pp)* = () = pi))? = 4(p\) — p{ I+ 47, (441)
entao
/al?’r(pn_pp)2 = /d3r (p%O) — pl()o))Q — 4N; Z /d3r7)(77t) + 4 /d3?"772(?>7t). (4.42)
Po Po o

O primeiro termo do lado direito é simplesmente uma constante igual a energia de simetria do nucleo
no estado fundamental,

(o) _ (0)\2 N — Z)2
e = )" 44
e sy (4.43)
enquanto que o segundo é nulo, pela prépria definicao de 77(7, t), e assim, a energia é dada por
4
E,=E“ 4 P / Brn? (7 1), (4.44)
onde N7
B = % . (4.45)

A variacdo da energia depende, portanto, inteiramente de 77(7, t).
A energia cinética é dada por

m
=5 [ Erp TR+ o) (4.40)

onde v_p> e 7, sao as velocidades dos fluxos de prétons e néutrons, respectivamente, na posicao 7 no
instante t.
Transformando para as velocidades relativa e do centro-de-massa, temos

7(?775) = ﬁ(ﬁvt) - 'U_n>(7>,t)

(4.47)
V(T.,8) = [pop (7 0057, 6) + put (7, 6) /o
e a energia cinética fica
T = % / dr(poV? + preav?), (4.48)
onde o . . )
W PpPh PP
prea = L2 — Doln | 2y L (4.49)
pp - p'n, po Po pO
é a densidade redu&ida.
Considerando = 0 e tomando apenas o primeiro termo na expressao para a densidade reduzida,
temos ZN
r=" dro? . (4.50)

T2 A
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Com a energia cinética dada acima, e com a energia potencial obtida anteriormente, temos a La-
grangiana

m ZN 3 o 4ag 3 9
ngﬁpo d’rwv —Z/d rno. (451)
A esta Lagrangiana devemos acrescentar o vinculo da conservacdo do nimero de particulas,
Ipp.r
gpt L4+ V. (PpnTpn) =0, (4.52)

que deve satisfazer a condicao de contorno
- —
r 'vp,n“?\:Ro =0. (453)

Para o caso dos prétons, podemos escrever a equagao 4.52, até primeira ordem, como

opy O
R A AT AT TS (4.54)

Podemos, agora, minimizar a Lagrangiana 4.51, aplicando o método variacional, que resulta

4a
3 2 52 —
/dt/d <2 —5 Pol —po77>0. (4.55)

Definindo § como o vetor posicao relativa do préton em relacao ao néutron, temos
kS
ot (4.56)

968
5V = et

A partir destas igualdades, e usando a equagdo 4.54, obtemos

o  ZN %

— = —— —_— 4.
e portanto
on=— yE ,003(5_> (4.58)
Voltando a equacao 4.55, agora usando os resultados 4.56 e 4.57, temos
3
/dtL /dt/d <2A2po 77)
(4.59)
ZN 95 95%
_ 3 z v Yo =) =
—/dt/d""(mA2po It Ot +8G5A277€5 )
Como
UERLE) 8—5? 0% 0F (4.60)
ot ot at\ ot oz '

INV.F = V.5F) — (V)65 (4.61)
/dt(s 5?) = [%}.zﬁr =0, (4.62)

/ ErV(n57) = /A da(nés) =0 (4.63)

para a superficie A suficientemente grande, segue

ZN % ZN
/dt/ds’)"('ITL142poat2 8(15142?77>5? =0. (464)

e notando que

e que
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Portanto .
ZN 0 ZN
mﬁpoﬁ = —SGSF€7’] . (465)
Com este resultado, a equacao de continuidade, 4.52, pode ser reescrita como
P _ T __ Y. ~—"p,—V. T, 4.66
o~ o aﬁ )~ ="zp aﬁ (4.66)
onde foi usada a equagao 4.54. Daqui segue
0 A? 1 9%y
V== 4.67
8t€ ZN p, Ot2 7 (4.67)
e portanto, tomando-se o divergente da equagao 4.65, temos
ZN 0 ZN A% 1 0%y ZN
M oY T = e = S V. (4.68)
e assim, finalmente,
0%y ZN =,
que é uma equacao de onda para a flutuacao de densidade, ou seja,
1 0%y ?2
——=— = , 4.70
2o U (4.70)
com N8
2 _ As
A solucao usual para esta equagao é
(7, 1) = n(7)e™", (4.72)
onde 7(7) = n(7,0) deve satisfazer a equacio de Helmholtz,
V24 k2 =0, (4.73)
cuja solugao é bem conhecida, e dada por
nklm(r) = B]l(k’l")lem(’f’) ’ (474)

com k = w/c. Devemos ainda impor a condi¢ao de contorno correspondente & superficie estaciondria, isto
é, a velocidade da matéria nuclear deve ser nula na superficie nuclear, o que, a partir da equacao 4.65,
corresponde a

F0lr—r, = 0 = FVl—g, =0 — jI(kR,) = 0. (4.75)

Usando valores tipicos, as = 23 MeV, [ = 1, temos kR =~ 2.08, e entao

ZN 8as 2.08

_ o~ -1
hw = huk ~ h 12 1AL (fm™), (4.76)
onde usamos R = 1.24'/3 fm, resultando
4ZN 76,5
hw = S ERVIER (4.77)

O termo dentro da raiz varia lentamente com A, e se reduz a 1 prara Z=N. Assim, a energia da
ressonancia gigante depende aproximadamente de A=1/3 | o que esta de acordo co as observacoes exper-
imentais.
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4.3 Modelo do Gas de Fermi

Neste modelo o ntcleo é considerado como um gés ideal, onde os nucleons fazem o papel de dtomos
ou moléculas do gds. Devemos ter sempre em mente, porém, que os nucleons sao particulas de spin 1/2, e
portanto obedecem & esatistica de Fermi-Dirac. As particulas sdo pouco interagentes (gés ideal), sendo a
interagao com a “parede nuclear” a mais significativa. Como o raio nuclear é muito pequeno, os niveis de
energia sao bastante espacados, e por isso, transicoes nucleares sao mais energéticas do que as atémicas,
por exemplo.

Os estados de cada particula podem ser facilmente calculados a partir da hipétese de que o nicleo
seja uma caixa ctbica, dentro da qual os nucleons se movem livremente, colidindo com as paredes duras
(potencial infinito) da caixa, que correspondem aos limites fisicos do espago disponivel a essas particulas.
Neste caso, a equagao de Schrodinger independente do tempo se reduz a

HU(7)=EY(7), (4.78)

— _ _h g2
onde H = Q”TLV . . .
Como consideramos o ntcleo cibico, é conveniente escrever

U(7) = U(x)P(y)P(z), (4.79)
que, substituida na equagao 1, resulta
—h? 9?
— U, = B, 4.80

onde i =z, 9, 2.

As condigoes de contorno sdo dadas pelo fato de os nucleons ndo poderem sair da caixa, isto é, a
fungao de onda deve se anular nas paredes do nicleo. Entao ¥,(0) = ¥, (L), onde L é o comprimeto das
arestas da caixa ctbica que forma o nicleo neste modelo. O mesmo ocorre para as fungoes dependentes
deyez.

Com estas condicoes de contorno, as solucoes da equacao de Schodinger sao

U, = A,sen(kyx), (4.81)
onde k, = n,w/L, com n, = 1,2,.... Para as equagbes em y e z a solugdo é idéntica, e a fungao de onda
completa fica

U(7) = Asen(kyx)sen(kyy)sen(k.z) . (4.82)

A energia dos estados nucleares é dada por

h2k?
E= 4.
2m (4.83)
onde k% = k2 + k2 + k2. A constante de normalizacio, A, é calculada impondo-se a condicao
L L L
T2 =1 — AQ/ seanmx,/ seanyy,/ sen’k,z =1, (4.84)
0 0 0
de onde resulta A = (2/L)%/2. Finalmente, podemos escrever
9\ 3/2
%
U(7r) = (L) sen(kyxz)sen(kyy)sen(k,z) . (4.85)

Os estados do sistema sao, portanto, caracterizados pelos nimeros quanticos n, ny, n,. Graficamente,
estes estados podem ser representados como na figura 4.7. Cada ponto no espago de fase representa um
estado. Cada cubo nesse espago tem 8 estados, mas por outro lado, cada ponto pertence a 8 cubos
diferentes. Assim, é possivel fazer uma relacdo 1 para 1 entre cubos e estados (por exemplo, podemos
relacionar cada cubo ao estado correspondente aos menores n,, ny, € n., encontrado entre os estados que
o formam; é fécil ver, observando a figura 4.7, que esta regra mapeia um tnico estado para um unico
cubo). Assim, a densidade de estados por volume do espago de fase é igual ao inverso do volume do cubo
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P.n,

Figura 4.7: Diagrama do espaco de fase.

correspondente a um estado, e como v = 1 (o volume é adimensional!), segue que a densidade corresponde
a um estado por unidade de volume.

Podemos usar uma esfera de raio p, centrada na origem, para contarmos o nimero de estados acesiveis
em funcao de p. Como n,, . sao sempre positivos, devemos nos restringir ao octante do espago corre-
spondente aos valores positivos dos niimeros quanticos. Como o volume da esfera é V = 47p? /3, o volume
ttil para a contagem dos estados serd Q@ = V/8 = & p3, de onde segue que

ay

s
= dQ = =p%dp. 4.
g 2" 7 5P dp (4.86)

O momento correspondente a cada estado é dado por p? = k2k2, portanto

2
p? = (n? 4+ n? +n?) mh —p= £p. (4.87)
¢ Y #\ L h
Como a densidade de estados ¢ igual a 1, temos
r( L\"
dn = 3 (77?1) p2dp. (4.88)

Podemos relacionar, ainda, n e E, a energia do nivel, da seguinte forma:

2

E = g—m s p?=2mE — 2pdp = 2mdE — pdp = mdE (4.89)
o mdE
dp= 0. (4.90)
Assim temos PN - N
dn = 3 (7rh) QmE\/ﬁ — dn = 5 <7rh) mvV2mEdE, (4.91)

ou dn = CL3VEdE, onde C = m®/? /(v/2121).
Sendo E¢ a energia do ultimo estado ocupado, comumente chamada de energia de Fermi, o nimero
total de niveis ocupados serd dado por

n= / CL*VEdE = chSEi/ 2 (4.92)
; .

ou ainda
. V2m3/2L3 532

5 e L (4.93)
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O principio de Pauli nos pribe de colocarmos 2 particulas idénticas no mesmo nivel. Assim, no caso
do nicleo atomico, podemos colocar um préton e um néutron no mesmo nivel, mas nunca dois protons
ou dois néutrons. Os niveis que consideramos até agora sao definidos pelos nimeros quanticos n;, mas
devemos considerar também o spin do nucleon para distinguirmos um estado do outro. Neste caso, como
os nucleons tém spin 1/2, podemos colocar dois prétons e dois néutrons em cada um dos niveis obtidos
neste modelo. Vamos considerar o caso de um tipo de particula apenas, com spin 1/2: o niimero total de
particulas que podem ser colocadas até o nivel de Fermi, E, serd

(2m)3/2L3E;/2
ny = s (4.94)
e daqui podemos obter a relacao entre energia de Fermi e densidade nuclear, isto é,
(37r2)2/3h2 n, 2/3
EFr=—"~1—1—|(— 4.

onde n,/L? é a densidadede particulas no nicleo.

Concluimos, portanto, que a energia de Fermi depende apenas da densidade nuclear, e nao do tamanho
do nucleo ou dos seus numeros atomico ou de massa. Como a densidade nuclear é aproximadamente
constante ao longo da tabela periddica, resulta que a energia de Fermi é aproximadamente a
mesma para todos os nucleos!.

Podemos fazer uma avaliaciio da energia de Fermi a partir de uma estimativa do raio nuclear: L3 =

(47/3)r3 A. Daqui segue que a densidade de particulas é

np _ 4 3 - 4
ﬁ = gﬂ'ro . ( 96)

Substituindo-se este resultado na expresao para a energia de Fermi, e usando o valor empirico para r,,
temos Ey ~ 30 MeV.

Deste resultado, por outro lado, podemos fazer uma estimativa da profundidade do poco de potencial
nuclear, pois sabemos que a energia de separacao de néutrons, B,,, também é aproimadamente constante
ao longo da tabela periédica, tendo o valor By ~ 8 MeV. Observando a figura 4.8, vemos que o fundo do
pogo deve ser V, ~ 40 MeV.

F Y
B =8Mel”
S E— E,
—V, ~ 40 MeV
30Mel”
VO  J

Figura 4.8: Diagrama do pogo de potencial nuclear.

4.3.1 Ensemble Canonico

Seja P; a probabilidade de encontrar o sistema S num estado microscépico j, e Qg (E) o nimero de
microestados do reservatério R a energia E. Sendo Fy a energia total do sistema composto R + 5, e
sendo F; a energia do sistema .S no estado j, segue que
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Figura 4.9: Esquema da relagao entre reservatorio e sistema no ensemble canonico.

E=Ey—E, (4.97)

é a energia de R.
Supondo que as probabilidades de ocupar os microestados sejam iguais, podemos escrever

Pj = CQR(EO - E]> (498)

Em geral Ey > Ej, entdao podemos expandir P; na série

0lnQr(E) 10%InQr(E)

lnPj =lInc+ l’nQR<E()> + Gy E:E()(_Ej) + QT .

(=Ej)* + ... (4.99)
Agora usamos o postulado da Mecanica Estatistica que define a entropia,

dnQr(E)] 1

= 4.100
oE kgT ( )
Como a temperatura do reservatério é considerada constante, temos
02 [In Qr(E))
———= =0. 4.101
Entao podemos concluir que
E
InpP; =C — 2 4.102
n.rj kBT7 ( )
0 que nos leva a importante relagao
Pj = Ae PFi (4.103)
com
g 1 (4.104)
kT’ '
Como as probabilidades P; devem ser normalizadas, segue que
1 -1
A =7 (4.105)

= —Zj eiBEj



4.3. MODELO DO GAS DE FERMI 47

com

Z =Y e (4.106)
k

sendo chamada fungao de particao.
De forma geral, existem varios estados microscopicos j com a mesma energia. Entao, podemos escrever

Z =Y QE)e PP (4.107)
E
onde Q(E) é a fungao de degenerescéncia. Podemos entao escrever

7 Z o~ BlE—kpTInQ] _ Ze—,@[E—TS] (4.108)
E E

Daqui segue que Z tem seu valor maximo quando F'= E — TS é minimo. A fun¢do F' é a energia de
Helmholtz.

4.3.2 Ensemble Grande-Canoénico

No ensemble grande-canonico, além de troca de energia entre o sistema e o reservatorio, ha também
troca de particulas. Entao a probabilidade P; fica

Py = cQn(Ey — By, No — N;), (4.109)

mas ainda temos F; < Eg e N; < Ny. Portanto podemos fazer a expansao

dInQr(E, N) _B)+ 9InQr(E, N)
J

OF E=E, ON E=E,
N=N, N=N,

InPj =lnc+InQr(Ey, No) + (=N;) 4 ... (4.110)

De acordo com os postulados da Mecanica Estatistica, temos as relacoes

InQ 1 nQ
OlnQp 1 o OlnStg _  p (4.111)
oF kgT ON kgT
onde p é o potencial quimico do reservatério. Portanto, temos
E; uN;
InP;j=C— —2 J 4.112
ne kel kT’ (4.112)
e usando o fato de P; ser normalizado, segue
e B(Ej—pN;)
Pj=——— (4.113)

com

== Z e~ BE;—pN;) (4.114)
J
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4.3.3 Fator de Boltzman

H4 vérias semelhangas entre as fungoes de particao dos ensembles candnico e grande-canénico que nao
sao meramente formais. Podemos deixar essas semelhancas mais evidentes reescrevendo essas fungoes de
particao em termos de um elemento comum chamado fator de Boltzman.

Vamos comecar pela fungao de particao do ensemble canénico,

Z =Y e (4.115)
J

onde E; é a energia do microestado j. Esse microestado é caracterizado pela distribuicao de IV particulas
do gas entre os M possiveis estados de particula do gés, ou seja, por uma n-tupla

{n}; =A{ni,no,....nur} (4.116)

onde n1,ng, ... s2o o numero de particulas em cada estado de particula independente. Sejam €1, €9, ..., €k, ..., Epr
as energias que cada particula nesses estados carregam. Entao a energia do microestado j é

E; = mgep, (4.117)
k

entao podemos escrever a fungdo Z na forma

J

7 = Zexp [—ﬁanek] = Z Hemp [—Bnkek] (4.118)
j k k

Observe que quando mudamos do microestado j para o microestado j’, o nimero de particulas no
estado de particula independente, ny, também pode mudar para nj # nk. Além disso, no limite ter-
modinamico N — oo e entao os n, sao completamente independentes, isto é, fixados os valores de
N1, N2, ...Nk—1, k41, ---, Ns, Podemos ter para ng qualquer valor entre 0 e co.

Com isso podemos fatorar a expressao para Z na forma

7 = ﬁ [i e_ﬁs’“"] (4.119)

k=0 Ln=0

Vamos ver agora o caso do ensemble grande-canénico. Aqui temos
= Ze—B(Ej—HNj) (4.120)
J

e novamente, temos

E; = Z NKEE (4.121)
k

para ny pertencente a n-tupla ny ;. Obviamente também temos

Ny => i (4.122)
k
Entao, com N; podendo variar entre 0 e oo, temos

M [<x
k=0

e—ﬂ(ak—m] (4.123)
0

n=
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4.3.4 Gas Ideal Quantico

O ingrediente importante na estatistica de sistemas quanticos é a simetria (bdsons) ou a anti-simetria
(férmions) da funcéo de onda. Por exemplo, para um géds de duas particulas com funcao de onda Wy (r7)
e Uy(r3), temos duas fungdes de onda que podemo ser

Ug(ri,r3) = [U1(r1)Pa(r3) + Uy (r2)Pa(ry)] (4.124)

S

U4(r,72) = 1 [O1(r7)Pa(ra) — U1 (r2)Pa(r])] (4.125)

V2

que sao as funcoes simétrica e anti-simétrica, respectivamente.

Daqui segue que dois férmions nao podem ocupar o mesmo estado, ja que nesse caso ¥4 = 0. J4 no
caso de bdsons, um numero ilimitado de particulas podemo ocupar o mesmo estado. Este resultado tem
implicagoes importantes na estatistica dessas particulas.

Gas de Férmions

Para férmions a fungao de particao no ensemble grande-candnico é

M
== ]I lz 66<eku>n] (4.126)

k=0

mas agora, devido a anti-simetria da funcao de onda, n pode assumir somente os valores 0 e 1. Entao
= =3t [emHer 4] (4.127)
k

Gas de Bo6sons

No caso dos bésons nao ha limitagao no niimero de particulas em cada estado, entao a somatéria na
equacao para a funcao de particao é feita para n variando de 0 a co. Agora notemos que a fungao

fla)y=(1-2)" (4.128)

tem sua n-ésima derivada dada por

F (z) = nl(1 — z)~ (D (4.129)

e, portanto, a expansao em série de Taylor de f(x) é

fl@)=1+z+2*+ .. (4.130)

Substituindo x por e #Ex—1)  segue que

ey . S eBleein (4.131)
n=0

Com este resultado, a funcao de particao para o gas ideal de bésons fica
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==]] [1 - e—mfk—#)} B (4.132)
k

e, entao
InZ=— Zln {1 - e_ﬁ(a’“_”)} (4.133)
k

Nuamero de Ocupagao Médio

A partir de Z podemos obter o nimero médio de particulas que ocupam o estado k. Observe que

In= = Z In [Z eﬁ(e’ﬂ“)"] (4.134)
k n

entao, derivando essa expressao em relagao a € temos

R S )ne—ﬁ(ak—u)n
aiskln._‘ = Zn e—/g(&‘k—ll)n (4135)
e, portanto
10
———In== 4.136
5o nE = () (4136)
com o valor médio do numero de particulas no estado k£ dado por
—B(ex—p)n
(ng) = L ne (4.137)

Zk efﬁ(gk*#)n

Com isso podemos calcular o nimero de ocupagao para gases de férmions e de bésons. Para bdsons
segue que

19 —PEr—H
<nk>:_53€k{_;ln [1—6 Al )}} (4.138)

entao

1
() = =1 (4.139)
No caso de férmions temos, pelo mesmo procedimento
-t 4.140
) = s (4.140)

Por ora estamos mais interessados no gas de férmions, entao nos restringiremos ao estudo do gas de
Fermi. Toda a anédlise que sera feita aqui pode ser facilmente extendida ao caso dos bdsons.

No limite termidinamico, podemos relacionar o valor esperado da energia do gas a energia interna do
gas, entao
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U=>"(n)ex (4.141)
k

Do mesmo modo, o niimero total de particulas fica dado por

N=>"(m) (4.142)
k

Até o momento nao consideramos o spin a particula nas estatisticas desenvolvidas. Podemos facilmente
incorporar o spin levando em conta que particulas com spins diferentes sao diferenciaveis, isto é, pertencem
a estados distintos. Levando isto em conta teremos

== Z e~ BV (Ej—uNj) (4.143)
J

onde v = 2s + 1, sendo s o spin da particula.
A partir dessas expressoes obtemos, no limite termodinamico,

. h2k2 -t
N = 7(2‘;)3 /d3k [exp (BZm - ﬁu) + 1] (4.144)
€
i Hﬁsz ﬁ2k2 -1
U= (;;/)3 /d“k o [exp (ﬁzm —~ 6u> + 1] (4.145)

onde foi usada a energia da particula,

h2k? L
=— k=— 4.14
=g com o (4.146)
sendo L o comprimento da regido onde o gas esta contido e V = L3.
Expansao do Sommerfeld
Vimos que a energia interna de um gas de férmions é dada por
U= /D(E)og(,u—s)ds (4.147)
onde
__ 1! 4.148
op(x) = e B@ 11 (4.148)

é uma fungdo conhecida como funcao sigméide, devido & forma carcateristica do grafico o(x) x x

A fun¢do D(e) = Cy/e tem um comportamento suave para todos os valores ¢ > 0. Essas caracteristicas
das funcoes D(e) e o(p — €) permitem fazermos uma expansao de U(T,V,u) que possibilita calcular
facilmente a integral da equag@ao para a energia interna do gas.

De fato, intergrando por partes temos

U= 1F ot~ T - [ P 2)ie (4.149)
onde

F(e) = /000 D(e")de' (4.150)
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Figura 4.10: Gréficos da funcao sigmdide (a) e de sua derivada (b).

Como o¢'(x) apresenta um pico pronunciado na vizinhanga de = 0, sendo aproximadamente nula
fora dessa regiao, segue que a principal contribuicao para a intergral vem dessa vizinhanca em torno de
z = 0.

No caso do problema que estamos tratando, isso significa que podemos expandir F(¢) na regido € — y,
isto é,

OF(p)_, 10°F(p) ,

e €t 53 m (4.151)

Como ¢’(e) é simétrica em torno de € = p, segue que a contribui¢ao do termo linear na integragio é
nulo. Por isso temos

U(T) = A(p) + B(u)T? + ... (4.152)

onde
3/2
YV [ 2m

Aln) = 152 (,12) o (4.153)

e
7/5
YV [ 2m
B(up) = 16 (ﬁQ) Ml/QkJQB (4.154)

Portanto, a energia interna pode ser escrita em funcao da temperatura T, como

U(T) = aT? (4.155)

onde a é uma constante chamada parametro de densidade de niveis.

4.3.5 Temperatura nuclear

De acordo com a Mecanica Estatistica para sistemas fermionicos, a temperatura de um desses sistemas

pode ser definida por
2 2
B a- 7D

=al?. 4.156
1 e ( )

Fazendo 1, = p2,,,/(2m), sendo m a massa do nucleon. Aqui . dado por

g2 — (Phas )" (4.157)
f 2m ’
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e como, considerando um sistema de N particulas,

(3772)2/3712 .\ 2/3
E; = W L—g (4.158)
e By = p?/(2m), podemos escrever
N\ L3
pr = (3772)1/3h<L3> . (4.159)
Portanto, para prétons temos
() 2\1/3 4 e
PP = (373 3 7 (4.160)
e para néutrons
. A g\ /3
p; ) _ (3772)1/371( L3) (4.161)

Agora, usando L3 = (47/3)r3 A, temos que a energia total (soma das energias de prétons e néutrons) é

E, = 0.07TA%3(ZY3 4 (A — Z)Y3)(kT)*(MeV). (4.162)

4.3.6 Modelo de Particula Independente

Os modelos de particula independente usam o conceito de potencial médio, formado pela soma dos
potencias gerados por cada nucleon. Devido a saturagao do potencial nuclear, dentro do nticleo esse
potencial médio é aproximadamente constante, diminuindo, em moédulo, suavemente a medida que se
aproxima da superficie nuclear. Fora do nicleo o potencial é nulo.

H4 varias formas para o potencial nuclear médio, sempre central, que sao geralmente utilizadas, entre
elas temos

1) Poco quadrado: V (r) dado por

-V <R
Viy=4 "0 7 (4.163)
0 ser >R

onde R é o raio nuclear. Este potencial tem a vantegam de ser pratico devido a facilidade nos calculos.

2) Potencial Harménico:

V(r) = r (4.164)
que nao se anula para r > R.
3) Potencial de Woods-Saxon:
A

e 1+exp [r— f]

(4.165)

que é um potencial mais realista, mas nao leva a fungoes de onda analiticas, dificultando os célculos.

Em geral as solugao para a equagao radial nao sao analiticas, sendo entao expressas em termos de
séries polinomiais bem conhecidas, como por exemplo as funcgoes esféricas de Besse, Neumann ou Hankel.
Como exemplo, vamos tratar aqui do caso de um potencial harménico (4.164).
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Figura 4.11: Autovalores de energia de neutrons em fungao do nimero de massa A.

4.4 Modelo de Particula Independente com Potencial Harmonico

A equagdo da parte radial (3.44) fica

d*u 2m m2w?r? (l+1)
Cl7’2+{ﬁ2 |:E— ﬁ2 :| - 7‘2 }'LL:O (4166)
Vamos introduzir o comprimento
h
=4/ — 4.167
a=\[— (4.167)

e fazer a substituicio de varidveis r — £ = r/a. Com esta substitui¢do a equacdo acima fica

d*u 5 l(I+41)
@ T —2qu =0, (4.168)
onde 5
= —. 4.169
= (1169)
Agora definimos os ntimeros s e n tais que
I(l+1)=14s(s—1/2) (4.170)
e
e=2n+s+1/4), (4.171)
e fazemos outra substituicdo de varidveis, £ — z = £2. Com isso a equacdo (4.168) fica na forma
d*u  1du (l+1)
—_— 4+ —— 2¢ —z— —|u=20. 4.172
Zdz2+2dz+[ez . Ju=0 (4.172)
Vamos escrever a funcdo u(z) na forma
u(z) = e *22°W(2), (4.173)
que subsituida na equagéo (4.172) resulta em
*w 1 aw
0 +(25+572)E+nW:0.. (4.174)



4.5. ACOPLAMENTO SPIN-ORBITA 95

As solugbes desta equagdo sdo as Fungoes Confluentes Hypergeométricas, que sdo conhecidas e se
encontram nas tabelas de func¢oes matematicas, assim como as de Bessel, Neumann, Hankel, etc. Entéo
temos

W(z) =F(—n,2s —1/2;z). (4.175)

Como sempre acontece, os niveis de energia sao obtidos a partir das condigoes de contorno, e neste
caso a condigdo relevante é que para z — oo a fungdo W(z) — 0. Para que isso ocorra devemos ter
n = 0,1,2,.... Substituindo n na equagdo (4.171) e usando a equagdo (4.170), obtemos os niveis de
energia para o potencial harmonico,

Eu = (20 +1+3/2)hw. (4.176)

Podemos ver que as energias dependem de dois niimeros quanticos, n e [, mas combinados na relagao
A = 2n + 1, de forma que os niveis de energia sao igualmente espacados, isto é, sdo multiplos inteiros de
hw/2.

Neste caso conseguimos obter uma expressao analitica para os niveis de energia, o que nem sempre é
possivel. Nem mesmo para o caso do pogo de potencial os niveis podem ser obtidos analiticamente.

Figura 4.12: Ordem dos niveis de energia de acordo com o modelo de particula independente com varias
hipo6teses da forma do potencial nuclear.

4.5 Acoplamento Spin-Orbita
O que se observa é que o modelo de camadas nao reproduz corretamente os niimeros magicos nucleares.

Por isso um novo termo foi introduzido no potencial, acoplando o spin do nucleon e o seu momento angular.
Este potencial tem a forma

Vsr = f(r)s-1 (4.177)
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e como o momento angular total, J, é

J=1+5% (4.178)
temos
-2 — 2 2 2 —
=(1+8)=1 +8 +25-1 (4.179)
Como
(@) =G +10n
1) =1(1+ 1)K? (4.180)
(8)? = s(s + 1)h?
segue que
s 1= (4.181)
475
3.0
sk
.
: 300
i L2t (2a0)
274 e T e T
) Y _- 352 (101)
250 _______}_Gﬁ,
3 o5 —""d_-;_fp rr:_ MME“‘H
\\ 1/2- (LI
~05 —04—08 0Z—61 0 0T 62 03 03 05

]

Figura 4.13: Energia de alguns niveis de particula tinica em fungao do parametro de distor¢cao do modelo
de Nilsen.

Exercicios e Problemas

4.1 Usando a férmula de massa (4.9), demosntre que para um dado nimero atémico A, o isdtopo com
menor massa é aquele com nimero atémico Z mais prioximo de Z, dado pela expressio (4.15).

4.2 A partir da equagdo (4.33) mostre que a energia ¢ para tirar um préton ou néutron do nicleo é
dada pela equagio (4.34).

4.3 Mostre que, quando consideramos o spin, obtemos
= Z e~ BV (E;j—uN;) (4.182)
J

no ensemble grande-canénico. Obtenha a erpressio correspondente para o ensemble canénico.
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4.4 Obtenha as expressoes para N e U dadas acima a partir de =.

4.5 Sendo (nu>' a derivada de (ny) para os estados com energia £, = p, isto €,

(nu) = (% (ni) (ex = p), (4.183)

mostre que a temperatura do gds de Fermi € dada por

-1 (4.184)
kg (n)
4.6 Obtenha explicitamente U(T) usando a expansio de Sommerfeld até ordem T2.
4.7 Mostre que com a substituicdo € = z = €2 e usando
u(z) = e *225W(z), (4.185)

obtem-se a equagao para W(z) dada por (4.174).

4.8 Obtenha a solugcao geral para um modelo de particula independente usando o pogo de potencial.
Obtenha os niveis de energia para os casos | =0 el =1.

4.9 Encontre a equacdo para a funcdo de onda ma borda de um poco quadrado finito com raio rg e
profundidade Vy (caso geral, I ndo necessariamente igual a zero). Use as relagées entre as fungoes de
Bessel para obter um expressao conveniente para os cdlculos. Encontre a diferenca de energia entre os
estados 1s e 1p quando Vo = 45 MeV e ro = 4 fm.

4.10 Use teoria de perturbacdao para calcular a separacao spin-orbita dos estados 1p, 1d e 1f do modelo
de camadas para um nicleo com A = 20. O potencial spin-érbita € dado por

onde agg € um fator determinado experimentalmente como aproximadamente 1 fm e V € um potencial
central. Use um poco quadrado com Vo =40 MeV e ro = 1.4AY3 fm.

No cdlculo perturbativo, assuma que a inclinagcdo do pogco em r = rg € finita, ou seja, V = —Vy em
r=rqgeV =0parar=ry+ A.






Capitulo 5

Interacoes Entre Sistemas Quanticos

5.1 A regra de ouro de Fermi

A equagao de Schrodinger dependente do tempo é

0
Hyp= szf : (5.1)
e uma solucao para esta equagao é do tipo
On = un(?)e_iE"t/h. (5.2)

A esta solucao se aplica a condicdo de ortonormalidade,
/d?’x wh, (2 ) un (Z) = 6(mn) . (5.3)

O operador Hamiltoniano deve representar a parte cinética e a parte de interacao. E conveniente
separarmos explicitamente estas duas partes, escrevendo H = H, + H;,;, sendo que H, tem como auto-
vetores as solucoes ¢, definidas acima. A equagdo de Schrodinger fica

ov
Podemos escrever
T =5, (t)ga(t). (5.5)

ja que os ¢, formam uma base no espago de Hilbert. Substituindo-se ¥ na equacgao de Schrédinger,

temos _ ' _
ihY apune Ert'h 4% B apupe Bt = 9 an(H, + Hmt)une_ZE"t/h. (5.6)

Como ¢,, é autovetor de H, temos

ihY apune Ert/h =3 q, Hipgun e Ent/h (5.7)
n n
Multiplicando-se, pela esquerda, por u}‘\,eiEN t/h e integrando-se em todo o espaco, temos
thay = 2 ay, /dgx u"j\,e"ENt/h Hipp upe Ent/ (5.8)
e portanto
1 )
N = = 3 an(N|Hp|n)e! Er =Bt/ (5.9)
ih n
onde
(N|Hipe|n) = / U (Z) Hing g (7)) d . (5.10)

99
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Se no instante inicial, ¢ = 0, quando a interacao H;,; é “ligada”, o sistema se encontra em um tnico
auto-estado |a), entdo, para um instante ¢ préximo de ¢, teremos a, ~ 1 e a,, < 1 para n # a. Entdo a
equagao 5.9 fica

_ 1
" ih

e para qualquer instante t = T pequeno temos

an(t) = = (N| Hipy o) EN—E)t/h (5.11)

1 h )
T) = —(N| H; " [eUEN—EL)T/h _q 5.12
e portanto
<N|Hznt |a> (Fn—F
Ty =yt 17 [ Gi(EN—Eo)T/h ) 1
an(T) En _E. e (5.13)

A probabilidade de se encontrar o sistema, que inicialmente estava no estado |a), num estado |N) no
instante T é

N Hin 2 i ;
Pno(T) = |an(T)|? = M (2 _ e UEN—E)T/h _ ez(EN—Ea)T/h) : (5.14)

que pode ser reescrito como

(5.15)

o) = Al o0l o[ - BT

(En — Eq)? 2h

=1

Probabilidade (u.a.)

E (unidades de 2rth/T)

Figura 5.1: Probabilidade de transicao Py, em fungao de AE.

Este resultado mostra que a probabilidade de transigao decresce com o inverso do quadrado de AE =
Ex — E,. Na figura 5.1 mostramos um grifico de Py, em funcao de AFE, onde fica mais clara a
dependéncia da probabilidade de transicao em razao da diferenca de energias dos estados envolvidos na
transicao.

Se em torno do estado |«o) existe uma alta densidade de estados, como ilustra a figura 5.2, pode-
mos sempre achar um estado tal que AFE seja suficientemente pequeno (JAE| < 27h/T) para que esta
probabilidade seja relevante mesmo para intervalos de tempo T razoavelmente grandes, como ocorre nas
condigoes experimentais.

Podemos entéo calcular a probabilidade de transicao entre o estado inicial |a) e qualquer outro estado
|N) como

P, = % Pyo(T) . (5.16)
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Como estamos considerando uma regiao de alta densidade de estados, fazemos Xy — f dE p, onde

p= % ¢ a densidade de estados em torno do estado inicial. Com isso temos

[(N| Hinglo) o[ BT (5.17)

P, (T) :/dE4 (Ex - E.)? sen 57

E

F Y

Figura 5.2: Niveis em torno no estado |a).

Como 1/(Ex — E,)? tende a zero rapidamente, a contribui¢do relevante para a integral acima vem
principalmente dos estados |N) com energias préximas a E,. Nessa regido, consideramos p aproximada-
mente constante, e (N| Hip |a) = (5| Hint |a) também aproximadamente constante. Entao temos

T2 2h sen’x
P(T) — Bl Ho\ 1) |2

onde fizemos a substituigdo £ — = = (E — E,)T/(2h), e finalmente obtemos

_ 2nT

P(T) T\<5|Hmt|@>|2p- (5.19)
Definindo a taxa de transicdo w como a variacdo da probabilidade de transicdo com o tempo, w = %,
temos 5
T
Waa = (B Hintler) *p. (5.20)

Este resultado é conhecido como Regra de Ouro de Fermi, e tem uma importancia fundamental na
mecanica quantica. No entanto, s6 pode ser aplicado nos casos em que o sistema apresenta niveis discretos,
quando Fy # E,. Quando os sistemas apresentam estados continuos a regra de ouro de Fermi nao pode
ser aplicada. No préximo capitulo desenvolveremos uma teoria que se aplica a estes casos.

5.2 Oscilacoes de Rabi em sistemas de 2 estados

Um exemplo interessante de aplicactes da regra de ouro de Fermi é o problema das oscilagoes de Rabi
num sistema de dois estados. Sistemas como esse sao encontrados em varios campos da Fisica, como
por exemplo a interagao entre campo eletromagnético e 4tomo em cavidade ressonante. Basicamente o
problema é formado por um sistema de dois estados, |1) e |2}, que interage com um potencial externo tal
que

[ et 12 se [n = [1)
”@{vfwu»wfw=m
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O hamiltoniano completo é dado por

H=Hy+V

com Hj tal que

Hy |n,t) = —ith— |n,t)

Hy|n,t) = E, |n,t)

de modo que

n,t) = |n) "t
onde
E,
Wy = ?
e
In) = |n,t=0)

Vamos inicialmente trabalhar com um nimero n de estados arbitréario, e posteriormente nos restringire-
mos a n = 2. Um estado qualquer do sistema pode ser escrito como

Y= ZC ) |n, t),

A equagdo de Schrodinger fica entao

Hw——m U

O lado esquerdo dessa equagao pode ser expandido na forma

H=(Ho+V) Z C, (t) |n,t) Z Cp (t) Holn,t) + Y Cy () Vin,t) (5.21)

n

O lado direito da equacao de Schrodinger também pode ser expandido, de modo que

Z@t (1) |n,t)] :ZC )n, t) +ZC |nt
Usando

Hyln,t) = —zh 0 |n t)

na equagao para a derivada em relacao ao tempo, temos

oY i
5= zn: Chln, t) + zn: Cny Holn,t) (5.22)
Substituindo (5.21) e (5.22) na equagao de Schrodinger temos

ZC Ho|m, t) +ZC Vim,t) = —ih ZCn|nt —i—ZC Hy|n,t)

m

Na expressao acima deixamos de indicar explicitamente a dependéncia temporal de C,(t). Vemos
que a primeira somatéria do lado esquerdo cancela a ultima somatéria do lado direito. Resulta que

3 Culmity =3 % Cy Vin,t) (5.23)
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Vamos agora estudar a acao de V sobre o sistema. Temos

Vin,ty =" o/, t) (0, t[V|n,t)
n/

€ Como

[n,t) = et

<’I‘L/, t| _ efiwn/t<n/|

entao segue que
Vin,t) = 3 efton =)l |V ) o)
Substituindo (5.24) e (5.23) temos

S Cllm, ) = % S5 G et [V, ),

Agora vamos restringir o ssitema aos dois estados apenas.

Temos
1
{1
e
VL) = yeit[2)
VI[2) = ye=it|1)
entao

V|1,1) = ernztyet|2)
V|27t> — ezwglt,ye—zwt'l)

Usando as igualdades acima na equagao (5.25) obtemos duas equagoes diferenciais acopladas
Ol _ _i702 ei(wgl-i-w)t
h
6.12 — 71’701 6i(w127w)t
h
Da equagao (5.26a) segue que
02 _ @CQ e+i(wgfw)t
Y
e portanto, derivando essa equacao em relacao ao tempo obtemos
N UV ot
Cy = — [Clez(wo w) + Z(’LUO _ w)ez(wo w)
Substituindo a equagdo acima na equagao (5.26a) temos
. . ’)/2
Ci + i(wo — U})Cl + ﬁCl =0
A solucao dessa equacgao é da forma

Cl (t) = ei)‘t

63

(5.24)

(5.25)

(5.26a)

(5.26b)

(5.27)

(5.28)
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e substituindo C1(t) na equacao (5.28) segue que A pode assumir os valores

r= Lt oas/az a2 (5.29)
72 h2 '
onde A = w — wy.

A solugéo geral para Cy(t) fica entao

Ci(t) = Cp et 4O ™!
e usando a equacao (5.27), segue que
_ih , .
C2= "N Cret 4 A C e (5.30)
v

Agora usamos a condigao inicial, C1(0) = 1 e C2(0) = 0 para determinar Cy e C_. Temos

02(0) =0= >\+C+>\_C_ =0

Cl(O)ZO:>C++C_:1

Dessas equacoes temos

e substituindo Ay e A_ chegamos em

Note porém que a expressao para Co(t) adquire uma forma mais simples, j& que

Ca(t) = _Tm (A Cue™! 4 A_C_e)
€ Como
A
A+C4"x%—A,
A
A v
Segue que
)\+C+ - —)\,C,
2
ApAl =

Com isso podemos escrever
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1L ) )
Cg(t) _ h (62)\+t _ ez)\,t)

A2 | 42
Vot

sendo que esta expressao ainda pode ser simplificada para

v i

_'n iDt _ _—iDt
CZ(t) - A2 2 (6 € ) )
onde

2
h2

1 /A2
D=>-4/=
2 4Jr

2

Daqui segue que

Pt — 7Pt — 94 senDt

e portanto

A probabilidade de observar o sistema no estudo e no instante ¢ é entao

2
2 sen?(Dt)
Py(t) = |Co(t)? = T
= + g
T T R?
ja que a funcao é normalizada. Obviamente teremos

Co()? =1~ [Ca(t)?

A amplitude C(t) ainda pode ser obtida a partir da equagao (5.26b).

Ao usarmos a regra de ouro no problema de oscilagoes de Rabi devemos tomar cuidado em nao aplicar
diretamente a equacao 5.20 ou 5.12. De fato, estas equagoes sao obtidas a partir da integracao no tempo
da equagao 5.11 supondo que H;,; é independente do tempo, o que nao é o caso neste problema.

Devemos entao partir de 5.11,

as(t) = %Z<2|Hmt|1>eiw2lt (5.31)
com
(2| Hint|1) = ye™ 1, (5.32)
portanto,
an(t) = _?”e“wm-w)t. (5.33)

Agora podemps integrar essa expressao para obter

az(t) = %m €Z(w217w)t -1 (534)

Daqui podemos calcular |ax(t)|?. Usando a identidade trigonométrica 1 — cos(2a) = 2sen®a obtemos
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2
42 _
laa(t)]* = ﬁserﬂ (w212 wt) (5.35)
wo1 — W
Comparando este resultado com o resultado exato,
~2 ~2 9 1/2
=) F2 + (W —wa1)
|Co (1) = %sen2 N t (5.36)
F o+l i

vemos que as duas solugoes nao coincidem. Porém, supondo que o potencial V' — 0, isto é, v — 0, temos

lea(8)]? ~ @il;i:Lil)QsenQ K‘” _2”21) t] (5.37)

que é resultado idéntico aquele obtido usando a regra de ouro. A equacao acima foi obtida anteriormente
através de argumentos heuristicos, resultando na Regra de Ouro de Fermi.

Exercicios

5.1 Parat = 55, faga o grdfico da probabilidade Py (t) em funcdo de w. Interprete o resultado.

5.2 Para A =0, 5,1 e 2%, faca o grdfico de Cy(t) vs. t. Interprete os resultados.

T ei(wsnfia)t
5.3 A partir da expressio a,(t) = ———————— obtenha a Regra de Ouro de Fermi para V independente
wsn + 1)
do tempo. Ty, € o operador relacionado a transi¢ao entre diferentes estados, e an(t) € o coeficiente da

expansdo do estado final (depois da interagdo).



Capitulo 6

Decaimentos

6.1 Decaimento Alfa

Existem ntcleos que s@o emissores naturais de radiacao alfa. Isto ocorre devido a uma vantagem
energética na emissao da particula alfa, obtendo-se no estado final um nicleo mais estavel. O diagrama
da Figura 6.1 ilustra a transicdo de energia do nicleo inicial, (A, Z) de massa M;, ao emitir a particula
e formar o nicleo (A — 4, Z — 2) de massa M.

M.c? (A, Z)
(L3 I [ A
M, M,
=0 o=
A—4,7-2 e = —P
Myc? + Mc? |- ( ) Pa P2

Figura 6.1: Diagrama da transi¢do de energia do nicleo (4, 7).
Antes da emissao supomos o nicleo em repouso, entao a energia inicial é

E; = M;c* (6.1)

Apos a emissao da alfa, a energia final é

Ep = M;c® + My + Ty + T, (6.2)

onde T e T, sao as energias cinéticas do nucleo final e da particula alfa, respectivamente.
Como a energia liberada ¢é tipicamente muito menor do que a massa da particula alfa, podemos
desprezar corregoes relativisticas e escrever as equagoes cinéticas como

- 2
f =
2M; (6.3)
P2
T, =%
- 2M,
Por conservacdao de momento temos pfc = pi, entao
M,
Ty + T, = —*Mrp,
My (6.4)

Ep = Mpc® + Myc? +Q

67
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sendo
M, + Mf
= — T, 6.5
Q=" (65)
a energia liberada no decaimento.
Naturalmente,
Q= (M; — My)c? (6.6)

entao é possivel determinar () a partir da formula de massa.

6.1.1 Taxa de Decaimento

Um modelo simples da decaimento alfa foi proposto por Gamov, onde se supoe que a particula seja
pré-formada no interior do nicleo ao qual fica ligada por um potencial, V (r) (Figura 6.2), que combina
o potencial nuclear entre o ntcleo (4 — 4,7 — 2) e a alfa.

|4

Figura 6.2: Potencial nuclear.

Num modelo simplificado, supomos a particula « sujeita a um potencial constante dentro do nicleo e
ao potencial Coulombiano fora do ntcleo de raio R. A particula pode escapar do niicleo por tunelamento
da barreira, e a probabilidade de escape é dada pela expressao obtida através da aproximacao WKB
(Capitulo 7), sendo P = e~7 com

_2 /" /
1= | (V@) - Q) de (67

Entao, a cada vez que a particula alfa chega na superficie do nicleo, ela tem probabilidade P de
escapar, € 1 — P de permanecer dentro do nticleo.

A taxa de decaimento pode ser calculada, num modelo semi-classico, multiplicando a probabilidade
de escape pela freqiiéncia com que chega a superficie nuclear. Essa freqiiéncia pode ser estimada por

v
f=4 (6.8)

onde v é a velocidade com que a particula a se move dentro do nicleo. Portanto, a taxa de decaimento,
We, €

~ Lo 6.9
wa R e (6.9)
O expoente 7 é calculado a partir da equagdo (6.7), usando o potencial Coulombiano
27¢?
V(r) === (6.10)

e portanto

7_2/” [QmE (W_l)]l/zdr (6.11)

R r
onde b é tal que
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(6.12)

Portanto

2V2mE (Y (b 1/2
7;/R<T1) dr (6.13)

6.2 Decaimento Beta e Captura Eletronica

E conhecido o decaimento do néutron no vacuo através de interacao fraca,

n—p+pT +ve (6.14)

Este processo também ocorre no inteior do nicleo, mas neste caso depende da existéncia de estados
fermionicos desocupados para o préton.
O processo inverso,

p—=n+ BT +0 (6.15)

chamado decaimento 37, também pode ocorrer no interior do nticelo, embora seja desfavorecido ener-
geticamente no vacuo. Finalmente, um processo puramente atomico é a captura eletronica, na qual um
elétron que orbita préximo ao nucleo é capturado por este. Neste capitulo vamos estudar estes processos
usando uma teoria bastante simples proposta por Fermi.

6.2.1 Analise do Diagrama Energético

Considere um atomo com nimero atéomico Z — 1 e nimero de massa A. Na Figura ...a mostramos os
esquemas de niveis para prétons e néutrons, e a seta preta indica a possivel transicao para um estado
menos energético através do decaimento S, formando um ntcleo com nimero atémico Z.

Na Figura ...b vemos a situagdo oposta, com A e Z + 1. Neste caso a transi¢ao favorecida é para o
nicelo (A,Z) através de decaimento S ou por captura eletronica.

Para que o processo ocorra devemos ter a conservagao de energia total, isto é,

E,=Ey+Eg+ E, (6.16)

sendo Eg, no continuo para o decaimento 3, ou

E; = Ef + AE“"" 1 E, (6.17)

onde

AEeletr _ E]ecletT _ Eieletr (618)

é a variagao de energia devido & mudanca na configuracao eletronica na captura do elétron. Em geral este
elétron vem da camada K, que apresenta maior densidade préxima ao ntucleo, mas pode ocorrer captura
de elétrons de outras camadas também.

Tanto o elétron quanto o netrino apresentam massas muito pequenas quando comparadas as energias
dos nucleons, entao devemos utilizar a expressao da energia relativistica, e assim temos

Eg = \[pjc? +mjct (6.19)
para elétron ou poésitron, e

E, = \/pic2 + mict =~ p,c (6.20)

para o neutrino, desprezando-se sua massa (m, = 0).
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6.2.2 Probabilidade de Transicao do Decaimento [

No véacuo o operador fraco, W, é tal que

Wip) = [n7v)

Win) = B 7) (®20)

mas no nucleo é preciso considerar o estado nuclear. Desprezando interacées no estado final de g e v,
podemos escrever a transicao entre os estados inicial e final por

Hip = (Z;,8,v|W|Z;) (6.22)

onde

|Zs.Bv) =|Z5) @ |Bv) = |Zs) ® |B) @ V) (6.23)

com |Zy) representando o estado nuclear. Obviamente Zy = Z; =1 para o decaimento gt e Zy=2;—1
para a captura eletronica. A fungdo de onda do nucleon fica, entao, incorporada & funcao de onda nuclear.

Agora que temos a matriz de transicao podemos calcular a taxa de transicao usando a regra de ouro
de Fermi (5.20)

2T
=K

onde p é a densidade de niveis no estado final, e é dada por

ws = —|(Z;Bv|W|Zi)*p (6.24)

_ dn _ p?gpl% dp
dE 4mipbe TP

p (6.25)

d
com I/ = Eg+ E,. Com o ganho de energia nuclear dado por £ = E; — F, é possivel escrever % como

dn  V? 9
dE ~ 47ihSc3 Ps (

Usando esse resultado na regra de ouro de Fermi, segue que

E — Eg)? dpgs (6.26)

2 9 V2 9 9
wg = ?|<Zf5V|W|Zi>| A6 (E — Eg)"pjs dpgs (6.27)

Note que ao usarmos a expressao da densidade de niveis do gas de Fermi, implicitamente confinamos
o sistema numa caixa de volume V. Com isso devemos normalizar os estados |3) e |v) de acordo com este
volume. Isto significa fazer

1

1B8) = —=18)
v 029

V) - —|v

v) W' )

Portanto obtemos
|<ZfBV|W|Zi>|2 2 2

wp = T 9B (E — Eg) Ps dpg (6.29)

para a taxa de transigao. E mais comum usarmos o termo probabilidade de emissio 3 com momento
entre pg e pg + dpg, entao

[(Z;Bv|W|Z;)|?
P(pg)dps = W

define a densidade de probabilidade do momento do elétron ou pdsitron emitido.

(E — Eg)* pj dps (6.30)
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6.2.3 Probabilidade de Transicao na Captura Eletronica

No caso de captura eletrdnica a energia do elétron nao é mais aquela dada pela expressao (6.19), mas
a variagao de energia na captura do elétron, AE,, isto é, Eg = AE,.

Agora a densidade de niveis é também uma delta de Dirac para a pate eletronica, ja que a transicao
é a partir de um npivel eletronico especifico. Entao,

d d
n_ adn

— = 6.31
dE dp, ( )
e usando novamente o gas de Fermi,

dn _ Vi (6.32)

dE — 2m2h3c '

A probabilidade de transigdo agora fica expressa em termos do momento do neutrino, isto é,

= LB 70w 2, (6.33)

v whte Y ! '

6.3 Campo Eletromagnético

6.3.1 Equacgoes de Maxwell

A Teoria Eletromagnética Cléssica é completamente descrita por um conjunto de quatro equagoes,
conhecidas como equagoes de Maxwell

V- E(T, ) = dnp(7 1) | (6.34)
YV x H(7,t) = 4?”7(?715) — 7, (6.35)

Vx B0+ 183(?,15) ~0 (6.36)
V.H(T,0)=0. (6.37)

1iestas equagoes, E e ﬁ representam, respectivamente, os campos elétrico e magnético. Os termos p e

J representam a densidade de carga e a densidade de corrente, respectivamente, ¢ é a velocidade da luz
no vacuo, t o tempo e 7 a posicao no espago onde estes campos sao definidos.

Além disso, p e j obedecem a equagao de conservagao de cargas,
0
V(7.0 + (70 =0. (6.38)

Notemos que os vetores E e ﬁ tém, juntos, seis componentes, que devem ser determinadas através
destas equacoes que tém como tinicos parametros as densidades p e j , que por sua vez apresentam, juntas,
quatro componentes apenas. Isto significa que os campos eletromagnéticos nao podem ser completamente
determinados através destas equagoes, ou, em outros termos, o nimero de parametros introduzidos através
dos campos e é maior do que o nimero de parametros fisicos envolvidos no sistema. Isto nos
permitird fazer escolhas de “gauge”, posteriormente, que nada mais sao escolhas sobre os parametros
“nao-fisicos” introduzidos a mais nessas equacoes.

E conveniente introduzirmos dois outros potenciais, que substituem os campos elétrico e magnético
nas equacgoes acima. Um deles é o vetor potencial A, definido como

HT. )=V x A(7,1). (6.39)

Substituindo esta equagda em 6.36, temos

?xﬁ+i?x%§0%?x(ﬁ+laz>, (6.40)

c ot
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de onde segue a definicdo do potencial escalar

?@: 182

L lod (6.41)

Com estas definigoes, a equagao 6.34 fica

?(? - 182) =V? - }@ = —dnp, (6.42)

c Ot

e a equacao 6.35 nos da
?x(?xﬁ):‘f?-ii(W—laZ). (6.43)

Usando o fato de que

YV x (Vx A) = -v24A +V(V.4) (6.44)

segue a equagao para o vetor potencial eletromagnético,

ViAo 100 - BT 9(RA 41D, (6.45

oz ¢! c ot

As equagoes 6.42 e 6.45 sao equivalentes as equacoes de Maxwell, mas escritas em fungao dos potenciais
e .

6.3.2 Transformacgoes de Gauge

Coo dissemos, as equacoes de Maxwell apenas delimitam as possiveis formas dos campos ﬁ e ﬁ, nao
podendo determind-los completamente. Com isso, podemos sempre modificar as formas de X e psem que
os campos elétrico e magnético se modifiquem. Usaremos esta arbitrariedade para desacoplar os campos

e pnas equagoes 6.45 e 6.42.

Antes, porém, vamos iustrar a invariancia dos campos ﬁ e ﬁ por transformacoes de gauge. Da
definicao de A, temos que um campo

iy Y (6.46)

nao modifica o campo ?[}, pois

H=VxA=VxA+VxVA=VxA=H, (6.47)
jéque?x?Azo.

_>
Por outro lado, com A’ obtemos, a partir da equagao 6.41, um campo escalar ¢’ tal que

I — —_ = _—— -
Vo' =E+-— + o VA, (6.48)

e portanto devemos escolher
10A

!/
_ 1 4
Y=ot -5 (6.49)

para que o campo elétrico permanega o mesmo.

Isto mostra que existem infinitos potenciais X e pque resultam nos mesmos campos E e ﬁ Podemos
usar esta liberdade para transformar as equagoes 6.42 e 6.45 segundo a maior conveniéncia para se resolver
um determinado problema.
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6.3.3 Gauge de Lorentz

O gauge de Lorentz é muito utilizado na eletrodindmica, pois ele mantém a invaridncia por trans-
formacao de Lorentz. Esta condigao é
10
VA+-% . (6.50)

cot

E evidente que esta condicao simplifica e desacopla as equagoes 6.42 e 6.45. Vamos mostrar que esta
condicao podeser obtida através de uma transformacao de gauge.

Para qualquer par A e ¢, temos

VA 1%‘5 F(7.0). (6.51)

%
Agora fazemos X — A= X + ?A ep=¢ + ?é)t , que nao modificam os vetores E ﬁ mas que
substituidos em 6.51 resultam em

/,lai 2y L0p 10°A
v.A — VA v - (6.52)

Podemos sempre escolher A tal que

16A

NS = —f(Tt 6.53
VA =S = (7). (6.53)
e portanto teremos
199"
A — =0. .54
VA - (6.54)

Com este gauge, as equagoes de Maxwell, 6.42 e 6.45 se reduzem a

162
V2 - Ean = _dnp. (6.55)

927 1 A 47—

SE = (6.56)

6.3.4 Gauge de Coulomb ou Transversal

Nos problemas em que a invariancia por transformacao de Lorentz nao precisa ser explicitamente
evidenciada, pode ser conveniente usar outros tipos de gauge. Um dos que é mais frequentemente usado
é o gauge de Coulomb, no qual impomos a condigao

V. A-o0, (6.57)
o que reduz a equagao 6.42 a
?24,0 = —4mp, (6.58)
e a equacao 6.45 a

924 1924 B 477—.>+ 13(?9@) .

cor ¢l T

(6.59)

Da equagao 6.55, podemos escrever

_>
@)= [ar 2D (6.60)
o= 77

—r
que, untamente com a equagao de continuidade, resultam em

ﬁw -V / ﬁ / dr = ), (6.61)

,7»|
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e entao

10 N 4
10V _ V/d (.0 _ A, (6.62)
c Ot |7 _— c
sendo jl(ﬁ,t) a chamada corrente longitudinal. Notemos que ? X 37 = 0, como pode ser facilmente
verificado, ja que V x V¢ = 0 para qulquer campo ¢.
Portanto Z
102 4m—
i G e 6.63
c 6t2 c j ( Y )7 ( )

onde ?(7 t) = ?(7 t) — 7( 7 ,t) é a corrente transversal. A seguir determinaremos a expressao para

a corrente transversal, que é aquela que contrinui efetivamente para os campos e Q.
Sabemos, da Lei de Coulomb, que o potencial gerado por uma particula carregada com carga unitaria

é
— 1
p(7, 1) = ———=, (6.64)
77
onde 7 éa posigao da carga, e 17 ¢é a posicao onde o potencial é calculado.. Como, no gauge de Coulomb,
?2@ = —4mp(7), (6.65)
temos que
1 —
2 — —_
7=
A corrente total, para um conjunto de cargas, pode ser escrita como
1
7(7@:/ (7 06(F — 7)d 7/%7» Ny d?. (6.67)

Usando a propriedade VxVx = ?(?7) - ?27, temos

t)—;?xe/;(?’ /_> ( rir>d7' (6.68)

?(ﬁ)d? - —?’(ﬁ)d?, (6.69)

Como

- -

onde ?' é o gradiente calculado em relagao a ?7 segue

:;ﬁx?/g(?’t /_> ’(?iH)d?. (6.70)

Por outro lado,

?(;L_})') - ?/?(7,t>(ﬁ) +

e entao podemos escrever

t) :1§>x?/@d7+;?/?’<%>d7

/W——f‘l

7(7,@?’(7—1{') (6.71)

(6.72)
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Pelo Teorema de Gauss, segue que

/?’(%)d?zé%d?, (6.73)

onde d? é o vetor elemento de superficie, tomado sobre a superﬁ}cie S. Podemos sempre escolher a
superficie gaussiana, .S, numa regiao distante o suficiente para que j (7, t) = 0, de modo que este termo
é nulo. Assim, resta

=07 o
P =% [ L0000 L [T, 611

O segundo termo do lado direito da expressao acima pode ser identificado como sendo 7(7,1&), e

portanto o primeiro termo representa a corrente transversal,
=7
= Lo g [2000 7
§H (T t) = —V x dr (6.75)
am 7 -7

No gauge de Coulomb, apenas esta corrente transversal é importante na determinagao de X e . No
caso em que nao existem cargas livres, temos p(?, t)y=0e ?(7, t) = 0, entdo temos, além da escolha
do gauge ?Z = 0, também %—f = 0, e entdo esta escolha satisfaz tanto o gauge de Coulomb quanto o
gauge de Lorentz.

Este gauge é muito utilizado no estudo da radiacao eletromagnética classica e quantica. Neste gauge
temos

194 (6.76)

A solucao da equagao do potencial vetor eletromagnético sao funges de onda plana

A7 t) = AgeiFT=wt) | G e=i(kr—wt) (6.77)
O Hamiltoniano do eletromagnetismo é

P’ - e . o AP

e
H=—+—A-p p- A 6.78
2m + me P + 9mct + 2mc? +ed (6.78)
0 que nos leva a equagao de Schrodinger para o ntcleo na presenca de campo eletromagnético,
W _, deh - = ieh o - e? ov
- —A-V4+—(V-A A? VIV =ih— 6.79
2mv * mc * 2me (V-4)+ 2mc? teo T (6.79)

onde V é o potencial nuclear.
Se as cargas que geraram o potencial eletromagnético estao suficientemente longe do sistema, temos

6=0
L (6.80)
V-A=0
Considerando
A
“L«1 (6.81)
p

a equagao de Schrodinger se reduz a
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ov n_, ieh » =
e = |——— Ly vl 82
ih py 2mV +V(r)+ s \Y (6.82)

e definimos

o,
H() = —%V +V(7’)

o (6.83)
Hint = EA‘ ﬁ
me
Como
A=A, [ei(émwt) _’_e—i(E-F—Q—wt)} (6.84)

agora podemos usar a regra de ouro de Fermi para calcular as amplitudes de transi¢ao devido a interagao
eletromegnética.
Usando a equagao (5.11) temos

1 .
G () = — (| Hig [ ™t/ (6.85)
i
com
ieh kP =ik 1D iwt
(| Hinel) = "L (7 4 57 £y - Flnje
me
ich P A P A (6.86)
(m| i) = = [<m|elk'r o Vin)e ™t + (m|e~ R Ay - V\n)em]
portanto
am(t) = % [(m\ei’;'?ffo - V|n)ei@mn=w)t/h | <m\6_iE'FE0 . ﬁ|n)ei(“m"_“)t/ﬁ} (6.87)

Considerando que H,; comeca a agir sobre o sistema em ¢t = 0, e que a,,(0) = 0 para m # n e
a,(0) = 1, temos, para qualquer ¢t > 0

am (t) =

mc Wimn — W

_@ [(meik'ﬂéf@ . §|n> (ei(wmn_w)t/ﬁ _ 1)
(6.88)

N (m|eiFT Ay - V|n) (ei(wm”w)t/n _ 1)
Wmn + W

Exercicios
6.1 Calcule o expoente v, dado por (6.13).

6.2 O estado fundamental do ?*' Po pode decair por emissio alfa para o estado fundamental do *°7 Pb.
Um estado metaestdvel (isomero) do **' Po também pode decair por emissao alfa para o estado fundamen-
tal do 2" Pb (particulas alfa de “longo alcance”). (a) Faca o diagrama de niveis de energia mostrado esses
processos. (b) Os dois grupos de particulas alfa sao observados simultaneamente em um espectrégrafo
magnético de campo homogéneo a 180°. Os raios de curvatura das suas trajetdrias sio ri e ro (maior).
Qual a razao entre suas energias? (c) Dada a energia de excitacio E do estado metaestavel além das
informagdes acima, encontre uma expressio para a indugdo magnética B no espectrégrafo. Use mecdnica
nao relativistica.
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Figura 6.3: Decaimento alfa do 23% Pu.

6.3 Na Figura 6.3 sdo dadas as energias de decaimento alfa do 238 Pu, assim como as energias dos

estados excitados do 23*U. Calcule a energia cinética do grupo de de particulas alfa que leva ao estado
9 grup D q

excitado de energia 0.499 MeV do 234U.

6.4 Assuma que dois isétopos do elemento gsCf (A =~ 250), diferindo em nidmero de neutrons por 4,
tem energias de decaimento alfa idénticas. (a) Qual isdtopo deve ter a maior meia-vida? (b) Calcule a
diferenca percentual esperada nas meias-vidas.

6.5 O nuclideo 233U emite seis grupos de particulas alfa, com energias cinéticas de 4.816 MeV, 4.773
MeV, 4.717 MeV, 4.655 MeV, 4.582 MeV e 4.489 MeV. Raios gama com energias 0.0428 MeV, 0.0561
MeV e 0.099 MeV também foram encontrados. Construa um esquema de decaimento baseado nesses

dados.

6.6 A altura U da barreira de Coulomb em torno de um nicleo de carga Zye e raio v para uma particula
de carga positiva Zse pode ser obtida em primeira aproximacdo calculando-se a energia da repulsao de
Coulomb a uma distancia igual ao raio do nicleo.

212262
T

U= (6.89)

Suponha que o raio do nicleo € dado pela férmula r = 1.5 x 1073 AY3 ¢m, onde A é o nidmero de
massa do nicleo. Calcule a altura da barreira para particulas alfa e para os nicleos 2°Ne, 4°Ca, 6 Zn,
128n, 174Y'h ¢ 232Th. Repita o cdlculo para prétons e deuterons.

6.7 Descobriu-se que uma amostra de hidrogénio contendo 2.57 cm? de tritio nas CNTP produz 0.1909 cal /h
de calor. A meia-vida do tritio € 12,46 anos. Ache (a) a razdo de desintegracdo, (b) a energia média das
particulas beta emitidas, (¢) a razdo entre a energia média e a energia mdzima.

6.8 Na fissdo nuclear do 23U, cerca de 9% da energia total liberada vém do decaimento B dos produtos
de fissao. Qual a poténcia carregada pelos neutrinos de uma instalacdo nuclear que libera 100000 kW de
calor?

6.9 Coloque num grdfico logh contra logTy para os emissores de pdsitrons listados abaizo (onde A € a
constante de desintegragao e Ty a energia mdxima disponivel para a desintegragdo). O resultado é a curva
de Sargent para decaimentos [ permitidos. A partir da curva, obtenha a energia mdxima das particulas
emitidas pelo 2° Al (meia-vida de 7,3 s) e 33Cl (meia-vida de 2,0 s).

6.10 O nuclideo 153Sm emite quatro grupos de raios beta, com energias mdzimas de 0.83, 0.72, 0.65 e
0.13 MeV. Também sao emitidos raios gama com energias de 0.1032, 0.06697, 0.172, 0.545 € 0.615 MeV.
Construa um esquema de desintegrac¢ao que englobe esses dados.

6.11 O nuclideo **Tc decai por captura de elétron orbital e emissio BT. Descobriram-se raios gama
com energias 3.27, 2.73, 1.85 € 0.874 MeV, assim como pdsitrons com uma energia mdxima de 2.41 MeV.
Deduza um esquema de decaimento que englobe estes dados.
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Nuclideo Meia-vida (s) Energia maxima (MeV) Nuclideo Meia-vida (s) Energia mdxima (MeV)

Ye; 1200 0.98 B Mg 11.9 2.99
13N 606 1.24 2154 4.9 3.48
150 122 1.68 29p 4.6 3.60
g 70 1.72 3184 3.2 3.86
P Ne 18.4 2.18 354 1.86 4.40
2INg 22.8 2.52 418¢ 0.87 4.94

6.12 Derive uma expressio para a energia cinética (em eV) com a qual o nicleo recua quando um raio
v € emitido. Expresse a energia do raio v em KeV , e a massa do nicleo que recua em u.m.a.

6.13 O nuclideo **Cr decai por emissio de pdsitrons, emitindo trés grupos de particulas com energias
de 1.54 MeV, 1.39 MeV e 0.73 MeV. Observam-se raios gama com energias de 0.15 MeV, 0.061 MeV,
0.089 MeV. Construa um esquema de decaimento adequado a estes dados.

6.14 Calcule o fator de penetracao em barreira P = e~7, com ~ dado pela equagao (6.7) para uma
barreira triangular (veja Figura 6.4). Use o resultado para estimar o fator de penetracao em barreira
para particulas alfa com | = 0 de um nicleo com Z = 70, assumindo que a curva de energia potencial
entre R; e Ry € aprorimadamente uma reta. Use Q =5 MeV, R; =9 fm, e calcule Ry como o ponto
onde a energia potencial V = Zze?/Ameqr é igual a Q. Use a mesma formula para encontrar Vj.

B

yd

L
!

"
at--

Figura 6.4: Barreira de potencial triagnular.

6.15 Mostre que

— =p=V_——dpg (6.90)
c
com B = Eg+ E,
6.16 Seja £ = E; — E¢ o ganho de energia nuclear, mostre que

dn V2 9
4B ~ dminea P

6.17 Prove que a transformacdo 6.28 normaliza corretamente os estados do elétron e do neutrino.

E - EB)2 dpﬂ (691)

6.18 Obter E(f’, t) e ﬁ(f’, t) a partir do potencial vetor 6.77. Calcular o vetor de Poynting.
. c = .
P=—FExH 6.92
pym (6.92)
correspondete a estes campos, e mostrar que o valor médio no periodo de oscilagdo é

2
b (L2 1BP)
P <|A0\ + 1By )k (6.93)
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6.19 Mostre que a amplitude /fo do potencial vetor 6.84 estd relacionada a intensidade da onda eletro-
magnética através da relacao

- 2mc
|Ao|* = FI(W)Aw (6.94)

onde I(w)Aw € a intensidade numa janela de freqiéncia angular Aw.
6.20 .

a) Mostre que a probabilidade de, num instante t > 0, encontrar-se o sistema no estado m com energia
E,=FE,+hw é

8me” ik Wmn — W)t
lam(®)] = a2l W) Aw|(mle BTV 4ln)[*sen® B(wmn—oi)} (6.95)

b) e a probabilidade de encontrar o sistema no estado m’ com E., = E, — hw é

8me? —ik Wm'n — w)T
|am/(t)|2 = Z WI(UJ)A(UKW/‘@/ k VA|TL>|2367’L2 |:§(w,n/n—u))):| (696)

6.21 Considerando Aw infinitesimal (Aw — dw), mostre que a somatdria nas expressées acima vira

uma integral em w, e que esta integral pode ser resolvida facilmente se levarmos em conta que o termo
senoidal se transforma numa delta de Dirac, e que

472 e2

ik
am(®)? = —5 1 (@) [(m] ™7V 4]n)
47T2;”2" o (6.97)
[ (8)[* = I (wmen) [(| ™7V )

Com esses resultados podemos interpretar o significado fisico dessas expressoes. A transi¢ao do estado
|n) para o estado |m) representa a absorgido de um féton de energia fw, levando a particula carregada
para o novo estado com energia F,, = E, + fiw. A transicao do estado |n) para |m’) representa a emissao
de um féton de energia hw, sendo portanto F,, = E,, — hw.






Capitulo 7
Aproximacao WKB

A equagao de Schrodinger

onde p = /2(E — V)

(7.1)

(7.2)

Quando V(x) ndo é constante a solugao da equacao (7.1) pode ficar mais complicada, e neste caso
é util termos alguns métodos para se obter solugoes aproximadas. Um desses métodos é a aproximacgao

WKB, descrita a seguir. A solugdo 1(z) pode ser escrita na forma

() = etf(@)/h

(7.3)

0 que nao leva a perda de generalidade, pois qualquer funcdo complexa nao-nula pode ser escrita nessa

forma, com f(x) uma fungéo finita. A partir de (7.3) temos

d, o if' pm
dx(x)_ h € ’

onde f = f(z)e f' = %(m) e

&Y _ <if" _ W) s/
a?  \n R

Substituindo a expressao acima na equacao de Schrodinger, obtem-se
ihf" = (f')* +p*(z) =0,

com p(x) = \/2m[E — V(z)]

A funcao f(x) pode ser expandida na série
f(@) = fo(@) + b fr(@) + B fa(x) + ...+ B fu(@) + ...
Substituindo (7.5) em (7.4) e separando os termos de mesma ordem em 7 resulta em
[0 + P2 @] + 1 [ify —2fofi] +++- =0
e como h << 1 podemos inicialmente (aproximagio de primeira ordem) fazer /i ~ 0 resultando

~(fo)? +p*(2) = 0 = fo(z) = £p(),

e entao f(z) = £ [ p(x)dz + ¢, e a funcao de onda resultante é

bi(z) = A e+t / | p(e) | da
81
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A aproximacao de segunda ordem é obtida levando-se em conta o termo proporcional a #, e ignorando
termos de ordem superior (h? ~ 0), entdo obtem-se, usando (7.7),

, / dp’
i () — 2p(@) f; = 0 = fy(x)dx = i %

Observe que ndo importa o sinal escolhido na equagao (7.7), pois obtém-se o mesmo resultado. Segue
imediatamente que

fi(e) = inlp(@)] +C

F(x) = p(a) + ginlp(a)] + C (79)

logo a funcao de onda, na aproximacao de segunda ordem, fica

(@) = s I o (79)

Como exemplo de aplicacao da aproximagao WKB, vamos obter a fungao de onda de um corpo de
massa m e energia E sob a agao do potencial

0sex <0,
V(x)—{ Vo sex >0

Resolver exatamente a equagao de Shrodinger nao oferece grandes dificuldades aqui, mas este problema
sera util para verificarmos a eficdcia do método, supondo F < Vj.

Sabemos que p(z) = v/2m[E — V(z)], entdo
{ pr=V2mE,xz <0

p(z) = p2 =i/ 2m(VoE),z > 0

e a fungdo de onda (8) fica

vale) = B e " (7.10)
2

d)( ) { 1/)1(93): At i le/th% e~ ipx/h
€T =

A continuidade da fun¢ao de onda e de sua primeira derivada em z = 0 implica nas relagoes 1 (0) =

12(0) e 1 (0) = 145(0), logo

1 B
—(A++A—)ZEZ>B: ]%(A++A—)

%

.

VP1 - _ iy/P2 _ ip2

de onde resulta

- 2. /PiPs
A =DTP o gtV
D1+ D2 D1+ D2

A fungao de onda, na aproximacao WKB, fica entao

\/P1 p1+p2
2vp1 A el p1z/h
p1+p2

A i pix/h | P1—P2 —i pm:/h)
e + e xz <0

Sendo A uma constante que pode ser determinada pela condi¢ao de normalizacdo da funcdo de onda,

<y(x)/(z) >=1
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Exercicios

7.1 Ache a solugao exala da equagdo de Schridinger para o potencial V(x) dado no exemplo acima, e
compare-a a solu¢ao aproximada.

7.2 Considere um corpo de massa m e energia E sob a rea¢do do potencial

0sexr<—a
Viz) = Vose —a<z<a
0sex>a

onde Vg € constante e Vo > E.(a) Use a aprozima¢ao WKB para obter a fungao de onda. (b) Obtenha a
solugao exta e compare com aquela obtida em (a). Calcule a probabilidade de transmissdo para uma onda
imicialmente vindo de x = —o0 para T = 00.

7.3 Um proton ligado a um nicleo atomico estd sujeito a um potencial que € descrito por

—Vo para 0<r <rgy
V(.’L‘) = Z 62 >
= para T >10

onde Z ¢ o numero atémico do niucleo e rog o seu raio. Se E € a energia do prdéton, com E > Vj e

2 . 7. . ~ 7z 7 . .
E< Zroe , determine a probabilidade de transmissao do proton através da barreira coulombiana.







Capitulo 8

Teoria de Espalhamento

A teoria do espalhamento procura resolver o problema quantico de espalhamento de particulas por
um potencial. Neste caso, queremos saber qual o estado final das particulas espalhadas. Inicialmente nos
retringiremos as solugoes estacionarias, isto é, as solugoes da equacao de Schrédinger independente do
tempo. Neste caso, a equagao a ser resolvida é

HU = BV (8.1)

onde H é a Hamiltoniana do sistema. Esta pode ser dividida em parte cinética, H,, e parte de interacao,
V, isto é,
H=H,+V, (8.2)

com H, = p2/(2m).
Se a regiao de interagao for limitada, a fungao de onda longe desta regiao deve ser um auto-estado de
H,,

H,|¢) = E[9) . (8.3)
Sendo |¥) a solugdo completa, temos
HY = EV, (8.4)
que deve ser composta pela superposicao do estado inicial |@) e de estados espalhados, isto é,
1
Uy = VI]w). 8.5
W) =16) + 5= VI¥) (55)

Como os espectros de H, e H sao continuos, a equagao acima apresenta uma singularidade, que é
eliminada introduzindo-se um termo no denominador,

1
+y L +
) = 1)+ gV ) (5.6)
Na representacao das coordenadas espaciais, temos
- =
\I/i 3,./ 7 1 \I/:i: ) )
@) = (@16 + [ 0@ g )@ Vi) (57)

Se |¢) representa um estado de onda plana com momento 7, temos

i T /h

<?|¢> = W )

que nao é um estado normalizavel. A condigao de normalizagao é realizada através da relacao
[ @@ 7 =7 - 1), (59)

Na representagao dos momentos, por outro lado, temos

) = (710 + i — (FIVIe). (3.10)

—%ZIZZE
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Vamos, por ora, restringirmo-nos a representagao das coordenadas. Analisando o kernel do integrando,
temos

— i 1 —
Gy(7,2') = —(P)o——|2') =
2(7,7) = 5 (@) -
W2 s [ 2 (0 o | b (i '
= o [ & [ @0 @ ).
onde o temo h?/(2m) foi introduzido por conveniéncia, e serd compensado na equacio 8.22 Como
= 5 1
P, = (p ; 8.12
W 1Ho =0 5 (812)
temos 2
5 p SR S T N
Gi(7,2') = — dS’/d?’”? N | 8.13
(7d) = o [ [ @ @) e W) (313)
— — — —
onde (p’ |;7> =5(F —p) e (Z|P) =T /(2nh)3/2. Daqui segue que
K2 ™ (7 _?)
- eip (T —x 1
Gi(T,2)=—— [ & , : 8.14
i( ,I) 2m p (271’71)3 E_ﬁiie ( )
2m
2 =
FazendoEsz% e p =Hh{, segue
1 , = 1
Gy = /d3 hd (T~ 8.15
A R (5:49)

(2m)
e integrando-se nas varidveis angulares (em coordenadas esféricas), temos

— —
o -1 1 [/W p eial @ —a’| /oo p e—ial T 2’| (516)
= = qaq — — qaq R .

=7 4n2 i|7 — 2| L/ q® — k% Fie e q® — k% Fie

*=xtiy
m * Ccaminho para interagdo de I, (faz aparecer e¥)

I,=0 ndo ha polos

kZ

Re

Figura 8.1: Plano complexo, caso —ie.

Para fazermos a integragao em ¢, passamos para o campo complexo fazendo ¢ — z, com z = x + iy
e ficamos com

, = ] pizl@—7 |
17/ ZZZQ—kQ—i—ie

—0o0

=
00 —iz| @ —a’ |
I, = zdz ¢
2 = -5
22 — k2 —je

(8.17)

— 00

As integrais sao resolvidas facilmente usando o método dos residuos. Nas figuras 8.1 e 8.2 mostramos
os caminhos utilizados nas integracoes I; e I3 nos casos —ie e +ie. No primeiro caso temos I; = 0, pois
nao existem polos na regiao delimitada pelo caminho escolhido, enquanto que

I
I, = —ime kT =2l (8.18)
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Im rFy
//g I,

Figura 8.2: Plano complexo, caso +ie.

No segundo caso, temos
—
il
I = ime”*l@ =] (8.19)
enqunato que I = 0 pelo mesmo motivo que I; no caso anterior.

Destes resultados, segue que

.
— 1 6:|:ik|77:1:'|

Ge(Z,2)) = —————, (8.20)
Am 17— o

que é a solugao da equacao de Helmholtz,

7

%
(V2 + k)G (T, 2"y =0%(T —2'). (8.21)
Substituindo 8.20 em 8.7, temos finalmente que
_
2m e:l:ik|?71'| -
@) = (T19) — 75 [ (VI (8.22)
dr| T — |

Vamos agora considerar um tipo particular, mas muito frequente, de potencial V: o potencial local,
definido por

Z Wy = V@ )P ). (8.23)
segue entao que
(@ V] wt) = / & (& V]2 (@) = V() (o o) (8.24)
e portanto
+ik|Z —a'|
(F0E) = (@) - 2 [ @ v ) |u ). (8.25)
h Ar|T — 2|

Na prética, esta funcao de onda é medida apenas em pontos 7 distantes da regiao de interacao, se o
potencial V(?) é limitado no espaco. Este é o caso da interag@ao nuclear, e da observagao de processos
nucleares através de detectores cuja distancia do ntcleo é varias ordens de grandeza superior as dimensoes
nucleares.

Para compreendermos o significado fisico contido na expresao 8.25,vamos analisar a sua forma quando

|Z| =7 >> 1" = |2’|. Neste caso temos
= 2 / 1211/2 / 17,3211/2
|7 — 2| = [r? — 2rr cosa + "M% = r[1 — 2 cosa + (1" Jr)H] V2, (8.26)

%
onde « ¢ o angulo entre os vetores @ e z’, conforme mostrado na Figura 8.3.
Como (r'/r)?2 = 0e (1 —2)"/? ~ 1 — z/2, segue que

17— 2| ~r(l— 7)), (8.27)
onde # = 7 /| 7).
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—=

X

Figura 8.3: Geometria do problema.

Com isso, a expressao 8.25 fica

2Mm ej:ik:(rfr.x ) G
(F05) = (Zg) - 75 | &0’ ———=-V(2") (' |0%). (8.28)
dr(r — f.a
%
Podemos ainda simplificar o denominador do lado direito fazendo(r — #.2") &~ r, e assim ficamos com
2m eTikr R R N
@) = (@16) - 3 o [ AT TIVENE 0, (829)

%
onde k = k7. N
Em geral essa expressao é usada em termos de k = ? /h. Neste caso

.
- eik.?
(T1K) = Gy (8.30)
e entao, finalmente, para r >> 1/,
1 2metihr 2 h ==
@) = @E) = @F) - -y [ TIVE ) ) =
vy T
_<27T)3/2|: r f( Y )+e :|7
onde
-
= - 1 2m i N
F0T) =~ -G en® [ v @) -
417T h? - (2m)3/2 (8.32)
= P v ety .

Na equagao 8.32 j& usamos apenas W, ji que os sinais (+) e (—) representam fungoes de onda saindo
e entrando na regiao de interagao, respectivamente. No caso de espalhamento, estamos interessados na
onda espalhada para fora do alvo. De fato, percebemos na equacao 8.32 a soma de uma onda incidente
(proporcional a e ¥ 7) e de uma onda esférica espalhada que se propaga para fora da regiao de interagao.

Normalmente a onda espalhada que se propaga para dentro da regido de interagdo (¥~) é nula, pois
dificilmente se construiria um sistema com as condigoes de contorno necessarias.

A partir de 8.32 podemos calcular a secdo de choque diferencial

do r2|\If |d - —
—dQ = —E P (K, KD [2dQ .
entao d .
a P2
G (8:34)
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A teoria de espalhamento independente do tempo, que desenvolvemos aqui, é 1til para descrever
espalhamentos nos quais o pacote de ondas que descreve a particula é muito maior do que o centro
espalhador. E possivel desenvolver uma teoria em termos de pacotes de ondas, e este tratamento pode
ser visto no livro do Merzbacher.

8.1 Aproximacao de Born

Na férmula 8.32 ainda aparece o ket |[¥), que é desconhecido. Porém, se o potencial nao for muito
forte, podemos supor que uma boa aproximacao é substituir |[¥) por |¢). Neste caso

ik.T
(T)OH) = (T]¢) = &TW (8.35)
P
q
G
I3

Figura 8.4: Relagao entre kek

Esta aproximacao é conhecida como Aproximac¢ao de Born em primeira ordem. Desta aproximacao
resulta

FOF T = 417T 2}_:7; PBa' R F)7 vy, (8.36)
Pata E’) fixo, ? = ? - E’) também ¢ fixo e, como pode ser facﬂmente compreendido através da figura
84, q= 2ksen(9/2)ia que, por conservacdo de energia, | % | = \k’\ Além disso, 7? = qz’cosd, onde
d é o angulo entre 2’ e ? Como devemos integrar z’ em todo o espago, segue, fazendo a restrigéo

V(@) = V),

(T >~ 2m 8 ,
/d?’m’e’(k_k 2V (o) :/ dr/ rdp | rsenfeltm0V (r)df =

/ r2dr / ” do / (dcosf)e' o0V (1) =
—27r/ 2dru7r (ew —é )v(r) =
/ dr/%rdﬂ/ (r)sen(qr).

Q) —Q—ml/ /27T rdrV (r)sen(gr)dr, (8.38)

onde j4 escrevemos a amplitude de espalhamento em funcao de 6, ja que, sendo k = k’, a tnica varidvel
é o angulo de espalhamento.

(8.37)

Assim, ficamos com

8.2 Operador de Transicao - Aproximacao de Born em Ordens
Superiores

A equagdo de Lippman-Schwinger é

W) = 6) +

v 8.39
E—H0+ie| ) (8.39)
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Definimos o operador de transicao 1", como
T|p) = V|UF). (8.40)

Multiplicando a equacao 8.39 por V, pela esquerda, temos

1
VIuE) =V Ve V|UT" 8.41
W) = VIg) + VgV V), (s.41)
e substituindo nesta a equagao 8.40, resulta
1
To)y=|V+V——"—T 8.42
6) = |V+V =T |19 (5.42)
de onde concluimos que
1
T=V+4+V———T. 8.43
+ E— H,+ie ( )
A equagao acima pode ser resolvida de forma iterativa, obtendo-se a seguinte expansao para o operador
T,
T—V+V;V+V L % L V+ (8.44)
- E—H, + ¢ F—-H,+ic FE— H,+ic ’
Expressando ¢ em auto-estados do momentum, podemos escrever
— o —
FO ) = S L E), (8.45)
n=
onde
- = 1 2m i
1) (1.t _ - e 3 /1.0
FOW,T) = =2 o FVIE)
- = 1 2m 1 1 —
SU S E—— MU | ———
FOW ) = 55 e W WV =V F) o)

O significado fisico da expansao em série do operador transi¢ao e da amplitude de transicao é ilustrado
na Figura 8.5.

Figura 8.5: Interpretagao geométrica da expansao em série do operador de transicao e da amplitude de
transicao.

E instrutivo observar o significado do operador T. A equagao de Lippman-Schwinger foi derivada
partindo da equacao de Schrodinger independente do tempo. Com isto, ficamos restritos a tratar de
problemas com potencial V(?) que nao dependa do tempo, o que raramente é observado na prética. Se
a particula incidente interage com o nicleo-alvo, alterando o seu estado, o potencial pode ser modificado;
se o ntcleo alvo recua, o potencial em cada ponto do espago se altera no tempo, etc.

Uma possivel alternativa é usar pacotes de onda incidentes sobre o alvo (Merzbacher), outra solugéao
é escrever a fungao de onda como uma combinagao linear dos auto-estados de H, = H — V| isto é

|\Ij+> = %Cn|¢n> ’ (847)



8.3. MATRIZ DE ESPALHAMENTO S 91

onde |¢,,) sdo auto-estados de H,, isto é,

HO|¢n> = En‘¢n> ) (8.48)
e agora |¥T) é solugao da equagao de Schrodinger dependente do tempo, ou seja,

4
H|VT) = zhM ) (8.49)
ot
sendo que para tempos muito anteriores ao instante de interagao, |U™) era igual a um dos auto-estados
de H,, isto é, |¥T) = |ps) pata t — oo.
A medida que se aproxima da regido de interaco, |U) se transforma, isto ¢, os coeficientes ¢, (t)
variam com o tempo. A escolha do operador T'|¢s) = V|¥™T) resulta em

1
T|ps) = s 7 T1¢s
6 = VIe) + V=g T1es) =
T = e ) T
= T16:) = V1o +V 5= gm S10)(@alTIo0) =
1
T = _ T|ps .
= TI6.) = VIow) + VIa) i n[T16:) = (8.50)
Uty = - T
= V) = VIa) +Viow) g—gr g olT100) =
1
+\
|\II > - ‘¢5> + ‘¢n>E . Ho +ih0[ <¢n|T|¢s>7
ou seja, para um dado instante ¢, os coeficientes sao
1
n(t) = s n - n T s/ - 51
nlt) = 162+ 160) =57 (elT104) (8.51)
Como os estados |¢,,) evoluem no tempo de acordo com a equagio
|6n) = |6 (0))e /" (8.52)
temos,
Tlb. i( Eé’fE")t T. tWent
en(t) = EnlOIT16:(0))e™” 7 = R (8.53)
h(EShE" +’LO&> Wsn (163

O operador T esta relacionado & transigao entre os diferentes estados |¢,,). Porém, para garantirmos
que ¢, (—o00) = 0, devemos introduzir o fator e**, resultando

Tsnei(ws" —ia)t

nll) = ) (8.54)

8.3 Matriz de Espalhamento S

Muitas vezes é possivel expressar transicao entre os estados inicial e final numa colisao através das
solugoes completas, que sao auto-estados da Hamiltoniana H. Para isso defini-se a matriz de espalhamento

Spa = (W5 W5) (8.55)

Obviamente as matrizs S e T estao relacionadas, e é esta relagao que mostraremos a seguir. Para isso,
partimos da equacao de Lippman-Schwinger

1
TE) = |xq —T|Xa) - .
P5) = IXa) + =g 7 T xa) (8.56)
Da equagao (—) segue
1
Oé:\ll_ . T (e8] 8.57
X o T T R IX (8.57)
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que, substituida na equagao (+), dd

1 1
S - Tx, 8.58
a a+<Ea—Ho+ie Ea—Ho—z'e> X (8.58)

e portanto podemos escrever a matriz de espalhamento definida em (8.55) como

1 1
= (U7 |V — Txa - .
Spa = (Tg] a>+<Ea—Ho+z'e Ea—Ho—ie> X (8.59)
Mas
_ =P 1 i0(F — H,) (8.60)
E—H,xie \E-H,) ™ o> '
e portanto

Spa = (V5 |Vq) + (V5 [(—2mi)0(Ea — Eg)T|Xa) =
= dap — 2mi0(Eq — Eg) (V5T |xa) = (8.61)
= bap — 2mi0(Ea — Eg) (V5 |V|TL) .

O termo §(E, — Eg) implica em estados |5) e |a) com a mesma energia, portanto podemos fazer

(WZ|VIUE) = (xs|TE), (8.62)
e entao ficamos com
Sﬂa = 504,8 — 27 Z(;(Ea - Eﬁ)T,ga 5 (863)
ou
S=1-2riT. (8.64)

8.4 Método de Ondas Parciais

Ng caso de um potencial de espalhamento esfericamente simétrico, o operador de transicao comuta
com L2 e com Ls, isto é, T é um escalar. Entdo T é diagonal em [ e em m, ou seja

(B U, m!|T|E,1,m) = Ty(E)w S - (8.65)

Além disso, os elementos diagonais nao-nulos dependem apenas de E e de [, e ndo de m, o que traz
grandes simplificagbes matematicas.
A amplitude de espalhamento fica

7 1 2m 3,7
W E) = -2 e (W T E)

%
_ _%2%(277)32ZZZ/dE/dE’(k’|E’l’m’><E’l’m’|T\Elm><Elm|?
vy
l

m I’ m'

I(

1 2m (8.66)

K2 NV E (1
R DRI

= S S B i ()i ().

l m

Para uma onda se propagando na direcao Z, temos

~ 120 +1
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Agora definimos a amplitude de onda parcial como

Fi(k) = - 8= (8.68)
que substituida em (8.66) resulta em
PE = (21 +1) fu(k)Pi(cos) . (8.69)
1=0

Vamos estudar com mais detalhes o significado da amplitude parcial, f;(k). Notemos que uma onda
plana incidente ao longo do eixo Z é dada por

G kT 1 A
(27)3/2 - (2m)3/2 Z(Ql + 1)ilGi(kr) Pi(k.7) (8.70)
1

e que para r suficientemente grande

cilkr—31) _ p—i(kr—31)

Jikr) — S2kr (8.71)
Por outro lado, usando f(#) = f(ﬁ7 ?) na equagao (8.69), temos
2o+ iR ethr 1
(Z[YT) — )3/2 [e + f(0)— ]W{;(%Jrl)ﬂ(cos&)

(2
L(k'r—ﬂl) _ o—i(kr—=%1) ikr
( 22,; > + Zl:(?l + 1)fz(k)Pz(0089)er ] (8.72)

etkr efi(krflw) :l

= (27:)3/2 > @i+ 1)2% {(1 + 2k fi(k))—
l

r

Este resultado mostra que apenas a funcao de onda esférica que se afasta do centro espalhador (onda
emergente) é modificada pelo potencial, mudando o coeficiente de 1 para 1+ 2ik f;(k). A funcdo de onda
que se aproxima do centro espalhador (onda imergente) nao é afetada.

8.4.1 Unitariedade e Defasagem

A conservagao de probabilidade é dada, na formulacao independente do tempo, pela equagao

%

|¢\2 (8.73)

onde 7 ¢é a densidade de corrente de probabilidade.

Isto significa que nao ha “produgao” ou “aniquilacao” de particulas, e o fluxo de saida deve ser igual
ao de etrada. Como vimos acima, a fungao de onda pode ser decomposta em termos de momento angular
bem definidos, e devido a conservagao de momento angular, a unitariedade deve ser satisfeita por cada
termo desta expansdo. Isto significa que a probabilidade relativa ao termo e?" /r deve ser igual aquela
do termo e =7 /r.

Entao o fator

Si(k) =1+ 2ik fi(k) (8.74)

deve obedecer a relagdo |S;(k)| = 1. Esta expressao é conhecida como relacdo de unitariedade, e implica
que 4
Sy (k) = e?@ulk) (8.75)

Da equagao (8.74) segue
e2id 1 e send;

fl:%k:kcotgél—ik: ko

(8.76)
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e a amplitude de espalhamento fica

e 2151 -1 1 e
Z (2l+1) ( >Pl (cosb) =7 ;0 e send; Py(cosh) (8.77)

e a segao de choque total

k) = / FO) d

1 27 +1 ) .
=13 /0 dq’)/_1 d(cosb) ; IZ/(QZ + 1)(2l' 4 1)et sendye " sendy PPy (8.78)

4
= oy(k) = k—;r Z(Zl + 1)sen?s; .
1

8.4.2 Espalhamento a Energia Nula e Estados Ligados

O espalhamento a energias extremamente baixas (k & 0) apresenta algumas simplifica¢oes adicionais.
De fato, para ondas com [ = 0, e parar > R, a funcao de onda emergente tem sua parte radial determinada
pela equacgao

d*u
— =0 8.79
Th =0, (3.79)
que tem solucao dada por
u(r) =C(r—a). (8.80)
Com isso obtemos
! ] 1
Lo kcotg [k‘ (T + O)} — (8.81)
U k r—a

para k — 0. Extrapolando esta aproximagao para r = 0, temos
lim kcotgd, — — (8.82)
im kco =—=. .
k—0 90 a

O termo a é chamado comprimento de espalhamento, e é interessante observar que a secao de choque
total, nessas condigoes, é
(1=0) 1 2
o =47 lim |——— | = 47a”, 8.83
¢ kao‘kcotgé —zk' (8.83)
ou seja, este espalhamento é parecido com o caso cldssico quando o alvo tem raio R = a.

Outro resultado interessante é a energia cinética do estado ligado (supondo que haja), que pode ser
calculado como

s =E-Vom Vo] (8.84)
Como u ~ e~ "', segue
u —Kle T 1
— = - , (8.85)
u € r=R "~ O0l=p
que no caso de R << a resulta em
1
"~ = 8.86
T (5.86)
e portanto a energia do estado ligado é
h2K? h?

(8.87)
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8.4.3 Alcance Efetivo e Funcao de Onda do Déuteron

Neste caso de espalhamento de baixa energia, onde apenas a componente com [ = 0 é importante,
pouca informagao podemos obter a respeito do potencial espalhador. De fato, é possivel mostrar (Breit
et al. P.R. 56 (1939) 884) que apenas dois pardmetros podem ser obtidos, como por exemplo o potencial
efetivo e o alcance efetivo. Assim, varias formas de potencial podem ser utilizadas para se reproduzir os
resultados experimentais nessas condicoes.

Vamos verificar por que isso ocorre. Uma particula com energia E; é espalhada por um potencial
central U(r) > FE4. Neste caso podemos escrever

d2u1
dr?

+kfuy = V(rjuy =0, (8.88)

onde wuy(r) = r¥y(r), com ¥ sendo a funcdo de onda para ! =0, V(r) = mU(r)/h, sendo m a massa da
particula, e k¥ = mE; /2h?.
Para uma energia FEy préxima de E; teremos uma equagao semelhante para us(r), isto é,

d2UQ
dr?

+ k3u; — V(r)ug = 0. (8.89)

Multiplicando-se a primeira por us, a segunda por u1, e subtraindo-se, obtemos

d? d
U2 o ulﬂ + k%UJUQ — k%ulug =0 —
dr? dr? (8.90)
d2U1 d2U2 2 2
— U9 = (kj2 — kl)U1UQ

22
dr? dr?

Integrando-se a equagao acima entre 0 e R, onde R é uma distancia suficientemente grande comparado

ao alcance do potencial U(r), temos
R 2 2 R
d U7 d Uu9
/0 |:u2d712 — U1 d7"2:| dr = (k% — k%)/o U1u2dr

R R
duq d duy dug d dus duy dus 9 9 /
—_— —_— - ——— - — — ——=\|dr = (k5 — k d 91
/0 [dr (qur> dr dr dr <u1 dr ) + dr dr} r=(ky 1) 0 yrtizar (8.91)
dU1 d’LLQ R R
[ugdr — U= ]0 = (k2 - k%)/o wyuadr .

Assintoticamente, u(r) é uma fungao senoidal, j4 que representa uma particula “livre”, considerando
que o potencial nuclear é de curto alcance. Vamos entao comparar us (1) com 1 (r) = Aysen(kir + 01).
Para isso, normalizaremos esta tltima funcdo de modo que seja igual & unidade, portanto A = 1/send;.
Da mesma forma, podemos obter 15 correspondente a us. Estas duas fungoes satisfazem a equacao de
Schrodinger com U(r) = 0, e portanto também podemos escrever

dpy ], /R
[1/’2 i ]0 = (k3 — k1) : Yrpodr . (8.92)
Subtraindo-se da equagdo (8.92) a equacao (8.91), vem

(21hy — 1tg)(R) — (Parh) — 115)(0) — (uguiuruz)(R) + (uguiuiuz)(0)

R 8.93
= (k2 - k%)/o (V119 — ugug)dr. (8.93)

como u; = us = 0 na origem (pois R(r) = u/r deve ser finita na origem) e tomando r suficientemente
grande em relagao ao alcance do potencial, de forma que ¥; = u; e ¥ = us, temos

(ot} — ) = (K2 — k2) / (1852 — wruz)dr. (8.94)
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O termo do lado esquerdo pode ser facilmente calculado, resultando

kr+46

W = kAcos(kr + ) = 2T £9) (8.95)
send
Com 11 (0) = 12(0) = 1 devido & normalizacao escolhida, temos
¥'(0) = keotgd . (8.96)
Portanto, temos,
R
kocotgdy — kycotgsy = (k3 — sz)/ (Y192 — ugug)dr. (8.97)
0

No caso especial em que E; = 0, de acordo com o formalismo do comprimento de espalhamento, temos

kacotgds + o = k‘z/ (Y11h2 — uyug)dr, (8.98)
0

onde « é o inverso do comprimento de espalhamento.
A partir daqui usaremos o indice 0 para o caso correspondente a energia nula e suprimiremos o indice
2. Assim temos a relagao

kcotgd = —a+ k /Oo(wow — ugu)dr . (8.99)
0

Este resultado é exato. As fungoes vy e u diferem somente na regiao do potencial. Por outro lado, como na
regiao do potencial U > F, as fung¢oes de onda nessa regiao sao pouco dependentes da energia. Portanto
fazemos a aproximagao

(%) %) 1
/ (Yot — uou)dr ~ / (1§ — ug)dr = 370 (8.100)
0 0
onde definimos o alcance efetivo, r,. Finalmente, obtemos o resultado
k‘2
kcotgd = —a + 5o (8.101)

O resultado mostrado acima foi obtido por Bethe, e foi muito utilizado para estudar o déuteron e o
espalhamento préton-néutron. Resultado semelhante foi obtido por Schwinger através de método bem
diferente. Podemos chegar ao mesmo resultado através do método de Bethe se usarmos a funcao de
onda do estado ligado do déuteron, ao invés da fungao para o estado de energia nula, na equacao (8.99),
obtendo

oo
keotgd = —y — k2/0 (¢§ - uz)dm (8.102)
onde o indice ¢g indica o uso da funcao do estado fundamental, e

hy(r) =e™ 7", (8.103)

com v = /mFE/h?.

Podemos relacionar os dois resultados, ja que a funcao de onda é pouco dependente da energia na

regiao do potencial, se usarmos o resultado kcotgd = —a, valido para o estado de energia nula. Com isso
temos
k?
—v = kcotgd + el = a=7(1+971,), (8.104)
sendo que neste caso
To e
5 = /o (2 —ul)dr. (8.105)
Como - )
Yidr = — (8.106)
/0 2y
temos
oo

1 o
/ wldr = — -2, (8.107)
0
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Introduzindo um fator de normalizacao para a fungao de onda do déuteron ligado, Ny, obtemos

2 1/2
N, = . 8.108
= |2 (5.108

Portanto, podemos escrever a fungao para o estado ligado como

2y 1/2
—= —r _
Ug [1 — ’YTJ (e X), (8.109)

onde y é uma funcao de r que depende da forma do potencial nuclear.

Aproximacao de Hultén

Agora vamos derivar uma outra aproximacao para o espalhamento préton-néutron em baixas energias.
Sabemos que uma particula livre com momento angular nulo obedece a equagao

1 d /[ 5d¥ 2mFE
——(r*— —VU =0 8.110
r2dr (T dr ) * h2 ’ ( )
cuja solugao normalizada é a funcao de Bessel esférica
) sen(kr)
o(kr) = . 8.111
Jo(kr) o (8.111)

Como o potencial nuclear é de curto alcance, podemos aproximar a fungao de onda do sistema préton-
néutron para distancas relativas grandes em relagao ao alcance do potencial, por

__ sen(kr)
r o kr

u(r) = Senékr) : (8.112)

Por outro lado, vimos que nas mesmas condigoes u(r) pode ser aproximado pela fungao

sen(kr +9)
que estd normalizada de forma que ¥(0) = 1, sendo que podemos escrever
sen(kr +9)
- A L 8.114
ur) = a(FEED ), (8110

onde x ~ 0 fora da regido do potencial nuclear, e A é uma constante de normaliza¢do determinada de
modo que [ u?dr = 1. Esta constante também (re)normaliza 1(r), isto é A [ ¢%dr = 1. Mas de
acordo com 8.112; uma vez normalizada, 1(r) deve ser igual a 7j,(kr). Assim podemos determinar a
constante de normalizagao A, ja que

/2 2
A% = Asen(kr + 8)~2 ]j L Sen]ikr) . (8.115)

Na expressao acima, utilizamos cotgd = —a/k = 1/send = va? + k?/k. Da ultima igualdade, con-
siderando o limite 6 — 0, obtemos A = 1/v/a? 4 k2 e assim a solugao para o espalhamento de préton-

néutron fica
1 sen(kr + 9)
— — ) A1

u(r) o? + k2 ( send X) (8.116)

Este resultado é conhecido como aproximagao de Hulthén.
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3
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75 |

estado quase—ligado

estados ligados

Figura 8.6: Potencial efetivo.

8.4.4 Espalhamento Ressonante

Devido ao termo centrifugo,

R? 11+ 1)
Vip = — , 8.117
F = oam ™ 12 ( )
podemos escrever o potencial efetivo
R% 11 +1)
v — A1
(r)+ om0 (8.118)

que é esquematicamente mostrado na Figura 8.6.

Quando a energia F da particula incidente se aproxima da energia de um estado quase-ligado, podemos
esperar que a se¢ao de choque aumente, e quando ela se afasta, a se¢ao de choque deve diminuir novamente.
Assim, a se¢do de choque deve apresentar um méaximo para E = E,., ou seja, 0; deve ser nulo (para que
| /1] seja maximo) nessas condigoes.

Com a expansao

cotgd; = cotgd|p=p, —c¢(E —E.)+.. 2 —c(E—-E,), (8.119)

e mantendo apenas o termo de primeira ordem, ficamos com

1 1 1 /2
fulk) = keotgd; — ik k[—cle—BE,) —i]  k[(E—E,)+il/2]’ (8.120)
onde
2 d
—p="c¢= ﬁcotgél . (8.121)

Daqui obtemos facilmente a contribuigio para a segdo de choque devido a uma ressonancia (isolada)
no canal de momento angular [, que é dada pela férmula de Breit-Wigner,

(8.122)

Para ressonancias estreitas, de tal modo que (1/k?) pode ser considerado aproximadamente constante,
I" pode ser considerada como sendo a largura da curva o;(F) & metade da altura.
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8.5 Teorema Optico

O teorema 6ptico relaciona a secao de choque total de espalhamento, oy, com a parte imaginaria da
amplitude de espalhamento eldstico frontal. Este resultado tem indmeras aplicaces em fisica nuclear e
em fisica de particulas.

A amplitude de espalhamento eldstica é dada pela funcao

B — L2 s T T
F(0) = f(K, k) = =25 2m)* (K| T] k). (8.123)
- -
Para 6 = 0, temos k' = k, e entéo
- 12
1(0) = S &) = — - 25 em (R IT]E). (8.124)
™

-
Vamos agora calcular a parte imagindria do termo Ty = (k |T| k). Inicialmente, temos

T = (K [V]T) (8.125)
mas
) = [K) 4 - VU, (8.126)
E—-H+m
entao ) )
Tyt gt T (| (Ut 19
B) = 1) = g VIV = (Rl= (0 = 0V e (8.121)

Substituindo 8.127 em 8.125, segue que

ImTy, = Im {(Q/+|V|\I'+> — (W*W#_WVPIJ*) . (8.128)
Da andlise de residuos, sabemos que
. P() +ind(E — H), (8.129)
E—-—H—1in E—-H
entao
ImTy —Im[(\I!JrV\IIﬂ — <\Il+|V(EiH>V|\I/+>+<\I/+|Vi7r5(E—H)V|\I/+> . (8.130)

Devido & hemiticidade de V' e de P[1/(E — H)], a parte imagindria destes termos é nula, e entdo
‘ — —
ImTy, = —wIm [(\I/+|Vz7r5(E - H)V|\I/+>} = —m(k|T'6(F - H)T|K ), (8.131)

e portanto ficamos com

- 21.12
ImTy = —w/dSk'<?|TT|k'><k'T|?>5<E - th > . (8.132)
m

Como d3k’ = k"?dk'dSY, segue
2702
ImTi, = —w/dQ’/k/2dk'|<?T|?>|25<E - th )
m

o ,2m L PREPN = _h2k’2
_ w/dQ [ ea( S F s (e - B

w2mk - =
=0 /dQ’|(l~c|T\k)|2.

) (8.133)
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Portanto, temos

2m ==
ImTyy, = —kr 5 d|(k|T| k))?, (8.134)
e assim ) 5 )
. 32m m — =7\ 12
Por outro lado,
2
7ove (L s2mN\T 2 e do
PO = (= er22 ) (RIT ) = 52, (8.136)
e entao )
1 2m - =
_— (- 47T(27r)f’>h2> /dQ’|< RITIR)2. (8.137)
Dividindo-se a expressao 8.137 pela expressao 8.135, segue que
o 1 32m mk 4m
- - (932" —r—) == 8.138
Imf(0) ( 17 ) 52>< "2 k (8.138)
Assim, resulta finalmente que
k
Imf(0) = —oy. (8.139)
4

8.6 Espalhamento por Dois Potenciais

Muitos problemas (se nao todos!) da Fisica Nuclear apresentam interagoes entre duas particulas
enquanto ambas se encontram sob a agao de um outro potencial. Por exemplo, para explicar a emissao
ou absorg¢ao de um méson por um nucleon ligado ao niicleo atémico temos de levar em conta o potencial
de interagao, V, para a interagdo meson-ntcleo, mas também o potencial U que descreve a interacao do
nucleon com o campo nuclear. Ha um formalismo, desenvolvido por Gell-Mann e Goldberger, em que
esses dois potenciais podem ser levados em conta separadamente.

Vimos que todo problema de espalhamento acaba sendo reduzido ao célculo dos coeficientes do oper-
ador de transicao, T'. Estes coeficientes sao

Tap = (¢5lTIda) = (ps|V]TT), (8.140)

j& que V|¥F) = T|dh,), por definigao. Quando existem dois potenciais atuando sobre o sistema, podemos
escrever a Hamiltoniana como H = K + U + V, onde K leva em conta a parte cinética. Neste caso
podemos lidar com trés bases para a funcao de onda:

H,=K = Kxo=FE9%4;

H=K+U = (K+U)¢q=EYo¢,; (8.141)
H=K+U+V = (K+U+ V)l = E )} .

De acordo com o formalismo que estamos desenvolvendo, podemos escrever duas equagoes de Lippman-
Schwinger,

1
+ U+ V)t
= Xa - - y .142
¢ 1
+ +
= Yo + —Uop=. 14
o =X E—K+ti Pa (8.143)
Da segunda equagao, usando a solugao ¢, , temos
=¢, — _ U, (8.144)
Xa “ E-K-—in ¢’ '

e de 8.141 temos
Tap = (xsl(U +V)I¥), (8.145)
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e agora, usando 8.144 e 8.145, segue

1
Tus = (6310 + V)d) — (U5 |(U + V)
7 . (8.146)
b + - +
@10+ VD) — 6310 gmgegn 1) ).
Usando a equagao 8.142, temos
B rk iU TV = X (8.147)
entao
Tap = (95 |UV3) + (851VIVE) = (651U1¥2) + (05 1UIxa) , (8.148)
portanto
Tap = (95 |VIY3) + (851UIxa) - (8.149)

Muito cuidado deve ser tomado na avaliacao de T, neste caso, pois gbg, € nao QSE, deve ser usado.
Veja Mott e Massey ou Goldberger e Watson para uma discussao mais aprofundada.

8.7 Formalismo de Feshbach

J& sabemos como separar o potencial nuclear (central) do potencial de interagdo com os nucleos
individuais (interagio residual). Agora devemos também separar os pssiveis canais de reagdo. Existem
canais que sao fechados ou que simplesmente nao nos interessam, e portanto podemos nos concentrar
apenas naqueles abertos e que nos interessam em determinado problema.

Os canais que nos interessam sao determinados pelo operador de projecao P. Os demais canais estao
relacionados ao operador de projecao (). As relacoes bésicas envolvendo estes operadores sao

P+Q=1,
P?=p;
8.150
Q*=Q; (3:150)
PQ=QP=0.
A Hamiltoniana, entdo, pode ser escrita como
(E-H)y=0—->[E-—HP+Q)y=0=
= (FE—HP-HQ)¢y =0 — (8.151)
— (EP—PHP — PHQ)Y =0 =
= (EP - PHPP-PHQQ)y =0,
de onde segue que
(E—PHP)(Py)=PHQ(QY). (8.152)

Os termos PHP e QHQ representam a Hamiltoniana total nos espacos P e @), respectivamente.
Temos, portanto, o seguinte sistemas de equacoes acopladas:

(E— PHP)PY = PHQQY (a)

8.153
(E - QHQ)Qv = QHP Py (b). (5159
Da equagédo 8.153(b), seque
1
Qb = 5 gmgQUPPY = Q¥ = g oo QHPPY, (8.154)
e substituindo-se Q1 na equacao 8.153(a), obtemos
(E+ PHP)PY = PHQ———_QHP Py, (8.155)

E—-QHQ+ i
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que envolve apenas a componente P, resultando

PHP + PHQ nQHP Py =EPi. (8.156)

E—QHQ+i

Se a funcdo ¢, supostamente conhecida, é solugdo da equagdo (F — PHP)¢ = 0, entdo podemos
escrever Hp = H,+ V', sendo H, = PHP e

1
V=PHQ——QHP, 8.157
QE -QHQ+ inQ ( )
sendo Hp Py = E Py.
Da equacgao de Lippman-Schwinger, resulta
1
Py = —— VP 8.158
Y ¢+E—Ho+m v, (8.158)
entao 1 1
Py =¢+ PHQ QHP Py. (8.159)

E— PHP + in E—QHQ+1in

Nesta expressao, ¢ representa o espalhamento elastico pelo potencial U, e o segundo termo do lado
direito representa os estados mais complicados que podem ser alcancados quando se considera a interagao
residual.

O potencial nuclear pode ser escrito na forma U + V, onde U é o potencial nuclear médio e V' o
potencial residual. Dessa forma, a Hamiltoniana nuclear é H = K 4+ U + V, sendo um caso tipico para
aplicacao do método de potencial duplo que vimos anteriormente.

Seja x o conjunto dos auto-vetores de K. Pelo resultado obtido para o potencial duplo, temos

Tpa = (95 1UIxXa) + (05 1VIVT) 5 (8.160)

onde T é solugao da equagao (E — H)y = 0.

Se restringirmos o operador de proje¢ao P aquele que projeta apenas sobre os canais de espalhamento
pelo potencial U (e também restringirmos a contribuigdo de V' apenas aos estados que nao apresentam
continuo), teremos

PHP =K +U, (8.161)

e, consequentemente,

QHQ=V. (8.162)

Assim, o primeiro termo de T}, representa o espalhamento direto, enquanto que no segundo se en-
contram os mecanismos de reagao mais complexos, onde o nicleo pode atingir configuracoes complicadas.

Neste caso, temos que
1

E—-QHQ+in
e, devido & definicao de U, temos que as solugdes para (K + U)¢ = E¢ sao tais que ¢ = PyT, que por

sua vez substituido por x na equagao 8.160. Entao temos

Tsa = (X5 1UIXE) + (X5 [VIVE), (8.164)

V = PHQ QHP, (8.163)

onde chamamos 7| B(L) o primeiro termo e Téi) o segundo. Para este ultimo temos

1
E—-QHQ
onde o termo 7 no denominador do propagador foi eliminado, j& que nao existem canais abertos para o

espalhamento no espaco projetado Q.
Da equagao 8.153(b), temos

T = (x5 1PHQ

Ba QHPIYT), (8.165)

1

Y= T-qHq

QHP, (8.166)
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entao, substituindo em 8.165, resulta

T¢) = (x;|PHQIQY) . (8.167)

Temos, portanto, de calcular Q, o que pode ser facilmente obtido substituindo-se P na equagao
8.153(b), de onde segue

(E-QHQ)Qy =QHPQYy, (8.168)
entao
(E—QHQ)Q¢:QHPX+QHPmPHQQ7/}- (8.169)
Daqui segue que
[E—-QHQ - QHP|E — PHP +in] 'PHQ|Qv = QHP x, (8.170)
e finalmente obtemos
1
V=T Qg - QuPE - PHP i PHQT TN (8.171)
Portanto 1
T = (x;|PH HP|x). 8.172
Ba <XB| QE_QHQ_QHPEipéP+inPHQQ |Xa> ( )

Este resultado pode ser mais facilmente compreendido se escrevermos, simbolicamente,
Ty =T5) + T4 (8.173)

onde T;f)) corresponde ao termo direto (T/gz) definido acima), e

R
Ty = Hoplx]), (8.174)

S| H
Xyl PeE — Hqq — Woq
onde HPQ ZJDI{CQ7 HQQ ZQHQ, e

1
Woo=QHP————PHQ. 8.175
Q@ =« E— PHP +1in @ (8.175)
Vamos mostrar que esta expressao leva a férmula de Breit-Wigner. Para isso, vamos inicialmente
escrever a matriz de espalhamento

Spi = 8p; — 2T — 2miT\P. (8.176)

Para simplificar, vamos supor que s6 exista um estado no espago () pode ser excitado, entao QQ =
|¢q)(¢q|. Entao

Hoq = QHQ = |¢q)(¢q|Hldg) (gl , (8.177)
e
Waq = |6q)(0q|W¢q) (D4l » (8.178)
e portanto segue
T = (X7 | Hpolog) . (¢qlHopr|xi) (8.179)
e E — {¢q|Hlbg) — (64 W1d0) :
onde
(0q|Wloq) = <¢q|HQPmHPQ|¢q>

(8.180)
= <¢q|HQPP<E_1HPP)HPQ|¢Q> —im(¢pq|Hopd(E — Hpp)Hpq|og)
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Entao podemos escrever
TR _ (X7 | Hpqlq) (¢q| HopIX;)

) ) 8.181
7 E—E,+iyz (8.181)
onde p
Eq = {¢q|Hqql|dq) + <¢q|HQPﬁHQP\¢q> ) (8.182)
PP
e
Ty =2n1(pq|Hpqd(E — Hpp)Hpg|d,) - (8.183)

Na expressao para Ey, o primeiro termo depende exclusivamente da Hamiltoniana nuclear, enquanto
que o segundo termo depende também do acoplamento dos estados ligados com o continuo.
Na expressao de I'y, podemos escrever

S(E = Hee) = [ INE(EON (EQIB(E - Ex)dE. (5.184)
e entao temos
Dy =21 (dqlHpolxi (Er)) (X3 (Er) Hpqldq) , (8.185)
k

e, se Hpg for hermitiano, obtemos

Dy =21y [(phig| Hop|xi)I* - (8.186)
k

8.8 Espalhamento Rutherford Quantico

Na mecanica quénica, é muito importante as transigoes quénicas influenciadas por preturbagao ex-
terna, enquanto a maioria dos problemas da fisica estao asociadas a uma transicao deste tipo.

Nesse esquema considere um estado num certo momento do tempo tg = 0. O operador do Hamilton
que opera sobre ele tem um parte independente do tempo Hy e otra parte dependente do tempo, que
pode ser considerada uma perturbagao Vp:

o Hamiltoneano completo é:

H=Hy+V(t) (8.187)
onde: A
W(t) para0<t<r,
0 parat<Oout>r,

V(t) = {

Agora o hamiltoniano é dependente do tempo e nao tém estados estaciondrios que sdo o resultado da
equagao de Schrodinger.
o

ihmr = (Ho + V(1)) (8.189)

(8.188)

Como na mecanica quanica ordinaria o tempo é um parametro, entao podemos expandir as funccoes das
ondas inicial e final:

b =" an(t)pnexp (—iEyt/h) (8.190)

onde E,, y ¢, sao os autoestado e autovalores de Hy Dando um tratamento perturbativo ao problema de
primeira ordem, e aplicando as condicioes de orthogonalidade, a probabilidade de transiccao do estado @
ao j depois de passado um tempo 7é:

Prsn = |anm|? (8.191)

onde para a primeira ordem da teoria do perturbagoes

| A
all) = e / (n|W (t')|m) exp (iwnmt’)dt’ (8.192)
tn Jo

onde wy,,t' é a freqiiéncia de Bohr associada & diferenca de energia entre os estados estaciondrios inicial
e final.
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Se a perturbacao é independente do tempo, entao a probabilidade de transicao para o sistema de um
estado m ao n é simples porque o elemento matricial nao depende do tempo e é igual a:

Pon(7) = 27r<n|W|m> 6(Ey — En) (8.193)

Nessa equacao é assumido que o tempo 7 é muito grande em comparacao con o periodo caracteistico da
trancicao h/(E, — F,,) Em practicamente todos os sistemas fisicos, os estados sdo parte de um grupo de
estados continuos, entao a probabilidade de transicao para o sistema de um estado m ao um grupo do
estado n com a mesma energia por unidade de tempo é:

ﬁm:/Pm_mg(En)dE 2”<n|W\m> o(En) (8.194)

Onde E,, = E,,. Esta equagao é uma das formas da Regra Aurea de Fermi.

8.8.1 Espalhamento por um Potencial Externo (Aproximacao de Born)

A agdo de um potencial externo sobre uma particula cujo momento inicial é suficientemente grande
pode ser tratado como método perturbativo. Faremos aproximacoes sucesivas e como hamiltoniano nao
perturbado consideraremos o hamiltoniano da particula livre. Por isso os estado nao perturbados sao as
ondas planas dos elementos da matriz de transi¢ao para os estados finais:

1 s
(K|W |ko) = 73 /di”re(’“*’m)v (8.195)

A probabilidade de transicao por unidade de tempo do estado inicial Eo para os estados finais k sdo a
soma sobre os estados finais. A distribuc¢do angular sobre os dngulos que definem a dire¢do do momento
final é:

2 1 21.2 21.2
AW 2r K2k hko) (5.196)

o0
=T [ kR V(R - Ro)Ps (5 -
s hL3/O IV =ko)lo( 50— 5
Essa expresscao tem o termo L3, entdo é reporte se a probablidade de transicdo por unidade de fluzo
incidente o que corresponde a secao de choque diferencial do/dS2;,

2rm? - - -
do/dy, = 7\V(k — ko) %:kok (8.197)
Por exemplo para o potencial coulombiano blindado:
.. Ze2
V(k) = :I:Tee‘” (8.198)
que leva finalmente a
72 rme?\2 1
do/dQ); = — 8.199
/Y, 4 (ﬁ2k3) (sin2(2)+u24k8> ( )

No limite g — 1, essa expressao se reduz a se¢ao de choque de Rutherford.

Exercicios

8.1 Usando 6; = A(b)|p—1/x, onde A(b) = 2kﬁ2 f+oo V (Vb2 + 22)dz, mostre que 6, — 0 rapidamente

quando | aumenta e k permanece firo. Use o potencial gaussiano

V(r) = Voexp (—ZZ) (8.200)
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8.2 Considere um espalhamento por um potencial repulsivo de casca esférica dado por

2m

2 V() =7é(r = R), (v>0) (8.201)

a) Determine uma equacdo para o deslocamento de fase &y da onda S em funcdo de k (E = h2k?/2m)

1
b) Considere v muito grande, v > —, k. Mostre que se tan kR é préxima de zero, o deslocamento de

fase da onda S se assemelha ao de um espalhamento por uma esfera rigida. Mostre ainda que se
tan kR nao € préoxima de zero, hd ressonancia, o que significa que cotgdy vai a zero com valores
positivos a medida que k aumenta. Determine aprorimadamente as posi¢oes das ressonancias man-
tendo termos de ordem 1/ e compare-as com as energias dos estados ligados para uma particula
confinada no interior da casca esférica de mesmo raio,

V=0,r<R; V=oo,7r>R. (8.202)

¢) Obtenha ainda uma expressao aprorimada para a largura de ressondncia ', definida por

-2
V= [(cotgso) /BT [z, (8.203)

Note que as ressonancias se tornam extremamente estreitas a medida que vy aumenta.

8.3 Considere o potencial dependente do tempo, V (t) = Voe~ot. Mostre que em aprozimacdo de Born
de primeira ordem tem-se a matriz de transi¢ao

(K'|V()|k) = 2 (k' |Vo k)6 (wrrr, — wo) (8.204)



Capitulo 9

Espalhamento Multiplo por um
Sistema de Particulas Ligadas

Quando o comprimento de onda da particula incidente é comparédvel as dimensoes dos nucleons, é
necessario incluir espalhamentos multiplos sucessivos entre a particula incidente e os nucleons alvo.

Vamos inicialmente considerar que a particula incidente é distinta dos N nucleons que formam o alvo.
A Hamiltoniana do alvo é

N
h=> ka+U, (9.1)
a=1
e a equagao de onda que descreve o evento é

1
Ufff = Xa + va: ) (92)

onde d = F, — k +1in, e V representa a soma das interacoes V,, entre a particula incidente, ¢, e cada um
dos alvos a. O termo K na definicao de d inclui a energia cinética de i e das N particulas alvo designadas
pelo indice a.

Seja agora t, o operador de transicao que descreve o espalhamento de ¢ num nucleon «,

1
to = Va + Va gta ) (93)
com
1
-t E,—K—-V,+1in (94)
A solucao para a equacao 9.2 é
N
1
= Xa “tata 9.5
Yl = Xa + ; Statba, (95)
com
AR
o = Xa —t , 9.6
Yo =Xat+ D, Stevs (9.6)

B=16#a

Para mostrar 9.5 e 9.6 sao solugao da equagao 9.2, fazemos a substituicao diretamente na equagao.
Primeiro substituimos 9.5 em 9.2, e obtemos

PO L (W SO
Xa d a = Xa d Xa 71d aVa
“ (9.7)
1

=Xa+ 5

1 X
taVXxa + =ta —taWq -
Xat 5 V;_ld ¥

107
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Como

N
V=> Vs, (9.8)

B=1

temos
1 1 a 1 N 1
V&ta = Vozgtoz + Z Vﬂata =to — Va + Z Vﬁgtoz ) (99)
B=1,8#a B=1,B#«

onde foi usada a equacao 9.3. Substituindo este resultado em 9.7, temos

1 1 1 N 1
- + - - _ -
Xa+ GV = Xa + StaVXa + 5 a§:1 (ta Vot > Vﬁdta> Ve

d
B=1,B#a
1 N N oo & (910
=X+ ZVXa+ Y Stata =) “Vatat D, VD Stata.
a=1 a=1 B=1,#a a=1
Usando a equagao 9.6 para modificar o dltimo termo, resulta
1 1 Al Al AR
Xa + vaz_ = Xa + EVXa + Z Etawa - Z EVawa + Z EVB('(/)ﬂ - Xa)
a=1 a=1 B=1,#«
N, ) N N (9.11)
= (Xa + Z dta¢a) + EVXQ - Z gvawa + Z EVB('wB - Xa) = wi )
a=1 a=1 B=1,#a

onde o termo entre parénteses é igual a ¢}. Com isso, verificamos que a fungao definida na expressao
9.5 é solucao da equagao 9.2.
Notemos que

N
1
T =va “tatha 9.12
v =x +§1 Statla (9.12)
com 1
Yo =Xat tets, (9.13)
B#a

sendo que a ultima equacao pode ser resolvida por uma expansao, resultando

1/1 11
w;_ :Xa+d( E Etﬁ—i— E E dtﬂdt’y+>xa (914)
Assim, temos

1
wa = Xa t+ ETXQ ; (915)

com

T LT ) OE T (0.16)
_d dﬁ dﬁd’y ceey e .

Esta expansao para o operador de transicao 7' é conhecida como série de Watson.

9.1 Aproximacao Eikonal

Particulas altamento energéticas, que tém comprimento de onda A pequeno o suficiente para que
o potencial V(?) tenha variagoes despreziveis num intervalo de distancia comparavel a A, entao uma
aproximagao semi-classica - na qual se considera que a particula descreve uma trajetéria, no mesmo
sentido que aplicamos para um objeto classico - pode ser utilizada. Esta aproximagao nao impede que o
potencial V(?) seja forte, e portanto é diferente da aproximacao de Born.
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Vamos escrever ¥ ~ e"3@)/"  substituindo esta funcdo de Schrodinger, obtemos a equacio de
Hamilton-Jacobi para a agao 5, ?
S)? h2k?
(VS) +V=FE= .
2m 2m

(9.17)

Para resolvermos esta equagao, adotamos uma trajetéria classica. Além disso, como a particula deve
ter energia relativament alta, sua trajetéria serd considerada retilinea (ja que as deflexdes na trajetéria
s@o pequenas devido & alta velocidade da particula). Com essas aproximagoes, a solucdo da equagéo 9.17
se torn muito mais simples. Considerando-se z a direcao do movimento da particula, temos

VS| 1dS _ [, 2mV(VPP ¥ )]
Sl s _

2 _ 100 smyV\vor+z7)
k2 -V(r) — P = ,

(9.18)

onde b é a distancia entre a trajetoria da particula e o eixo z do sistema de coordenadas, comumente
chamado de parametro de impacto, como ilustrado na Figura 9.1.

AN

Figura 9.1: Geometria da interacao.

Entao
S o 2m 1/2
® - / k{l - V(iR 2'2)] dz' . (9.19)
Além disso, como
h2k?
2m
pois as particulas sao altamente energéticas, temos

52 kz — % / V (Vb2 + 22)dz . (9.21)

R

>>V, (9.20)

Entao

+ - 5 1 ikz im ? /
UT(b +22) = S €| — 35y V(Vb2 +22)d" |, (9.22)
—00
onde V =V ((vb? + 2/2).
WE

Podemos usar ¥+ obtido acima para calcular f(k',
de %, da seguinte forma

- -
), lembrando que neste caso k estd na diregao

- = 1 2m =3

fE k) = —E(Qﬁ)gﬁ<k/|v|‘1’+>
[ 9.23)
1 2m e — im (
=—— " [ BreF T yeik '?exp{— — de/}
47 h? 2k ity

Notemos que a unica diferenca entre esta expresao e aquela da primeira aproximacao de Born esta no

fator ) ;
exp { L / V(v + Z'Z)dZI:| . (9.24)

n2k J_ o
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Usando coordenadas cilindricas para efetuar a integragao, temos

d3z’ = dbbdpdz’, (9.25)
e considerando que . .
K —F)7T =K —F)(F +22), (9.26)
e - =
eque k L b,etambém que (k' — k).Z2 = 0, pois a deflexdo 6 é pequena (particula incidente tem alta

energia), segue .
K -E)7T=F.T. (9.27)

Podemos, sem perda de generalidade (ja4 estamos usando potencial central) nos restringir a espal-
hamento no plano xz, e neste caso podemos escrever

%
k’.? = k'bsenfcosg = k'blcosd, (9.28)

levando que senf ~ 0 para pequenos angulos. Entao teremos

[e%s) 27 o) 2z’
/ bdb / de / dz'eik/becow‘/exp{ h;j; / de“] : (9.29)
0 0 —0o0
im [ h2k d im 7

2 . 2 2/ =00
7Zk‘ chos¢7’h k m
/ bdb/ d¢/ 2 p{ m/ de”] L
27
:/ bdb/ dqbe_ik/b9005¢lhk{ [ h%/ de"] - } (9:31)
m

/ bdb2mJ, (kb)) " ik { 260() _ 1} ,

Notando que

segue que

onde usamos k ~ k' e

27
/ dep e~ 0050 — o T (kb) (9.32)
0

onde J,(z) é a fungdo de Bessel, e

= / Vdz (9.33)
com V =V (Vb2 + 22).
Entéao obtemos,
% o0
FHE) = —z’k/ dbb J, (kb&){ 2iA(b) _ 1] (9.34)
0

9.2 Aproximacao de Glauber

A aproximacao de Glauber permite estudar problemas de espalhamentos multiplos, onde o alvo é
formado por varios centros espalhadores. Obviamente esta aproximagao é de grande interesse para a
Fisica Nuclear.

Para chegarmos a esta aproximagao por uma via informal, vamos considerar a propagagao da luz num
mieo com indice de refragdo 1. O vetor campo elétrico, neste caso, é dado por

E = By et0-nd — g cin (9.35)

% ’ ’ . . ’ . ’ .
onde k é o momento do féton incidente e d é a espessura do meio atravessado pela luz. O indice 1 pode
ser complexo, sendo neste caso a parte imaginaria aquela responsavel pela absorcao da luz.
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AR

Figura 9.2: Comportamento dos nucleons no interior do nicleo durante a interagao.

Se houverem varios absorvedores colocados sucessivamente na direcao de propagacao da onda eletro-
magnética, o campo serd dado por

E = b_lie”“ ez ety = E)oei(”1+’72+“‘ N (9.36)

Na aproximacao de Glauber, os nucleons que compoem o ntucleo formam os diferentes absorvedores,
como indicado na figura 9.2, sendo que, da aproximacao eikonal, concluimos que cada um deles contribuird
para a fase final da onda incidente com

ei”’i =1- Fl(b — Si) y (937)

onde T'(b) = 1 — e22(®) ¢ a chamada funcio perfil. Agora, como no caso do campo elétrico, fazemos

el — Heim — H[l —Tj(b—s;)]=1-T4(b), (9.38)

J

de onda segue que
L) =1—JJ1—T;0—s;)]. (9.39)
J
Como os nucleons nao ocupam uma posicao determinada dentro do niicleo, mas obedecem uma fungao
de onda nuclear, I'(b) deve ser dado por

(WD B)|) = /d3x1d3a;2 o B (@7 T, T R | (9.40)
e entao temos
- = o0
PR = ik / db b (kb6) (14T (b)) (9.41)
0

9.3 Potencial Optico
Consideremos o operador de projegao sobre o estado fundamental do nucleo, P,, definido como

Pol) = [¢o) (B0t = |¢e) - (9.42)

O potencial 6ptico é definido como

PoV ) = Vi) - (9.43)
Como X
) = o) + mww ; (9.44)

segue que, se aplicarmos P, pela esquerda, obtemos

1

[Ye) = |9)
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Vamos procurar um operador F' tal que

Verificamos que
1
F=1+——(1-PF,)VF
+ E—H0+i77( )
é esse operador, ja que
[9) = 16) + g VIV = 16) + s V)
B E—H,+in N E—H,+in c
1
= —————— (1= P,)VF|Ype) + =———— P,V F|i).
|¢>+E—Ho+in( ) |¢>+E—Ho+m [the)
= F—l c c) = ’
6)+ (F =Dl + 5 VI0d = 1)
onde foram usadas as relagoes 77 e 77.
Agora fazemos
VF=> tfi,
com )
i =0 + o1 — )i,
v +v E—H, i )
¢ 1
=1+ ———(1—-P, t .
Yo +E—H0+i77( O)Zﬁwﬁ

B#a

Com isto temos, da mesma forma como foi obtida a série de Watson,

1 1 1
VF=xa+=(1-P,)VF+ 3“ - PO)VF&(l —P)VF+ ..,

d

e entao segue

V= {(po|VF|po) =1+ é(l - P,)V.

Esta expressao nos permite calcular o potencial éptico a partir de uma expansao em série.

(9.46)

(9.47)

(9.48)

(9.49)

(9.50)

(9.51)

(9.52)

(9.53)
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