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Teoria de Perturbacdes

I. PERTURBACOES

O numero de Hamiltonianos de interesse para a mecénica quintica que podem ser diagonalizados exatamente é
pequeno: pogos retangulares, oscilador harmoénico, 4tomo de hidrogénio, spin e algumas variantes. Nos outros casos,
é necessario tratamento aproximado. As duas alternativas mais importantes sdo o método variacional, ja discutido, e
a teoria de perturbacoes, que discutiremos aqui.

O tratamento perturbativo somente é possivel quando o Hamiltoniano pode ser dividido em uma parcela grande
(H,) e outra pequena (W), de forma que a primeira possa ser diagonalizada exatamente. Dizemos que W é a
perturbacao, e que H; é o termo nao perturbado.

Numa primeira descricao, pode-se dizer que a segunda parcela ser pequena significa que a contribuicao dela para
uma energia tem de ser muito menor do que a separacao entre aquela energia e as energias mais proximas no espectro
do Hamiltoniano. Mais adiante encontraremos uma especificacao mais precisa. Comecamos, portanto, com a seguinte
expressao para o Hamiltoniano em que estamos interessados:

H=H,+W. (1)

Aqui, por hipotese, sabemos diagonalizar H, isto ¢, conhecemos os autovalores EJ e os autovetores |j), que resultam
da solucao da equacgao

H0|j>0:E;‘)|j>o (j:1a2»~--)- (2)

A. O Hamiltoniano H)

Antes de ir adiante, convém fazer uma generaliza¢do. Para isso, escolheremos um parametro adimensional 0 < A < 1
e definiremos o Hamiltoniano generalizado

H, = Hy + \W. (3)

Com A = 1, recuperamos a Eq. . A Eq. é util porque estabelece uma hierarquia entre as contribuigoes para
energia. Por exemplo, se calcularmos o valor médio esperado de H, em um dado estado quéantico conhecido, o termo

independente de A (proveniente de H, ) sera grande, enquanto o proporcional a A (proveniente de W) sera pequeno.
Em falar mais especificamente, podemos tomar como exemplo o Hamiltoniano de um elétron em um oscilador
harmonico sujeito a um campo elétrico fraco £. O Hamiltoniano é, entao,
P2 mw?X?

H=—~"+—— 4
2m+ 5 +efux, (4)

onde e é o moédulo da carga eletronica.
Nesse caso a Eq. toma a forma

H=_—+——+2XlX, (5)
m
que permite facilmente separar o termo pequeno (proporcional a A) dos grandes (independentes de A). O parametro

A é o analogo matemaético da fita colorida que alguns passageiros de aviao prendem nas alcas de suas malas para
distinguir facilmente sua bagagem das de outros passageiros.

Il. AUTOVALORES E AUTOVETORES

Estamos interessados nos autovalores e autovetores do Hamiltoniano H,, isto é, em resolver a equagao de autovalores

H>\|j>)\:EJ)'\|j>>\a (6)



onde |j), designa o j-ésimo autovetor do Hamiltoniano, e EJ)»‘, o seu autovalor. Por ora, supomos que os autova-

lores sejam nao-degenerados, de forma que cada autovalor pertenca a somente um autovetor. Discutiremos o caso
degenerado em uma sec¢ao abaixo.
: ~ Ao |a A .
Procuraremos aproximagoes para E7 e [j), como polindmios em A:

E}=E) + \E} + NE? + .., (7)

)a =100+ Ali)y + A1)+ ..o (8)

A. Ortogonalidade entre |j)o e |j)1

A Eq. j& tem uma consequéncia importante. Uma vez que o auto-estado |j), é normalizado, temos dela que

(o<j| A0+ X+ (D)o + A+ A+ ) =1, (9)

ou se efetuarmos o produto escalar no lado esquerdo,
lilivo + A (odlid + 1(31)o ) + X2 (old13)z + 10l + oilide) + - = 1. (10)

Uma vez que |j), é normalizado, a igualdade entre os termos independentes de A nos dois lados da Eq. esta
garantida. A igualdade entre os termos proporcionais a A mostra que

oldl)1 +1(li)e = 0. (11)

Como a fase de |j), é arbitraria, podemos escolhé-la de forma que ,(j[j), seja real. Com isso, ((j|j), sera igual a
ofdli)q, e a Eq. assumira a forma

ol = 0. (12)

Em outras palavras, |j); é obrigatoriamente ortogonal a |j),.

B. Solucdo da equacdo de autovalores

As Egs. e permitem reescrever a Eq. @ na forma
(HO + AW) (|j>0 + A7)y + A2G)g + - ) = (Ef +AE] + XN E? +. ) (|j>0 + A7)y + A2G)g + - ) (13)

Podemos agora efetuar os produtos dos dois lados da Eq. e mantemos todos os termos independentes de A ou
proporcionais a A e a A%, O resultado é o seguinte:

Holj)o + AW lj)o + Hold)y) + A (Wlihy + Hold)s) = Ejlido + A(EGli)s + B{lido) + N(Egld)s + Eili)y + Ejli)o)-
(14)
Essa igualdade somente se sustenta se os termos independentes de A dos dois lados forem iguais, se os termos propor-
cionais a A forem iguais e se os termos proporcionais a A? também forem iguais.

A igualdade entre os termos independentes de A devolve a Eq. . As duas outras contém informagoes novas:

W|j>0+H0‘j>1 :Eg|j>1 ‘*‘E{mo (15)

W|j>1 +H0U>2 :Eg|j>2+E{|j>1+Egz|j>o~ (16)



C. Correcao de primeira ordem na energia

Da Eq. podemos imediatamente obter uma expressao para a corregao E]1 Para isso, basta multiplicar ambos

os lados por ((j|. Tendo em conta que ((j|Hy = ((j|EY, resulta que
Ej = ((ilWli)o (17)

Assim, é relativamente facil encontrar uma primeira correcao perturbativa para a energia de um dado estado. Para
o Hamiltoniano , por exemplo, a corre¢ao para a energia do n-ésimo nivel do oscilador harménico (n =0,1,2,...)
é

E! = (n|e€X|n), (18)

e como X pode ser expresso em termos dos operadores de criagao e aniquilagao,

h
X =4/ 2mw(a+a*)7 (19)
Er = eé’y/—h (nla + a'|n) (20)
no 2mw© 0

e como os valores médios esperados de a e de a' sdo nulos, concluimos que nao ha corregao de primeira ordem, isto
é, corregao proporcional a £. Isso acontece com alguma sequéncia e exigem que calculemos a corregao de segunda
ordem, isto é, proporcional a £2. Antes de encontrar a correcao de segunda ordem na energia, precisamos encontrar
a correcao de primeira ordem no auto-estado correspondente.

vemos que

D. Correcdo de primeira ordem no auto-estado

A Eq. também detém informacao sobre o auto-estado |j),. Para explora-la, vamos agora multiplicar os dois
lados por k|, onde k # j. O resultado é

oKW 1i)o + okl Hol7)1 = olkli) B + ofkl7)oEj (K #J). (21)

O dltimo termo & direita na Eq. é proporcional ao produto escalar entre os estados nao-perturbados |j), € k),
que sao ortogonais. Assim, esse termo se anula e segue que
k|W|j
ARl = G ) (2
No lado direito dessa equagao, os autovalores no denominador sao conhecidos, e o numerador pode ser calculado a
partir dos autovetores ndo-perturbados, que também s@o conhecidos. Assim, a proje¢ao da correcao |j), sobre cada
estado |k)0 pode ser calculada, desde que k # j. Para conhecer completamente a corregéo |j)1 falta apenas ...;051.
A Eq. mostra, entretanto, que essa tltima projecao é nula.
Podemos portanto escrever uma expressao explicita para a corregao de primeira ordem nos auto-estados. De fato,
é possivel escrever a corregdo de primeira ordem na base dos estados [7)0 (j = 1,2,...), que sdo auto-estados do
Hamiltoniano H, e poranto formam uma base ortonormal e completa. Temos entao que

oo
7)1 = Z O‘j,k|j>0- (23)
k=1
Aqui os coeficientes « ., S80 nimeros reais ainda desconhecidos. Para encontra-los, basta multiplicar ambos os lados
da Eq. por (j|- Da ortogonalidade da base decorre que
Xk = NVILEE (24)

Por isso, a Eq. pode ser combinada com as Egs. e para mostrar que

i = 3 1) S Wlido. (25)

0 _ 10
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E. Validade do tratamento perturbativo

A Eq. permite avaliar as condigboes em que o tratamento perturbativo é apropriado. Se o termo W no
Hamiltoniano for adequadamente pequeno, a corre¢ao na Eq. serd pequena. Significa que, quando o denominador
da fragao no somando for minimo, o numerador ainda tera de ser pequeno em relagao ao denominador. Em termos
matematicos, significa que

ol — UWl5)ol < Ef — EJ_,, (26)

lotd + W j)0l < E?-H - E?- (27)

F. Correcdo de segunda ordem para a energia

Estamos agora prontos para calcular uma aproximagdo mais precisa para a energia. Vamos voltar para a Eq. (16)
e multiplicar os dois lados por ((j|, para ver que

oW 51 + olil Holi)s = Edoili)a + ELolili)y + E2lili)o- (28)

Na Eq. , o segundo termo a esquerda é igual ao primeiro termo & direita. Ambos podem ser eliminados. O
segundo termo & direita é nulo, segundo a Eq. . Finalmente, no dltimo termo & direita, o produto escalar é o
quadrado da norma de |j),, que é unitaria. Resta portanto a igualdade

E} = ((jIW1j);. (29)

Para calcular o elemento de matriz & direita, multiplicamos os dois lados da Eq. por (7|W. Chegamos assim ao
resultado que procuramos:

2 ok [ W 1)l
Ej = Z FO_ o - (30)
k#j I k

No lado direito, as energias no denominador sao conhecidas, e o elemento de matriz no numerador pode ser calculado
a partir dos autovetores de H, que também sao conhecidos.

G. Um exemplo
Quando calculamos a corregao de primeira ordem para a energia do oscilador harménico no campo elétrico, na

Eq. (20)), encontramos resultado nulo. Podemos agora calcular a correcio de segunda ordem. E simples, porque
sabemos trabalhar com os operadores de criagao e aniquilagao:

an)y = Vnln — 1), (31)

a'ln)y = Vn+1|n + 1),. (32)

Assim, podemos calcular os elementos de matriz no numerador do somando da Eq. (30). Como de costume,
chamamos de n e n’ (n, n’ =0,1,2,...) os nimeros inteiros que rotulam os auto-estados nao-perturbados, em lugar

de j e k. Temos entao que
/ h W
on|Win')y = e& rmwo(n‘a +a'|n’)o, (33)

ol Wl )y = e84 5 (gnln’ ~ )Vt + ol + 1oy 1), (34)

ou seja,



e uma vez que os auto-estados nao perturbados sao ortonormais, concluimos que

on|Wn')y = €4/ QL (5,1’”/,1\/1?—1— dn,n' +1vn/ + 1), (35)
mw

expressao que também pode ser escrita na forma

N _ e | B o
on|Win'), = e€ %(6n+1’n'\/n+1+(5n 1,n\/ﬁ). (36)

Substituido esse resultado no lado direito da Eq. , podemos ver que

h 1
B =t (”;;J n 7;) 7 (37)
ou apo6s simplificagao do lado direito
6252

A energia do n-ésimo auto-estado, correta até segunda ordem (ou seja, até termos proporcionais ao quadrado do
campo elétrico), é portanto
1 e2£?

E, =hw(n+ =)

. : (39)

2mw?’
O mesmo resultado pode ser obtido diretamente da Eq. , se completarmos o quadrado para obter um Hamiltoniano
de oscilador harmoénico com posicao deslocada em relacao a X, mas nao discutiremos essa transformacao aqui porque
nosso objetivo é aprender a trabalhar com teoria de perturbagoes e ainda precisamos discutir o caso degenerado.

I1l. ESTADOS DEGENERADOS

Quando o estado |j), ¢ degenerado, ao menos uma das condigoes (26)), (27) sera violada, porque o autovalor E; nao
seria degenerado se nao fosse igual ao autovalor anterior (Ej—l) ou ao seguinte (Ej 4+1)- Quando ha degenerescéncia,
tratamento especial é necessario. De fato, mesmo a notagao precisa ser redefinida para descrever estados degenerados.

Suponhamos que um autovalor seja degenerado, com degenerescéncia g, isto é, que haja g autovetores de H, com
energia £;. Vamos entao designar os auto-estados por l7,k)o (k=1,2,...,9). Como os auto-vetores sdo degenerados,

qualquer combinacao linear deles é auto-estado de H:
g g
Hy Y Bilisk)= ) B Holi k), (40)
k=1 k=1

e como Hylj, k)g = E;|j. k)o (k=1,2,...,g), segue que

g g
Hy Zﬁk‘jv k)o = Ej ZﬁkUa k)o, (41)
k=1 k=1

como queriamos mostrar.

Os estados nao-perturbados nao sao, portanto, tnicos. Ao contrario, ha infinitas combinagoes lineares que cons-
tituem auto-estados de H,,. Dessas combinagdes, entretanto, conforme veremos, apenas g delas continuam a ser
auto-estados (aproximadamente) quando se soma a perturbagao W. Precisamos, portanto, identificar as combinagoes
corretas.

Para isso, dado um conjunto qualquer de auto-estados |j, k), de H,, vamos refazer a algebra da Secao [II| a partir
de uma combinagao linear especifica:

7)o = Zajk|j>k>0 (42)
k=1



onde os coeficientes o, terdo de ser determinados.
Em analogia com as Egs. e , procuraremos encontrar um autovalor e o correspondente autovetor do Hamil-

toniano H, como expansoes polinomiais na varidvel \:

E) = B9+ AE} + B2 + .., (43)

75 = 1o+ A1 + X[y + ... (44)

onde o primeiro temo & direita é dado pela Eq. . Como nao precisaremos do segundo ou do terceiro termos,
podemos prosseguir sem especificar suas formas.
De posse das Egs. (43)) e (44), podemos voltar a equacao de autovalores @:

(HO +AW> (|j>0 + A7), +) = (Ef + \E; +...)(|j>0 + A7), +...), (45)
ou, apos expansao dos produtos & esquerda e a direita até ordem A,
Hol7)o + A(Holo)h + W) = E213)o + A(ES1: + E27)o)- (46)

Na Eq. 7 os primeiros termos & esquerda e & direita sao idénticos e podem ser eliminados. Na sequéncia o fator
A também pode ser eliminado, porque todos os termos remnescentes sao proporcionais a ele. Multiplicamos o restante
da igualdade por um dos autovetores iniciais de H, isto é, por (n|, onde n é um inteiro qualquer com 1 < n < g.
Vemos entao que

o[ Hol7)1 + o(n|W15o = E?O(”‘fﬂ + Eg}0<n|j>o- (47)

Aqui também, os primeiros termos a esquerda e a direita sdo idénticos e podem ser eliminados. Se recorrermos a
Eq. (42)) para expressar |7), em funcdo dos auto-estados originais de H,,, poderemos ver que

g
> fnlWik)y = Elay,  (1<n<g). (48)
k=1

A Eq. ¢ uma equagdo de autovalores. Os autovalores da matriz [W] composta pelos elementos ((n|W|k),
(n,k=1,...,9) sdo as corregoes de primeira ordem Ejl, e os autovetores sao os coeficientes a;, (n =1,...,9). Uma
vez que ao menos algumas das corregoes Ej1 sdo diferentes de zero, na maioria das aplicagdes podemos encerrar o
célculo em primeira ordem. Como os g autovalores resultantes da diagonalizagdo de [W] ndo sdo iguais entre si,
os autovalores Ejf\ deixam de ser degenerados ja na primeira ordem em A. Dizemos que a perturbagao quebra a
degenerescéncia.

Por exemplo, considerado o spin, os estados |1s 1) e |1s |) do 4tomo de hidrogénio sdo degenerados. A aplicacao de
um campo magnético quebra a degenerescéncia. Se o campo B for na direcao ];2, o estado |1s 1) ganha energia g B,

e o estado |1s |) perde energia pyB.
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