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Testes da Razao e da Ralz

Dada qualquer série X a,, podemos considerar a série
correspondente

2 | =lag| +ay] +agf + -

n=1

cujos termos sao os valores absolutos dos termos da série

original.

1

absolutos X |a,| for convergente.

Definicao Uma série £ a, € dita absolutamente convergente se a série de valores

Observe que, se ¥ a, for uma série com termos positivos,
entdo |a,| = a, e, assim, a convergéncia absoluta é a
mesma coisa gue a convergéncia nesse caso. 3



!mplo 1

A série

€& uma serie p convergente (p = 2).



!mplo 2

Sabemos que a série harmonica alternada

_|_

| | 1
—_ J— __|_..
n=1 n 2 3 4

é convergente, mas nao é absolutamente convergente,
porgue a serie de valores absolutos correspondente e

n—1

+ =+ =+ -

* 1 1 1 1
2 =2 = lto+ot g

gue € a série harmonica (série pcom p = 1) e ¢, portanto,
divergente.
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2 | Definicao Uma série Z a, € chamada condicionalmente convergente se ela for
convergente, mas nao for absolutamente convergente.

O Exemplo 2 mostra que a série harmonica alternada e
condicionalmente convergente. Entao, é possivel uma
Série ser convergente, porém nao absolutamente
convergente. Contudo, o proximo teorema mostra que a
convergéncia absoluta implica convergéncia.

3 | Teorema Se uma série T a, for absolutamente convergente, entio ela é convergente.




!mplo 3

Determine se a série

COS 1 cos 1 cos 2 CcoS 3
2 2 + 2 _I_ 2
n=I n 1 2 3

é convergente ou divergente.

SOLUCAO: Essa série tem termos positivos e negativos,
mas nao é alternada. (O primeiro termo € positivo, 0S
Proximos trés sao negativos e 0s trés seguintes sao
positivos. Os sinais trocam irregularmente.)



!mplo 3 — Solucao

Podemos aplicar o teste da comparacao com a série de
valores absolutos

OSI’l

> |cosn|
nzl n2

Uma vez que |cos n| < 1 para todo n, temos

jcosn| _ 1

n’ n’

Sabemos que X 1/n? é convergente (série p com p = 2) e,
assim, X |cos n|/n? é convergente pelo Teste da
Comparacao. Entdo a série dada X (cos n)/n? é
absolutamente convergente e, portanto, convergente pelo
Teorema 3.

continuacao
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O teste a seguir € muito Util para determinar se uma serie
dada é absolutamente convergente.

0 Teste da Razéao

o

. . Apt1 - .o -
(1) Se lim = L < 1, entio a série Y, a, ¢ absolutamente convergente
el I/ A =1
(e, portanto, convergente).
oo
.. ; dpt1 . dpt1 - .
(1) Se lim =L >1oulim = o entdo a série 2, dn
i — o aﬂ' a—= 00 aﬂ' ﬂ'=]

¢ divergente.

(iii) Se lim |22+,

fi —>0o

= 1., o Teste da Razao € inconclusivo, ou seja, nenhuma

n

conclusao pode ser tirada sobre a convergéncia ou divergéncia de Z a,.
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OBSERVACAO A parte (iii) do Teste da Raz&o diz que,
Se lim, .« | a.+1/a,| = 1, 0 Teste da Razao nao da
nenhuma informacao. Por exemplo, para a série
convergente X 1/n? temos

1
(n + 1y n’ 1 1 quando 7 — oo
+ 1) 2
1 (n+ 1) (1 N l)

Un+1

ty

2

n n
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enquanto para a série divergente X 1/n obtemos

- - > 1 quando n —

Portanto, se lim, . | a.+1/a,| = 1, a série X a, pode
convergir ou divergir. Nesse caso, 0 Teste da Razao falha
e devemos usar outro teste.

11
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!mplo 5

Teste a convergéncia da serie > —.

n=1 71'

SOLUCAO: Como os termos a, = n"/n! sdo positivos, ndo
precisamos dos simbolos de valor absoluto.

A+l (n+ D" !

(n+ 1)n + 1) _n!
a, (41D n (n + 1)n! n'

=(n+ 1)n=(1 +1)n%e quando n— o

n n

Uma vez que e > 1, a série dada é divergente pelo Teste
da Razéao.
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OBSERVACAO Embora o Teste da Raz&o funcione no
Exemplo 5, um método mais simples € usar o Teste para
Divergéncia. Uma vez gue

nn nononooooon
a, — = = n

Al 123 .e.op

segue que a, nao tende a 0 quando n— co. Portanto a
série dada é divergente pelo Teste para Divergéncia.

13
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O teste a seguir é conveniente para ser aplicado quando
n-esimas poténcias ocorrem.

0 Teste da Raiz

(1) Se lim +/ | a_.,| = L < 1, entdo a série Y, a, € absolutamente convergente
f—o0 =1
(e, portanto, convergente).

(i) Se lim ¥/|a.| =L > 1 ou lim /| a.| = = entdo a série Y, a, € divergente.
e f— o0

=1
(iii) Se lim 4/|a.| = 1, o Teste da Raiz nio € conclusivo.
ft—oe

Se lim, ... ¢/|a,| = 1, entdo, a parte (iii) do Teste da Raiz diz
que o teste ndo da informacgao. A série X a, pode convergir
ou divergir. (Se L = 1 no Teste da Razao, nao tente o Teste
da Raiz, porque L sera novamente 1. E se L =1 no Teste

da Raiz, nao tente o Teste da Razéo, pois ele tambem
falharda.) 14



!mplo 6

2n + 3
Teste a convergéncia da série Z ( )

3n + 2
2n + 3 \"
a, =
3n + 2

SOLUCAO:

—_— 2—|—3 2+i 2

n n

4 n — /_<1
| | 3n+2 3+2 3

n

Entao, a serie dada converge pelo Teste da Raiz.

15



Rearranjos
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“Rearranjos

A gquestao de uma série ser absolutamente convergente ou
condicionalmente convergente tem importancia na questao
sobre se somas infinitas se comportam ou hao como
somas finitas.

Se rearranjarmos a ordem dos termos em uma soma finita,
entao é claro que o valor da soma permanecera inalterado.
Mas esse ndo é sempre 0 caso para uma serie infinita. Por
um rearranjo de uma seérie infinita ¥ a, queremos dizer
uma seérie obtida simplesmente mudando a ordem dos
termos. Por exemplo, um rearranjo de X a, poderia
comecar como a segulir:

hrtptagtagta tastagtazta,+ - .



‘rranjos

Ocorre que

se X a, € uma série absolutamente convergente
com soma s, entao qualquer rearranjo de X a,

tem a mesma soma S.

Contudo, qualguer série condicionalmente convergente
pode ser rearranjada para dar uma soma diferente. Para
llustrarmos esse fato, vamos considerar a serie harmonica

alternada
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Se multiplicarmos essa série por % obteremos
pJ

| | | |
—1+6—§—|—"‘:§h’12

b —

Inserindo zeros entre 0s termos dessa seérie, teremos

.+ - =31In2

1] 0+,+0—,+0+¢+0-—

cel

Agora adicionamos as séries nas Equacdes 6 e 7:

+i—3+ - =3In2

| —

8 1 +5—5+
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Observe que a série em [8]/contém 0s mesmos termos que
em 6], mas rearranjados de modo gque um termo negativo
ocorra depois de cada par de termos positivos. As somas
dessas series, contudo, s&o diferentes. De fato, Riemann
demonstrou que

se X a, for uma série condicionalmente convergente
e r for qualguer numero real, entao existe um
rearranjo de X a, que tem uma soma igual a r.
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