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“Sequéncias

Pode-se pensar numa sequéncia como uma lista de
numeros escritos em uma ordem definida:

ay, 8y, 83,8y, ...,85,...

O numero a, é chamado primeiro termo, a, é o segundo
termo, e, em geral, a, € o n-ésimo termo. Trataremos
exclusivamente de sequéncias infinitas, de modo gque cada
termo a, terd um sucessor a,,, ;.

Observe gue, para cada inteiro positivo n existe um
namero correspondente a, e, dessa forma, uma sequéncia
pode ser definida como uma funcao cujo dominio € o
conjunto dos inteiros positivos.



!uéncias

Mas, geralmente, escrevemos a, em vez da notagao de
funcéao f(n) para o valor da funcédo no numero n.

Notacdo A sequéncia {a,, a,, a5, . . .} € também indicada
por

{an} ou {Cl n } ::= 1



!mplo 1

Algumas sequéncias podem ser definidas dando uma
formula para o n-ésimo termo. Nos exemplos seguintes,
damos trés descricoes da sequéncia: uma usando a
notacao anterior, outra empregando a formula da definicao
e uma terceira escrevendo 0s termos da sequéncia.
Observe que néao € necessario comecar em 1.
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ueéncilas

Uma sequéncia como aquela no Exemplo 1(a), a, = n/(n +
1), pode ser visualizada marcando seus termos na reta
real, como na Figura 1, ou tracando seu grafico, como na
Figura 2.
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Observe gque, como uma sequéncia € uma funcao cujo
dominio é o conjunto de inteiros positivos, seu grafico
consiste em pontos isolados com coordenadas

L.a) (Za) Ga) ... (na)

A partir da Figura 1 ou 2 parece que 0s termos da
sequéncia a, = n/(n + 1) estao se aproximando de 1
guando n se torna grande. De fato, a diferenca

] — —

pode ficar tdo pequena quanto se desejar, tornando n
suficientemente grande.
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Indicamos ISso escrevendo

n

- lim

n—0o0 n

Em geral, a notacao

lima, = L

11—

significa que os termos da sequéncia {a,} aproximam-se de
L quando n torna-se grande.



ueéncilas

Observe que a seguinte definicao do limite de uma
sequéncia € muito parecida com a definicéo do limite de
uma funcao no infinito.

1 | Definic &0 Uma sequéncia {a,} tem lmite L e escrevemos

lima, =L ou g,—~»L as n—wx
n— =

g2 pudermos tornar os termos g, a tio proximos de L quanto quisermos ao fazer sufi-
cientemente grande. Se lim,— « g, existir, dizemos que a sequéncia converge (ou € con-
vergente ). Caso conirdrio, dizemos que a sequéncia diverge (ou € di ver gente).
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A Figura 3 ilustra a Definicao 1 mostrando os gréaficos de
duas sequéncias que tém limite L.

a, A a, A

Figura 3
Graficos de duas sequéncias com lim a,= L
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Uma versao mais precisa da Definicdo 1 é a seguinte.

2 | Definicio Uma sequéncia {a.} tem limite Le escrevemos

Ima. =L ou e —>L as np— @

n—= o

se, para cada & > 0 existir um inteiro correspondente N tal que

se n=>N entio la. — L| <e
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A Definicao 2 é ilustrada pela Figura 4, na qual os termos
a,, a,, 85, . . . SA0 marcados na reta real.

a d; a4 dyg y+1 Ay \ do  dg  ds dy ds

L & L & \ & — & & & &

0 L—¢ L L+ e

Figura 4

Nao importa quao pequeno seja escolhido o intervalo
(L—¢, L+¢), existe um N tal que todos os termos da
sequéncia de a,,, em diante devem estar naquele

Intervalo.
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Outra ilustracao da Definicdo 2 € dada na Figura 5.

Os pontos no grafico de {a,} devem estar entre as linhas
horizontaisy=L+gey =L —-&se n>N. Esse quadro deve
ser valido independentemente do quéao pequeno € é
escolhido, mas geralmente um € menor exige um N maior.

VA

=Y

Ol 123 4 N

Figura b
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A unica diferenca entre lim, .cca,=Lelm, ., f(x)=Lé
gue n precisa ser inteiro. Entao, temos o seguinte
teorema, que € ilustrado pela Figura 6.

3| Teorema Se lim;—« f(x) =L e f(n) = am quando n é um inteiro, entio

hm, ..a, = L.

VA y= f(,\')

=Y

0l 1234

Figura 6
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Em particular, como sabemos que lim, , - (1/x") =0

guando r > 0, temos

1
a lim— =0 Se r>0

n—wo n

Se a, aumentar quando n aumentar, usaremos a notagao
im, , ., a,=°°. Considere a definicao

5 | Definigdo lima—« a. = = significa que para cada mimero positivo M existe um in-

teiro N tal que

s n>=N entao i, = M

Se lim, . a,=2°, entdo a sequéncia {a,} é divergente, mas
de maneira especial. Dizemos que {a,} diverge para cc.
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As Propriedades do Limite, também valem para os limites
de sequéncias, e suas demonstracoes sao similares.

Propriedades do Limite para Sequéncias

Se {a.} e {b. } forem sequéncias convergentes e ¢ for uma constante, entio

Lim (@. + ba) = lim a. + lim b,

m—so m—eod |—r

lim (@e — ba) = lim @n — lim b,

n— n—e0d =0

Im ca. = ¢ Ilm aa lme=r¢
m—e —e m—e

lim (g@.b,) = lim a, - lim b,

I — 0 I —> 02 n—0

lim a,

. dy :n—hm .
I = mp, Clmb#0

— 0

lim af = [En:ﬂllpse p=0ea, =0

m—e
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O Teorema do Confronto tambéem pode ser adaptado para
sequéncias como a seguir (veja a Figura 7).

Teorema do Confronto para Sequéncias

Sea, =b, =c,forn=nype ma, = lim ¢, = L, entdio lim b, = L.

n—0d i —= [ n—d
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Figura 7

A sequéncia {b,} fica presa entre as sequéncias {a,} e {c.}
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Outro fato util sobre limites de sequéncias é dado pelo
seguinte teorema.

6| Teorema Se lim |a, | = 0, entdo lim a, = 0.

m— 0 m— 00

O seguinte teorema diz que se aplicarmos uma funcao
continua aos termos de uma sequéncia convergente, 0
resultado também sera convergente.

7| Teorema Se lim a, = L e se a fungfio f for continua em L, entéo

o —

lim f(a.) = f(0)
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!mplo 11

Para quais valores de r a sequéncia {r"} & convergente?

SOLUCAO: Sabemos que lim, _, ,a*x=o paraa>1e
im, ,.,a*=0para0<a<1.Logo, colocandoa=re
usando o Teorema 3, temos

fim =1 se r>1
new' |0 seD<r<l

mh
(@)

bvio que

Iim 1" =1 e Iim 0" =

n—>00 n—>00
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!mplo 11 — Solucao

Se-1<r<0,entdao 0 < |r| <1 entao

continuacao

lim [r"| = lim |r|" =0

n—> 0 n—o0

e, portanto, lim_, , «« M =0 pelo Teorema 6. Ser < -1,
entao {r"} diverge.

21



!mplo 11 — Solucao

A Figura 11 mostra os graficos para varios valores de r. (O
caso r = -1 é mostrado na Figura 8.)

a, A

continuacao
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Figura 11
A sequéncia a, = r" 22
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Os resultados do Exemplo 11 estao resumidos a seguir
para uso futuro.

9

A sequéncia {r"} ¢ convergente se —1 << r = 1 e divergente para todos os outros

valores de r.

hm r*=

Fp = 0

1 ser=1

{ﬂ se —1 <r =<1

10

Definigio Uma sequéncia {a. } € chamada crescente se an. < @u+1 paratodan = 1,

Iss0 €, a; < a3 < az < - +. B chamado decrescente se a, = a ., para toda n = 1.
Uma sequéncia ¢ mondtona se for crescente ou decrescente.
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@ Definicio Uma sequéncia {a,} € limitada superiormente se existir um mimero M
tal que

a. =M para todon = 1
Ela € limitada inferiormente se existir um nimero m tal que

m=da, para todon = 1

Se ela for limitada superior e inferiormente, entdo {a, } € uma sequéncia limitada.

Por exemplo, a sequéncia a, = n é limitada inferiormente
(a, > 0) mas nao superiormente. A sequéncia a, = n/(n + 1)
é limitada porque 0 < a, < 1 para todo n.
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Sabemos que nem toda sequéncia limitada € convergente
[por exemplo, a sequéncia a, = (—1)" satisfaz -1 <a, <1,
mas é divergente], e que nem toda sequéncia monodtona é
convergente (a, = n —> oo ). Mas se uma sequéncia for
limitada e monotona, entao ela deve ser convergente.
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Este fato € provado no Teorema 12, mas intuitivamente
vOoCcé pode entender porque é verdade, olhando para
Figura 12. Se {a,} esta aumentando e a, <M para todo n,
entao os termos sao forcados se aglomerar e se aproximar
de um ndmero L.

a, A

0]123 n

Figura 12
26
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A demonstracao do Teorema 12 é baseada no Axioma de
Completude para o conjunto R dos nimeros reais, que diz
gue, se S é um conjunto n&o vazio de numeros reais gue
tem um limitante superior M (x £ M para todo x em S),
entao S tem um limitante superior minimo b. (Isto
significa que b é um limite superior para S, mas se M é
gualquer outro limitante superior, entdao b < M.) O Axioma
de Completude € uma expressao do fato de que nao ha
salto ou furo na reta do numero real.

12| Teorema da Sequéncia Monotona Toda sequéncia mondtona limitada € convergente
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