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!gﬁes Lineares Nao Homogéneas

Nesta secao, aprenderemos a resolver equacoes
diferenciais lineares nao homogéneas com coeficientes
constantes, isto €, equactes da forma

1

ay” + by’ + cy = G(X)

onde a, b e ¢ sdo constantes e G € uma funcéo continua. A
equacao homogénea correspondente

2

ay”+by'+cy=0

é chamada equacao complementar e desempenha um
papel importante na solucao da equacao nao homogénea

original
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!ﬁgﬁes Lineares Nao Homogéneas

3 | Teorema A solucdo geral da equacdo diferencial ndo homogénea | 1| pode ser es-
crita como

y(x) = y,(x) + yAx)

onde y, € uma solugdo particular da Equacéo 1 e y, € a solugé@o geral da Equagéo com-
plementar 2.

Existem dois métodos para encontrar uma solucao particular:

O método dos coeficientes indeterminados é simples,

mas funciona apenas para uma classe restrita de funcoes G.
O método de variacao de parametros funciona para todas as
funcoes G, mas, geralmente, € mais dificil de aplicar na

pratica.
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“O Meétodo dos Coeficientes Indeterminados

Vamos primeiro ilustrar o método dos coeficientes
Indeterminados para a equacao

ay” + by’ + cy = G(X)

onde G(x) é um polinémio. E razoavel prever que exista
uma solugao particular y, que seja um polinomio de mesmo
grau de G, pois, se y for um polindmio, entao

ay” + by’ + cy também é um polinbmio. Portanto,
substituimos y,(x) = a, um polindmio (de mesmo grau de
G), na equacao diferencial e determinamos os coeficientes.



!mplo 1

Resolva a equacao y” +y' — 2y = x2.

SOLUCAO: A equacdo auxiliardey” +y’'—2y =0 ¢é
P+r—2=(r-1)(r+2)=0

com raizesr =1, —2. Logo, a solucao da equacao
complementar é

— -2
Y. = C,€%+ C,e



!mplo 1 — Solucao

Uma vez que G(x) = x? € um polinbmio de grau 2,
procuramos uma solucao particular da forma

continuacao

Yp(X) = AX* + Bx + C

Entdo, Y» = 2Ax + B e Y =2A. Assim, substituindo na
equacao diferencial dada, temos

(2A) + (2AX + B) — 2(Ax? + Bx + C) = x?
ou —2AX? + (2A-2B)X + (2A + B - 2C) = x?

Polindmios sao iguais quando seus coeficientes sao iguais.



!mplo 1 — Solucao

Assim,
—2A=1 2A—-2B =0 2A+B-2C =0

continuacao

A solucéo desse sistema de equacoes e

I

A:—l =—5 C:—f1

|

Uma solucéao particular €, portanto,

o) 1

Yp(¥) = —3x* — 3x — 4

e, pelo Teorema 3, a solucéo geral

X —2x r.2 1.3
y:yc+yp:C1€ + e — 35X X — 3



!mplo 3

Resolvay” +y’' — 2y = sen X.

SOLUCAO: Tentemos uma solucéo particular
Yp(X) = A cos X + B sen X

~ "
Entdo, y, =—Asenx+Bcosx Yy =-Acosx-B sen x

10



!mplo 3 — Solucao B

logo, substituindo na equacao diferencial, temos

(—Acosx — Bsenx) + (—Asenx + Bcosx) — 2(Acos x + Bsenx) = senx

ou (—3A + B)cosx + (—A — 3B)senx = sen x

ISSO acontece se

-3A+B=0 e -A-3B=1

A solucéao deste sistema é

N _ _ 3
A__IO B = 10
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!mplo 3 — Solucao

logo, uma solucao particular &
| 3
yp(x) = —j5cosx — {5 senx
No Exemplo 1, determinamos que a solucao da equacao

complementar é y. = c,eX + c,e?*. Assim, a solucéo geral
da equacéao dada é

y(X) = c,e* + c,e 72X — 1_10 (cos x + 3sen X)
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‘todo dos Coeficientes Indeterminados

Se G(x) for um produto de funcOes dos tipos precedentes,
entao tentamos a solucao como um produto de funcodes do
mesmo tipo. Por exemplo, ao resolver a equacao
diferencial

y" + 2y’ + 4y = X cos 3X
tentamos

Yo(X) = (AX + B) cos 3x + (Cx + D) sen 3x
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‘todo dos Coeficientes Indeterminados

Se G(x) for uma soma de funcoes desses tipos, usamos o
principio da superposicao, que ¢é facilmente verificavel e
nos diz que, se Yy, e y,, forem solugoes de

ay” + by’ +cy = G(x) ay” + by’ + cy = Gy(x)

respectivamente, entdo Y», T Y», € uma solucéo de

ay” + by’ +cy = G(x) + G,(x)

14



‘todo dos Coeficientes Indeterminados

Resumo do Metodo dos Coeficientes Indeterminados

1. Se G(x) = ¢"P(x), onde P é um polindmio de grau n, entdo tente y,(x) = *Q(x),
onde Q(x) € um polinémio de n-€simo grau (cujos coeficientes sdo determinados
através da substituicdo na equacio diferencial).

2. Se G(x) = €“P(x) cos mx ou G(x) = ¢**P(x) sen mx, onde P é um polinémio de
n-€simo grau, entao tente

J’p(x) = th(I) cos mx + €“*R(x) sin mx
onde {J e R sdo polindmios de grau n-ésimo.

Modificacao: Se algum termo de y, for uma solugdo da equacido complementar, mul-
tiplique y, por.x (ou por x* se necessario).
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!mplo 6

Determine a forma da solucao tentativa para a equacao
diferencial y” — 4y + 13y = e?* cos 3x.

SOLUCAO: Aqui G(x) tem a forma encontrada na parte 2
do resumo, onde k=2, m=3e P(x) = 1. Assim, a primeira
vista, a forma da solucao tentativa deveria ser

Yp(X) = €2 (A cos 3x + B sen 3x)
Mas a equacao auxiliar é r2 — 4r + 13 = 0, com raizes
r = 2 £+ 3i, portanto a solucédo da equacéo complementar é

y.(X) = e2* (c,cos 3x + c,sen 3x)
16



!mplo 6 — Solucao

Isso significa que temos de multiplicar a solucao tentativa
sugerida por Xx.

continuacao

Entao, em vez disso, usamos

Yp(X) = xe=* (A cos 3x + B sen 3x)

17



O Meétodo das Variacoes
dos Parametros
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!todo das Variagcoes dos Parametros

Suponha que, apos resolver a equacao homogénea
ay” + by’ + cy = 0, escrevamos a solucao como

4

y(X) = Cry1(X) + CoY,(X)

onde y, e y, sao solucoes linearmente independentes.
Vamos substituir as constantes (ou parametros) c, e c, da
Equacéo 4 pelas funcdes arbitrarias u,(x) e u,(x).
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‘todo das Variagcoes dos Parametros

Procuramos uma solucao particular da equacao nao
homogénea ay"” + by’ + cy = G(x) da forma

5

Yp(X) = Us(X) Y1(X) + Ux(X) Y2(X)

(Esse método é chamado variacéo dos parametros
porgue variamos 0S parametros c, e c,, para tornando-os
funcoes.) Derivando a Equacao 5, obtemos

o= (uiyy + wy) + (wyi + wy3)
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‘todo das Variagcoes dos Parametros

Uma vez que u, e u, sado funcdes arbitrarias, podemos
impor duas condi¢oes sobre eles. Uma condicao e que y, €
uma solucao da equacao diferencial e podemos escolher a
outra condicéo de modo a simplificar nossos calculos.
Considerando a expressao da Equacao 6, vamos impor a

condicao de que

7

Entao,

uryr + usy, =0

yy = uiyr + uzy: + wyi + uxy;
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-étodo das Variagcoes dos Parametros

Substituindo na equacao diferencial, obtemos

a(uiyr + usys + iyl + uayy) + byt + wayz) + ¢y + woy:) =G

ou

8

ui(ay; + byi + cy1) + usx(ayy + bys; + cy,) + aluiyi + usy;) = G

Mas y, e Yy, sdo solugcoes da equacao complementar, logo

ay; + by, +cy; =0 e ay; + by; + cy, =0

e a Equacao 8 simplifica para

9

a(uiyi + way;) =G 22



-étodo das Variagcoes dos Parametros

As EquacoOes 7 e 9 formam um sistema de duas equacoes
nas funcbes desconhecidas u; e ;. ApOs resolver esse
sistema, podemos integrar para encontrar u, e U, e entao a
solucao particular é dada pela Equacao 5.
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!mplo 7

Resolva a equacao y”"+y=tg x, 0 <x < n/2.

SOLUCAO: A equacdo auxiliar é r2+ 1 = 0 com as raizes
+1, logo, a solucdo dey” +y =0 e y(x) = c,sen x + c, COS X.
Usando a variacao dos parametros, buscamos uma

solucao da forma

Y,(X) = Uy(X) sen x + u,(X) cos x

Entdo  y, = (uisenx + ujzcosx) + (u1cosx — uz sen x)

Faca

10

uisenx + wcosx =10
24



!mplo / — Solucao

Entao, Yp = UICOSX — U3 SENX — U3 SENX — U3 COS X

continuacao

Para y, ser uma solugao, devemos ter

L Yp + ¥p = UI1COSX — Uzsenx = tgx

Resolvendo as Equacoes 10 e 11, obtemos

u; (sen2x + cos2x) = cos X tg x
1] = senx u;(X) = —cos x
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!mplo / — Solucao

(Procuramos uma solucao particular, logo nao
precisaremos de uma constante de integracao aqui). Em
seguida, a partir da Equacao 10, obtém-se

continuacao

, senx sen’y  cosix — 1
Wy = — uy = — = = COSX — Secx
COS X COS X COS X
Entao U,(X) = sen x — In(sec x + tg x)

(Observe que sec x +tg x > 0 para 0 < x < 7/2.) Portanto

Yp(X) = —C0s X sen x + [sen X — In(sec x + tg X)] cos X

= —Cco0s X In(sec x + tg X)
26



!mplo / — Solucao

e a solucao geral é

continuacao

y(X) = c;Sen x + ¢,C0S X — cos X In(sec x + tg x)
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