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1 Introducao

Durante o inicio das pesquisas com radioatividade, foi observado que algu-
mas fontes de radiacao [ e radiacao v, principalmente quando inseridas em
alguma solugao, emitiam uma suave luz azul[l]. A principio se atribuiu a
esse fenomeno a luminescéncia proveniente da ionizacao dos elétrons. No
entanto, logo se percebeu que essa explicagao nao poderia ser correta, ja que
o espectro da luz era continuo e tinha pouca dependéncia do meio em que
a fonte estava inserida, contrastando com o observado nos casos de radiacao
emitida por ionizacao.

Os primeiros trabalhos a tentar explicar esse fenomeno foram desenvolvi-
dos por Mallet que realizou uma série de experimentos mas nao se propos a
desenvolver uma teoria para explica-lo. Somente anos depois foi que Chereno-
kov conseguiu demonstrar experimentalmente que o mecanismo de producao
de luz pela passagem de particulas rdpidas em meios transparentes é distinto
da luminescéncia. Cherenkov também descobriu que essa luz era polarizada
e que possuia caracteristicas direcionais.

Mais ou menos na mesma época, Frank e Tamm deram um tratamento
usando a teoria classica do electromagnetismo que conseguiu explicar teorica-
mente esse fenomeno. Usaremos a seguir uma abordagem que nos permitira
reproduzir o resultado de Frank e Tamm e derivar teoricamente as proprie-
dades medidas por Cherenkov.

2 Radiacao Cherenkov

Para entender como a radiacao Cherenkov é capaz de emitir um espectro
tao caracteristico, distinto da luminescéncia, causa inicialmente atribuida a
esse efeito, devemos considerar o que acontece com uma particula rapida ao
atravessar um meio|2].

2.1 Perda de Energia Devido a Colisoes

Consideremos uma particula relativistica, de carga ze (z é o numero de
particulas carregadas e e é carga elementar) e massa M. A energia da
particula é £ = yMc? e seu momento é P = y3Mc. Lembrando que ~y



é o fator de Lorentz ]

7= —— (1)
=

que depende da velocidade v da particula; ¢ é a velocidade da luz no véacuo;
e B é a razao entre a velocidade da particula e a velocidade da luz no vacuo

B=-. 2)

O espalhamento dessa particula por um elétron de carga —e e massa m,
considerando M > m, ¢é obtido através da férmula de Rutherford para o
espalhamento coulombiano:

do ze2\” 0
— == esct( =), (3)
ds2 2pv 2
onde p = vfBme, e v = ¢, sao o momento e a velocidade do elétron no
referencial da particula pesada.
A equagao (3) pode ser escrita em uma forma invariante sob transformagoes

de Lorentz se considerarmos a transferéncia do 4-momento ao quadrado
Q? = —(P — P")% Para o espalhamento eldstico

6
Q? = 4p*sin® 3" (4)

Como o potencial coulombiano possui simetria axial, podemos escrever df2 =
27 sin 0 df e dado que dQ? = 2p?sin 0 df, obtemos:

a0 = ]%dQQ (5)

Com isso podemos escrever a equagao 3 como:

do p? B 22t 1

— = 6
dQQ T 4p2U2 Siﬂ4g ( )

Finalmente, substituindo p em funcao de @) e sabendo que v = S¢, obte-

mos: d ) 9



Podemos agora determinar a se¢ao de choque dada uma perda de energia
T da particula incidente. Para tanto basta notar que o invariante ? no
referencial do elétron é Q% = 2mT (ja que T = Q?/2m é a energia cinética
transferida) e dQ* = 2m dT'. Substituindo em (7), obtemos:

do 22et

d_T = 27T—m6262T2 . (8)

A equacao (8) é valida no intervalo T, < T < Thnae, onde T 2 B (w),
h{w) é uma estimativa da energia de ligacdo atomica média, e Ty, € a
energia cinética maxima transferida considerando uma colisao frontal, ou
seja, quando a velocidade do elétron é invertida. Para colisoes entre particulas
nao muito energéticas: Tnq. = 272 5%mc?.

Se levarmos em conta o spin do elétron, devemos acrescentar uma correcao
quantica devido a esse efeito, e a equagao (8) se torna:

do 2mz2et T
<—> :W(1—52 > 9)
dT N (€ BT T ooz
A partir da equagao (9) podemos obter uma relagdo que determina a
quantidade de energia perdida por uma particula pesada ao atravessar um
meio com N atomos por unidade de volume, cada um com Z elétrons. Con-

siderando a particula com energia ¢ (¢ < Tia € € > h(w)) obtemos, para
transferéncias de energia T' > e:

dE Tmaz
Er - NZ 7% ar
iz 7> e) / ar’

_ Nz 2 {m (w) - 62} . (10)

mec2 32

O resultado para transferéncias de energia 7" < ¢, incluindo energias
préximas a energia de ligagao (h(w)) s6 pode ser tratado apropriadamente
através da mecanica quantica [2]. O resultado é dado por:

dE Z2et 2 2
T < =2NZ {In[B(e)] - B°}, (11)
onde, /
_ yo(2me)'/?
Bie) = =5ty (12)



A energia total perdida por unidade de comprimento é dada pela soma
das equagoes (10) e (11):

dFE 2,4
dr 4WNZ¢§CZ€52 {In[B;(e)] — 5} (13)
B 272B2m02
Bo= "0 (14)

O gréfico da figura 1 apresenta uma comparagao entre o tratamento consi-
derando a energia total perdida (equagao 13), ou seja, considerando todas as
perdas de energia envolvidas, e a energia perdida em colisoes leves (equagao
11).
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Figura 1: Perda de energia da particula incidente em fungao de y3. A linha
solida corresponde a energia total perdida, ja a linha tracejada corresponde
a energia em colisoes leves ¢ < 10keV. Fonte: Jackson, Classical Elec-
trodynamics.

No entanto, para particulas ultra-relativisticas, como os neutrinos detec-
tados através da radiacao Cherenkov, a perda de energia é menor do que



a prevista pela equagao (13). Isso ocorre pois a particula ultra-relativistica
percebe um aumento na densidade do meio devido a contragao do espaco.
Essa reducao na perda de energia é conhecida como efeito densidade.

2.2 Efeito Densidade

O tratamento dado até o momento nao da conta do efeito densidade pois
consideramos, implicitamente, que os efeitos do campo da particula incidente
influenciavam um elétron em um atomo de cada vez. Em seguida, somavamos
todas as contribuigoes, individualmente, sem considerar as interagoes entre
elas no intervalo de parametro de impacto relevante (bpin < b < byaz)-

Entretanto, agora, b,,., ¢ muito grande quando comparado as dimensoes
atomicas. Isso significa que atomos préximos serao influenciados pelo campo
da particula incidente. Estes, por sua vez, produzirao campos perturbativos
que influenciarao o atomo escolhido, o que modificara sua resposta ao campo
da particula incidente.

Essa modificacao dos campos deve ser levada em conta ao se calcular
a transferéncia de energia em colisoes distantes. Para colisoes préximas,
considera-se interacoes individuais como feito anteriormente. A separacao
entre os dois limites é da ordem do raio atomico e denotaremos por a.

Vamos considerar colisoes com parametro de impacto b > a e admitir
que os campos no meio podem ser calculados considerando uma constante
dielétrica macroscépica €(w). Para b muito préximo de a essa aproximagao
perde validade, mas é boa para a grande maioria das colisoes.

Para uma particula relativistica, consideremos 4-potencial eletromagnético
A, (z) e a 4-corrente J,(z). A equacdo da onda e o gauge de Lorentz sdo

dados por:

47
OA* = ?J“ , 0,A" =0, (15)

onde A* = (®,A) e J* = (cp, ).

A equagao (15) pode ser aberta em duas da seguinte forma:

1 0’A 9 4T
——— VA = —J 1
2 Ot? v c (16)
1 0%® 9
com a condi¢ao de Lorentz:
109
-—— -A=0. 1
C ot +V 0 (18)



As equagoes (16) e (17) sao resolvidas mais facilmente no espago de Fou-
rier. Para tanto, basta aplicar nelas a transformada de Fourier

1 3 ik-x—w
Fxt)= 5y /d k/dwF(k, ekt (19)
Isso resulta:
w? 47
{k2 - —Qe(w)} Ak,w) = —IJk,w), (20)
c c
2
9y W dr
- = — ok, w). 1
- L) aliew) = optiew) 21)
A densidade de carga:
p(x,t) = zed(x — vi) (22)
e a densidade de corrente
J(x,t) = v p(x,t) (23)

so tornam, no espaco de Fourier:

p(k,w) = ;—Eé(w—k-v), (24)
Jk,w) = volk,w). (25)

Substituindo em (20) e (21) obtemos os potenciais:
2ze f(w—k-v)
e(w) k2 — ‘;’—QQE(L‘))7

Ak,w) = e(w)%@(k, w). (27)

o (k,w)

(26)

Podemos agora aplicar as defini¢coes dos campos em termos dos potenciais:

e (28)
B = VxA, (29)
para obter:
Ek,w) = i [“’i“’) % - } Bk, w), (30)
B(k,w) = ie(w)k x ‘—c’cp(k, w). (31)



Para obter a perda de energia para um elétron em um atomo com parametro
de impacto b, devemos avaliar:

AE = —e/ v - Edt = 2e Re/ iwx(w) - E(w) dw. (32)
0

Lembrando que no espaco de Fourier:

dx

— = twx(w 33

= iwx(w) (33)
e E(w) é a transformada de Fourier temporal do campo eletromagnético a
uma distancia b perpendicular a trajetéria da particula que se move ao longo

do eixo z, v = (v,0,0). Sendo assim:

B(w) = W / BRE (K, W) (34)

onde o observador se encontra na coordenada x = (0,b,0) e k = (ky, ko, k3) =
x-k= bk’g

Vamos agora determinar £ (w) onde E(w) = (E; (w), Fa(w), E3(w)). Subs-
tituindo explicitamente as componentes paralelas a velocidade das equagoes
(30) e (26) obtemos Ej(w):

_ 2ize 3p; 1 gibha wew)v dw —vk)
Bi(e) = e | @ ket [ - B @9

Fazendo k* = k% + k2 + k3,

(.U2 wQ 2

=2 ¥ ()= % [1— 3% e(w)] (36)

V2 c?

e notando que a integral em k; desaparece devido a d(w — v ky). Fazendo
k1 = w/v, obtemos:

2izew 1 ee - o dk
E(w) = — — B2 dky 6% / 3 (37
1(w) (27)3/2 02 L(w) b ] /_oo 2¢ Coo K5+ K24+ N2 (37)

A integral em k3 é simples e seu resultado é:

™

o .

8



Sendo assim podemos escrever:

izew 1 o eibk2
El(w> = _<27T)1/2 02 |:€((,d) - 62:| /_OO deZ (39)

Agora, integral da equagao(39) pode ser vista como uma representacao da
fun¢ao de Bessel Modificada de ordem zero[3]:

oo eibk‘g

24600 = | gz

—0o0

dky, (40)

resultando em:

1zew [ 2 1

Ey(w) = —— (—) v [— - 52] Ko(\b). (41)

v s e(w)

De forma analoga obtemos:

Bw) = 2 (%)/ K00,

Bs(w) = e(w)BEx(w). (42)

Podemos agora utilizar os campos encontrados para determinar a trans-
feréncia de energia. No entanto, antes vamos reescrever a equagao (32) con-
siderando todas as interacoes dos j elétrons presentes na regiao dada pelo
parametro de impacto b:

AFE =2e Zf] Re /Oooiwxj(w) -Ef(w) dw. (43)

Podemos escrever a soma dos momentos de dipolo —e ) fix;(w) em
termos da constante dielétrica como:

1
—Z fixi(w) = 1 lelw) = 1 E(w), (44)

onde N ¢é o nimero de atomos por unidade de volume. Sendo assim:

AE(b) = — — ) |E 4
27TNR€/ iwe(w) | E(w)]? dw. (45)
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A energia por unidade de comprimento em colisoes com parametro de im-
pacto b > a é:

(d—E) _orN / AE(b) bb. (46)
dx b>a a
Substituindo (41) e (42) obtém-se:

dE 2(ze)? > . 1 ,

(%) o I Re/o iwA* aK7 (N a)Ko(Aa) <@ — 82 ) dw. (47)

Esse resultado pode ser obtido de outra forma considerando que o fluxo
de energia eletromagnética através de um cilindro de raio a em torno do
caminho da particula incidente, é equivalente a energia perdida por unidade

de tempo:
dE 1dE c o
— == 2raB3Fdx. 48
<dx>b>a v dt dmv J_ o TP Eat (48)
Fazendo a mudancga de variavel do = v dt:
dE ca [
— =—— Bs(t)E,(t)dt 49
(%) -5/ momno (19)

cuja expressao no dominio das frequéncias é:
dE o
— = —ca Re/ B3 (w) By (w)dw. (50)
dx b>a 0

2.3 Radiacao Cherenkov

As expressoes (47) e (50) representam a quantidade de energia perdida pela
particula, por unidade de comprimento, em regides cuja distancia é maior
que b = a. Nelas, consideramos que a era da ordem do raio atomico. No
entanto, para a radiacao Cherenkov, devemos considerar outro o limite, o
limite em que [Aa| > 1, pois dessa forma podemos examinar como a energia
¢é depositada através do meio. Neste caso, as funcoes de Bessel modificadas
assumem seus limites assintéticos[3]:

B ST SR S

Ko0) = /53¢ {1 BN 21BN } ’ (51)
I SR S bB

B0 = /55 {1 S VARSTEVER } ' (52)
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Como tomamos o limite |Aa| > 1, podemos desprezar os temos de ordem
1 e superior, sendo assim as fungoes de Bessel modificadas assumem a forma:

Ko(Ab) = K1 (\b) = %e—kb. (53)

Nessas condigoes, os campos (41) e (42) se tornam:

Zew 1 e
Ei(w,b) — i~ |:1_/62€(CU):| Wovs
By(w,h) — <w)\/é (54

Bs(w,b) — pe(w)Es(w,b),

e o integrando em (50) se torna:

Com essa expressao podemos obter a energia depositada em regices dis-
tantes da trajetoria da particula. Se desprezarmos a absorcao do meio temos
que €(w) é real e dado que

A:

w2
- () (56)
se 3%e(w) > 1, X serd imagindrio puro. Perceba que se A for puramente ima-
gindrio a exponencial na equacao (55) desaparece (A + \* = 0) e a expressao
fica independente de a, ou seja, passa a ser permitido que alguma parte da
energia escape para o infinito na forma de radiacao. E justamente a essa
radiagao que damos o nome de Radiacao Cherenkov.

Vejamos agora algumas propriedades importantes dessa radiacao. A
condi¢do para seu surgimento 3%¢(w) > 1 implica em uma relagao para a
velocidade da particula . Reescrevendo essa equagao obtemos:

) 57
— (57)

ou seja, a velocidade da particula deve ser maior que a velocidade de fase da
onda eletromagnética com frequéncia w no meio para que haja emissao de

11



radiacao Cherenkov nessa frequéncia. Por esse motivo a radiacao Cherenkov
pode ser usada na deteccao de neutrinos ultra-relativisticos, como veremos
mais adiante. A titulo de ilustragao, em agua, por exemplo, a velocidade de
fase da onda EM é da ordem de 0.75¢, ou seja um neutrino com velocidade
superior a essa ao se chocar com um elétron ja seria capaz de induzir a
emissao de radiacao Cherenkov.

Para determinar o espectro da radiagao Cherenkov, vamos considerar que

A= —i|)| para (3% > 1. (58)
Isso significa que (A*/A)2 = i e a equacdo (55) é real e independente de
a. Dessa forma obtemos a seguinte expressao para a energia radiada por
unidade de distancia ao longo da trajetéria da particula na forma de Radiagao

Cherenkov:
dE 2 1
T)aa S0/ Bre(w)

A equagao (59) é conhecida como Férmula de Frank-Tamm. O integrando
fornece o espectro diferencial em frequéncia. Perceba, como pode ser visto na
figura 2, que a radiagao nao é emitida igualmente em todas as frequéncias.
Ela fica limitada a uma banda onde €(w) > B72. Por isso sua assinatura
espectral se assemelha mais a um pulso.

A frequéncia wg indica um limite superior para a emissao de radiagao
Cherenkov. Acima dela e(w) cai abaixo de 1 e a condigao 32%(w) > 1 deixa
de ser satisfeita. Para substancias com indices de refracao préximos ao da
agua, wy esta na regiao do ultravioleta préximo, por isso a radiagao Cheren-
kov tem esse espectro caracteristico azulado. Apenas particulas com veloci-
dade suficientemente elevada (implicando em um alargamento da banda de
frequéncia) conseguem emitir radiacao na regiao do visivel e, normalmente,
quando conseguem seu espectro fica em torno do azul.

Outra caracteristica importante da radiagao Cherenkov é seu angulo de
emissao. A grandes distancias da trajetoria da particula os campos se tornam
campos transversos e a dire¢ao de propagacao é dada por E x B. A partir
da figura 3 verifica-se que para uma particula se movimentando na diregao
x, 0. depende apenas das componentes x e y do campo elétrico, ou seja:

tanf, = ——. (60)

12
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Figura 2: Banda de emissao da radiacao Cherenkov. As frequéncias emiti-
das estdao dentro da regido hachurada, onde e(w) > B72. Fonte: Jackson,
Classical Electrodynamics.

Utilizando os campos da equacao (54) obtemos:

cosl, = ———. (61)
By ew)

Perceba que a afirmagao de que os campos sao transversos tem uma con-

sequéncia importante, essa afirmacao implica que a radiacao Cherenkov é

linearmente polarizada, e mais, como pode ser visto através da representacao

dos campos na figura 3 o vetor polarizagao esta contido no plano que contém

a direcao de observacao e a trajetéria da particula.

Podemos associar a emissao de radiacao Cherenkov com uma onda de
choque produzida por um objeto se movendo acima da velocidade do som
no ar. Se a velocidade da particula for inferior a velocidade de fase da
onda EM no meio, em um ponto qualquer, as frentes de onda interferem
destrutivamente e nenhuma radiacao é percebida (figura 4 esquerda). Se a
velocidade da particula for superior a velocidade de fase da onda EM no meio
ocorre um fenomeno semelhante ao cone de Mach (figura 4 direita) e a soma
das frentes de onda, pelo principio de Huygens-Fresnel, dao origem a uma
frente de onda que se propaga na direcao de ..

Com essas propriedades podemos utilizar a radiacao Cherenkov para de-
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Figura 3: Angulo . de emissao da radiagao Cherenkov. A direcao de pro-
pagacao é dada pelo produto E x B. Fonte: Jackson, Classical Electrody-
namics.

terminar a velocidade de neutrinos rapidos ao atravessar um meio cuja cons-
tante elétrica é conhecida. Veremos mais adiante que muitos detectores que
utilizam a radiacao Cherenkov para detectar neutrinos utilizam a dgua como
meio de propagacao. Veremos também que, como neutrinos sao pouco inte-
ragentes, as taxas de deteccao sao baixas e muitos neutrinos sao necessarios
para que se consiga realizar uma medida.

3 Radiacao Cherenkov na Deteccao de Neu-
trinos

Uma das técnicas de deteccao de neutrinos consiste em medir o espectro
luminoso emitido por elétrons ao serem acelerados pela colisao de neutrinos
altamente energéticos. No entanto, devido a baixa interacao de neutrinos
com a matéria, a taxa efetiva de colisdes é baixissima, tonando necessario
recorrer a outros tipos de reacao.

Atualmente, detectores mais sensiveis sao capazes detectar outros tipos
de colisdes, é o caso do Sudbury Neutrino Observatory (SNO), que é capaz

14
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Figura 4: Frentes de onda esféricas de uma particula viajando a baixo e
acima da velocidade de fase da onda EM no meio. Fonte: Jackson, Classical
Electrodynamics.

de detectar, além de radiagao Cherenkov proveniente da colisao de Neutrinos
com elétrons, a radiacao proveniente da colisao de neutrinos com o déuteron
sendo, portanto, capaz de enxergar as seguintes reagoes[4]:

Ve+d — p+p+e, (62)
Vet+d — p+n—+u,, (63)
vy +e- — vyte. (64)

Perceba que a reacao (64) nada mais é do que o espalhamento tratado na
revisao tedrica deste trabalho.

O SNO (figura 5) é um detector Cherenkov localizado a uma profundidade
que equivale a 6010m de dgua em uma mina proxima a cidade de Sudbury,
Ontario, Canada. O detector usa adgua pesada (fonte de deutério) ultra pura
contida em uma casca esférica de acrilico transparente com diametro de 12m
para detectar neutrinos provenientes do Sol. Fétons Cherenkov gerado pelas
reacoes sao detectados por 9456 tubos fotomultiplicadores montados em uma
esfera geodésica de ago inoxidavel com 17.8m de diametro.

15



Figura 5: Detector do Sudbury Neutrino Observatory e suas quase 10.000
fotomultiplicadoras.

O SNO faz parte da colaboracao responsavel por demonstrar que neutri-
nos mudam de sabor. Esse fato levou a conclusao de que neutrinos devem
ter massa e esse trabalho resultou no prémio Nobel de 2015.

Muitos outros trabalhos utilizam radiagao Cherenkov para deteccao de
neutrinos, essa técnica é tao importante que uma das primeiras observacoes
de que supernovas liberam bursts de neutrino foi feita ainda em 1987[5].
Existe uma area da astronomia denominada astronomia de neutrino total-
mente dedicada a observar objetos astronomicos utilizando detectores de neu-
trinos.
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