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Resumo
O objetivo deste trabalho é servir como um complemento ao final do curso de FEletromagnetismo
II, com a tentativa de fazer um elo entre a teoria e o experimento. Aqui, faz-se uma revisao levemente
detalhada sobre radiagdo eletromagnética emitida por particulas aceleradas e o efeito Bremsstrahlung
no regime nao relativistico. Além disso, é dado um exemplo de como esse efeito aparece na natureza,
em especial na Astrofisica: o uso de espectroscopia de raios-X para estudo de grandes estruturas.

1 Introducao

O estudo de particulas carregadas nao é recente. Na verdade, as expressoes para os potencias e campos
eletromagnéticos de uma particula pontual carregada em movimento foram derivadas de forma inde-
pendente por Alfred-Marie Liénard em 1898 e por Emil Wiechert em 1900. Esse estudo possibilitou o
entendimento de diversos fenémenos envolvendo a interagao entre particulas na natureza, em especial os
fenémenos de emissao de radiacao.

Entre os principais efeitos de emissao de radiagao eletromagnética envolvendo particulas carregadas,
podemos citar: Radia¢do Sincrotron, Radia¢ao Cherenkov e o Bremmstrahlung. Serda dado mais atengao
a este ultimo efeito neste trabalho, embora parte das ferramentas necessdrias para entendimento de
outros, tal como Radia¢do Sincrotron, seja desenvolvida aqui.

A intencao é mostrar que, apesar de ser um fenémeno ja bem entendido hé anos, o Bremmstrahlung
ainda é de grande utilidade nos dias atuais, servindo como pega fundamental para compreensao das
grandes estruturas de matéria no nosso Universo, tais como aglomerados de galaxias. Dito de outra
maneira, além do desenvolvimento de uma pequena parte da teoria eletromagnética (segoes 2.1, 2.2, 2.3,
2.4 e 2.5, baseado nas referéncias [I] e [2]), faz-se uma conexdo com dreas da fisica que, para alguns,
talvez nao estivessem relacionadas aquela: Cosmologia e Astrofisica.

2 Efeito Bremsstrahlung

2.1 Potenciais e campos de Lienard-Wiechert

Consideremos uma particula de carga e com trajetdria descrita por r(t) em um referencial inercial. Nesse
referencial, podemos escrever a densidade de carga p(x,t) e a densidade de corrente J(x,t) como:

p(x,1) = e 8x — r(t)

1
J(x,t) = ev(t) d[x —r(t)] e

dr(t) . . . .
em que v(t) = i é a velocidade da carga no mesmo referencial. Introduzindo os quadrivetores

posicao, r® = [ct,r(t)], e velocidade, V* = (e, yv), podemos escrever ainda um quadrivetor envolvendo
a densidade e corrente dessa carga através de uma integral no tempo proprio da particula:

J¥z)=e c / drVe(r)6W [z — r(7)] (2)

de modo que: J* = (pc, J).
Sabemos que no calibre de Lorenz, os potenciais observados satisfazem a equacao de onda em quatro

. . dm L . . .
dimensoes com a fonte sendo — J%, isto é, o quadripotencial A® = (P, A) satisfaz:
c



Dae = 7 g
c 3)
0o A“ = 0 (condicao de Lorenz)

Os potenciais podem entao ser encontrados utilizando a funcao de Green, D(z—a'), para tal operador:
« am 4./ AN LT
A%(z) = — | d*2'D(x — 2")J*(2') (4)
c
Com D(z — ') sendo dado, usando a fungao de Heaviside, por:

O(zo — x()
21

Com a quadricorrente dada como anteriormente, integrando sobre d*z’ ficamos com:

D(x—a') = ol(z —a')?] ()

A%(z) = 2e /dT V(r)0[zg — 10(T))[1 — r(T)]* (6)

Essa ultima integral é resolvida utilizando o fato de que somente 7 = 7y contribui nesse calculo,
isso porque 1y é defindo de modo que [z — 7”(70)]2 = 0, sendo o instante no passado referente a posicao
da particula no momento em que ela gera o campo que viaja por uma distancia R = |x — r(7p)| com
velocidade igual a da luz até o ponto de observagao atual. Usando a propriedade das fungoes delta de
dirac, podemos escrever:

x—r(r 2:—6(7-_70)
5[ ( )] |%[$—T(T>]2‘ (7)
o(T — 70)

T 2@ - r(n)]pVA(r)
Portanto,

e Ve(r)
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T=T0

Se n representa o vetor unitdrio na dire¢do x — r(7) e B = v(7)/c, podemos ainda, escrever os
potenciais mais explicitamente como:

D(x,t) = {(1—;71)]%] r=1o

Az, t) = [u—eﬂén)RLm

Com esses potenciais em maos, podemos calcular o campo elétrico através de:

10A
E(z,t) = o Vo (10)
Para esse célculo, algumas relagoes ajudam:
dt dn c dR B.n
P R T Rkl ol i Ty ey )
n n/c
VR= —F— Vr=——-"——
(1-8.n) (1-8.n)
Com isso, podemos escrever:
0A e 5 2 .

Vo = _mmu - B+ %B.n) ~B(1 - B.n)

E, finalmente, podemos escrever a expressao para o campo elétrico como:



R(1— B.n)3 (13)

nx{(n—B)XB]]

n—f €
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O campo magnético pode ser obtido através de B = V x A, mas se resume a:

B = [n x E]

B Bxn e|BxnB.n+Bxnmn—pB).n
r=ro = € LﬂR?(l —,B.n)?’L_TO te l R(L—B.n)? ] ) (14)

2.2 Poténcia total irradiada e distribuicao angular da radiacao

Na expressao encontrada anteriormente para o campo elétrico de uma particula carregada em movimento,

escrita de uma maneira conveniente, vemos que esse campo se decompoe em duas partes: uma dependente

somente da velocidade (decai com 1/R?) e outra em que aparece a aceleracio. Quando falamos de

radiacao, estamos interessados na parte do campo que “sobrevive” a longas distancias e, sabendo que

a energia transmitida através de uma frente de onda (esférica) é proporcional a R?|E|?, podemos dizer

que aquela componente dependente da aceleracao (daqui em diante E,) é a responsével pela radiacao.
Explicitamente, temos:

¢ R(1—B.m)3 B
Da definicao de vetor de Poynting podemos escrever:
c c
= —ExB=—|E,) 1
4 % 47r| al'm (16)
Com isso, a componente radial desse vetor se escreve:
> 1 |nxim=)x A
e n X [(n—pB) x
S.n],_, =—1 — —— (17)
dre | R (1-pB.n)

T=T0
A energia total irradiada em um intervalo de tempo é a integral dessa quantidade, mas é mais
interessante considerar a integracao no tempo préprio da particula, de modo que podemos definir a
poténcia irradiada por unidade de angulo sélido como:

dP(T)
dQ)

Se considerarmos um intervalo de tempo pequeno o suficiente para que 8, B e n nao se alterem em
magnitude e direcao e R nao mude de forma consideravel, podemos utilizar a expressao anterior para a
componente radial do vetor de Poynting para escrever:

dP(r) _ & Inx[(n—p) x B’
dQ  4mc (1-B.n)5

Essa expressao é geral, e de certa forma ja nos diz como serd a distribuicado angular da radiagao
emitida pela particula, assumindo conhecidas as relagoes angulares entre os vetores em questao. Estamos
interessados (como serd explicado mais adiante) na situacao em que 8 e 8 sdo paralelos ou antiparalelos,
com B formando um angulo 6 com a diregao de observacao n, o que nos leva a distribuigao:

dt
P R?S.n(1—B.n) (18)

= R*(S.n)

(19)

dP(r)  e*0? sin® @ (20)
dd  2c3 (1 — Bcosh)®

Ou seja, se a particula fosse “fotografada” em um certo instante, a radiacao estaria distribuida
conforme a figura[f], sendo o eixo de simetria da figura a dire¢ao determinada pela velocidade.

Para encontrar a poténcia total irradiada, precisamos integrar a equagao anterior sobre todos os
valores de 6:

e [T sin® 0
P(r) = df 21
(7) 2¢3 /0 (1 — Bcosh)d (21)



Figura 1: Distribuicdo angular instantanea de radiagdo com 5 = 0.8 .

Com a mudanga de varidvel x=—0 cos 6, ficamos com:

2021 P 1-— 2_2
P(r)= —= der—— 22
=% 5 |, " aray (22)
Mas,
B
1 /ﬁ 1 -1 L
= dt———=—(1+=«
6 -8 (1 + x)s 46 ( ) B
’ 146 (23)
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Portanto, com um pouco de algebra, a poténcia total é:
e*o? 4 26207 4
Pr) =53 3123 38 ) (24)

2.3 Distribuicao em frequéncia da energia irradiada

Tendo em mente a expressao para o vetor de Poynting mostrada anteriormente, podemos dizer que a

forma geral da poténcia irradiada por unidade de angulo sélido é:
dP(t) 2

——= =|A(t 25

= |A) (25)

com A(t) = (%)1/2 [RE]

sélido integrando essa quantidade sobre t:

S Assim, podemos escrever a energia total irradiada por unidade de angulo

% = /_O; dt|A(t)]? (26)

A defini¢do acima foi feita considerando que a aceleracdo se dd em um determinado intervalo de
tempo, sendo nula para passado ou futuro distantes, o que permite que a integracao seja sobre todos os
tempos, visto que aceleragao nula implica campo de radiagao nulo.

Agora, através de uma transformada de Fourier podemos escrever aquela amplitude A no espago de
frequéncias w e, com isso, podemos expressar a energia irradiada nesse mesmo espago:



Alw)=— dt A(t)ei“’t At dw A(w et (27)

=l

dwW 1 o > Ak i(w' —w)t
a0 277/ dt/ dcu/oC dw" A" (W) - Alw)e

- / o |A<:;2

E mais usual fazer a integragdo acima no intervalo de 0 a oo, pois o sinal da frequéncia nao é
relevante. Isso, juntamente com o fato de A(t) ser real (entdo A(—w) = A*(w)), nos permite definir a
energia irradiada por unidade de angulo sélido e por unidade de frequéncia:

E, entao,

(28)

v _xo P &l
a ), " dwdn dwdS

Com o campo elétrico E, encontrado inicialmente, temos:

2\ [T _ 3
A - () / o [pxfo= ] -

R(7)

a distancia x do ponto de observacao até a origem é grande o suficiente para que n seja aproximadamente
constante e R(7) ~ x — n - r(7), ficamos com:

1/2 o0 .
A(OJ) _ ( e ) eiwr/c/ dr 6io.)(‘r71’1-1‘(7')/0)ln’ X([(’n—ﬂ) X ﬁ] (31)

Mudando a variavel de integragao para o tempo préprio da particula, 7 =t — , € assumindo que

8n2c 1—8.n)2

Isso nos leva a:

d21 B e?
dwdQ ~ 4m2c

[e%e} .12
/ dr (T X([l(n,_B,ﬂn)): B (32)

Essencialmente falando, essa expressao ja contém toda a informacao sobre a distribuicao de energia
como queremos: a integral nos dd uma quantidade em fungao de w e n (assumindo conhecido 0 movimento
da particula) e, apés mais uma integragao, agora sobre os angulos, teremos a quantidade de interesse.

oo

2.4 Radiagao emitida durante colisoes

Na secao anterior obtivemos uma expressao geral para a distribuicao por frequéncias da energia irradiada
por uma particula acelerada. Agora, vamos considerar o seguinte problema: uma particula de carga e
sendo espalhada por outra particula carregada muito mais pesada, de modo que pode ser considerada
parada e, portanto, com um potencial fixo durante a colisao. Nessa situagao podemos utilizar diretamente
o resultado anterior para descrever a distribuigao de radiagao da particula de carga e devido a aceleragao
provocada pelo potencial da particula parada.

Vamos estudar essa distribui¢ao no limite de baixas frequéncias, isto é, w — 0. Nesse limite é evidente
que a exponencial no integrando pode ser desprezada, ja que o tempo da colisao é finito. Além disso,
temos que:

d [nx (nx )] _nx[n—B)xp (33)
dr 1—fBn (1 -PB.n)?
d
Essa relacao pode ser verificada facilmente sabendo que d—n = % n X (n x B). Portanto, se as
T
velocidades antes e depois da colisdo sao cf e ¢f’, respectivamente, adotando uma polarizacao € ortogonal
an,demodoquee - [n X (n x B)]=—e€ - B, ficamos com:



2
d2I e?

w30 dwd) ~ 4rnZc

(1—/;/'-n1—ﬁﬂ-n> 349

Além disso, se considerarmos que a variacao na velocidade A = ' — B é pequena, o que é vélido
para colisoes de particulas relativisticas, podemos escrever:

g B (B+AB(-B-n)—B1—(B+AB)-n]
1-8-n 1-8-n (1-8 - n)? )
_AB+n x (B x AB)
- (1-B-n)?
Com isso,
2
N AB+n x (B x AB)
2y dode) = Tnre | € { (1-B - n)p } (36)

Pode-se mostrar, com as coordenadas apropriadas para descrever as relagoes entre os vetores dessa
expressao e com uma integracdo semelhante aquela feita na secdo 2.2 para a poténcia total, que essa
intensidade distribuida por unidade de frequéncia é simplesmente:

I 2¢é?

lim — ~

~ 2IAB)? 37
lim —~ 37r67| Bl (37)

De outra maneira, definindo a magnitude de transferéncia de momento por @ = |p’ — p|, com o
momento dessa particula espalhada de massa m sendo dado por p = ymcf, temos:

oodl 2¢2 9
lim o= 550 (38)

Esse limite é valido tanto em colisoes relativisticas com pequenas variagoes de velocidade quanto em
colisoes nao relativisticas. Esse dltimo caso pode ser visto de forma imediata da equagao (34) fazendo o
denominador de cada termo da expressao entre parénteses igual a 1; a integracao sobre todas polarizagoes
e angulos nos da o fator correto multiplicando |AB|%.

2.5 Bremsstrahlung em colisoes Coulombianas

De maneira geral, Bremsstrahlung é o nome em alemao dado para radiagao emitida por uma particula
acelerada/desacelerada por outra particula carregada. Dentro de certos limites, portanto, esse efeito
foi descrito na segoes anteriores. Em especial, para uma interacdo coulombiana entre tais particulas,
por exemplo um fon de carga positiva e um elétron, o potencial é central e temos o elétron sendo
desacelerado praticamente na mesma direcao da velocidade, assim, a distribuicao angular da radiagao
emitida instantaneamente por ele seguird aquela da secao 2.2.

Existe uma grandeza interessante chamada se¢do de choque diferencial de radia¢do que podemos
definir para essas situagoes, isso porque ela permite relacionar o resultado da tltima se¢do (em que nao
especificamos o tipo de interagado) com um problema especifico de espalhamento atrdvés da secdo de
choque diferencial usual. Para isso, vamos utilizar o conhecido resultado de Rutherford para a secao de
choque de um espalhamento eldstico de uma particula por um campo estatico de Coulomb, aplicado ao
NOSSO Caso:

dos _ (2¢ ’ 1 (39)

v \pv ) (2sin(0//2))4
Onde foi considerado um fon de carga igual a e, 8 é o angulo de espalhamento ¢ p 0 momento da
particula. Com a nossa definicio anterior de Q temos que: Q2 = 4p®sin?(6/2) e dQ¥ = —Qd¢'dQ/p?, e

assim:
dog 2\? 1
5= (%) @ 0

E, finalmente, podemos definir a secdo de choque diferencial de radia¢ao como:




d*x _ dI do,

dwdQ ~ dw dQ (41)
Com o resultado da ultima segao:
d?x 16 e/ e\ 1 (42)
dwd@Q — 3 ¢ \me2 /) [2Q

Integrando sobre Q, ficamos com:

2
dy 16 [ ¢ 1 ) Qmaz (13)
—~—— | — | —=log
dw 3 ¢ \me2) f2 Qmin
Em que Qnaz € Qmin S840, respectivamente, o maior e menor valor de magnitude para a variagao de
momento na colisao. Estamos particularmente interessados no caso de colisao nao relativistica, em que as
energias inicial e final do elétron podem ser escritas como: E; = p?/2m e E =7 2 /2m, respectivamente,

com E; = Ey + hw, sendo fw a energia do féton emitido. Isso nos permite escrever, tendo em mente a
relagao anterior entre Q e p:

Qmaz _P+D (‘/E+ VE_M)Q

= = 44
Qmin p—= p/ Fuw ( )
E podemos ter, finalmente, a secao de choque de radiagao escrita como:
2
dywr 166 (@ \° 1, (VE+VE=Tw) 5
do ~ 3 ¢ <m62> 52 ©8 hw (45)

3 Astrofisica

3.1 Intracluster Medium

Esse é o nome dado, em inglés, para a regiao préxima ao niucleo de aglomerados de galdxias, cuja
caracteristica principal é o fato de se encontrar em forma de plasma quase completamente ionizado
devido as altas temperaturas (~ 10°K na parte mais externa e ~ 108K na parte mais interna) criadas
pelo forte potencial gravitacional de matéria escura. O plasma é constituido por hidrogénio e hélio
ionizados e também por elementos mais pesados, principalmente ferro, além de radiacao eletromagnética
na forma de raios-X.

Para estudar esse meio, podemos dividi-lo basicamente em dois fenomenos: a emissao de radiacao e
a dindmica do plasma em si. No estudo desse ultimo fénomeno, principalmente através de simulagoes|3],
sabe-se que o plasma é bem descrito pela teoria de magneto-hidrodinamica em grandes escalas, em que
se faz uso também do fato interessante de o plasma nao interagir com a radiacao que o permeia, ou seja,
tais fendmenos podem ser estudados separadamente.

A emissao de radiacdo se d4 por diversos processos, mas, no que diz respeito ao espectro continuo,
predomina aquela oriunda do Bremmstrahlung devido a interagao dos elétrons com os campos coulom-
bianos dos ions; entre as outras significativas fontes de radiagao continua estao a emissao de dois fotons
e a captura de elétrons. Temos ainda a emissao de linhas discretas devido a processos atomicos, como
recombinacao radiativa, recombinacao dieletronica e excitacdo ressonante.

3.2 Raios-X provindos do Bremmstrahlung

A interacao elétron-elétron pode ser desconsiderada no estudo da emissao de radiagdo pelo plasma. Sendo
assim, as velocidades dos elétrons estarao distribuidas conforme a distribuicao de Maxwell-Boltzmann

. . - [8kpT
para as temperaturas associadas, com a velocidade média sendo dada por: < v >= i, onde kp
™m

é a constante de Boltzmann. Para aquela faixa de temperaturas citada, teremos < v > entre 0.021c e
0.21c, ou seja, elétrons (ndo relativisticos) com energia entre 10%eV e 10%eV.

Raios-X tém energia tipicamente na faixa de 10%2eV a 10°eV. Portanto, a aceleracio/desaceleracio
daqueles elétrons pelos fons dentro do plasma certamente ird produzir fétons nessa faixa de energia



também. A teoria que foi desenvolvida nas segbes anteriores nos diz como vai ser a distribuicao dessa
radiagao com relagao a frequéncia do féton emitido, sendo a descrigao tao boa quanto mais préximo do
nucleo estivermos.

Como a secao de choque de radiacao depende da energia tipica do elétron incidente e esta depende
da temperatura em que o plasma se encontra, o espectro de radiagao sera diferente em cada parte do
Intracluster Medium. Logo, medindo o espectro para diferentes regices desse meio, teremos diversar
informacoes sobre ele, informagoes essas que estao associadas a tal meio no seu estado nao perturbado,
j& que os fétons emitidos nao interagem com o plasmal

Dentre as principais informagoes que podemos tirar estd a distribuigao de densidade de matéria no
aglomerado (o que pode ser feito pois a intensidade da radiagdo depende da densidade dos fons e de
elétrons). O conhecimento desse perfil de densidade é de grande importancia para modelos que estudam
a formagdo de grandes estruturas, tal como o Halo Model[d], tendo em mente que matéria escura é a
principal componente desses aglomerados.

Os raios-X podem ser observados através de telescopios de base espacial, tais como Chandra X-Ray
Observatory, XMM-Newton e ROSAT. A figura abaixo mostra uma comparacdo entre uma imagem de
raio-x e outra 6tica de uma mesma galdxia, Abell 2199:

Abell 2199

Chandra (X-ray) DSS (Optical)

redshift, z = 0.0309

Figura 2: Imagem raio-X x imagem 6ptica de Abell 2199, Fonte: Desconhecida [5]

Observa-se de imediato que a imagem de raio-x (& esquerda) nos mostra que hd muito mais matéria
compondo essa galdxia do que podemos ver através da imagem ética (isto é, através de deteccao de fétons
com frequéncia na regiao do visivel). E com mapeamentos desse tipo, pode-se estudar a distribuicdo de
matéria em funcao da distancia ao centro do aglomerado, ou seja, o tal perfil de densidade.

4 Conclusao

Certamente a teoria que foi desenvolvida aqui para o efeito Bremmstrahlung nao descreve detalhada-
mente os fendmenos que ocorrem no nucleo dos aglomerados de galdxias, mas servem de base para o
entendimento. Assim, os espectros fornecidos somente por essa teoria nao sao exatamente iguais aqueles
observados nas medigoes[6], mas carregam a caracteristica principal sobre a continuidade.

Apesar da énfase dada anteriormente para a importancia do estudo do perfil de densidade de matéria
dos aglomerados de galdxias, a parte discreta do espectro de radiagao também fornece bastante in-
formagao sobre a formacao do Universo: elas estao relacionadas basicamente a formagcao de elementos e,
portanto, a sua medicao em diferentes redshifts nos ajuda a entender melhor a evolugao cronolégica dos
elementos constituintes do Universo.

Além disso, foi dado destaque para o Bremmstrahlung e emissdo de raios-X, mas esse mesmo efeito
é predominante em outras estruturas como nebulosas contendo gases ionizados, em que, diferentemente
dos aglomerados, a radiacao emitida tem frequéncia na faixa das ondas de radio.
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