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Resumo

O limite quiral da lagrangiana da CDQ restrita aos quarks up e down é
introduzida. A quebra esponténea & simetria diagonal por condensacio de
quarks é discutida, levando a lagrangiana efetiva dos Pions. O eletromagne-
tismo é incluido gaugeando um dos geradores da simetria SU(2) global do
sistema. Os fatores de forma da interacao do f6ton com os pions sao estuda-
dos no limite de grande nimero de cores, permitindo obter as regras de soma
de Weinberg. Por fim, a contribuicao eletromagnética a massa dos pions é
obtida através do potencial de Coleman-Weinberg assumindo a dominancia
da contribui¢ao do meson p, obtendo-se m + — m o ~ 5.8 MeV.
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It used to be said in the older books that since
Nature will obviously not present us with two
particles - one neutral and the other charged, but
otherwise the same - we will never be able to tell
how much of the mass is electromagnetic... But it
turns out that Nature has been kind enough to
present us with such objects!

The Feynman Lectures on Physics, Vol 2, Ch 28

1 Introducao

Do ponto de vista das interagoes fortes, nao ha distingao entre o pion de carga
postiva 7T, o pion de carga negativa 7~ e o pion neutro 7%: esses formam um
tripleto sob a simetria de isospin, a mesma que relaciona o proton e o neutron.
Tal como ocorre com os ntcleons, no entanto, a massa dessas trés particulas
diferente, sendo a massa dos pions carregados dada por m,+ ~ 139.6 MeV,
a massa do pion neutro dada por myo ~ 135.0 MeV. A origem da diferenca
majoritariamente devida as interacoes dos pions com o campo eletromagnético,
que quebra a simetria de isospin explicitamente.

Apesar de ter sua origem bem compreendida, é, no entanto, dificil calcular a
diferenca de massas do pions com precisao. Isso se deve ao fato de, na escala
de energia da fisica hadronica, a CDQ possuir uma constante de acoplamento da
ordem da unidade, impedindo o uso de teoria de perturbagoes usual. Contudo,
¢ ainda possivel fazer uma série de predicoes sobre a fisica dos pions baseando-se
apenas nas simetrias do sistema, através do estudo de lagrangianas efetivas.

No contexto de lagrangianas efetivas, é possivel calcular a contribuicao de
correcoes quanticas eletromagnéticas a massa dos pions através do potencial efe-
tivo de Coleman-Weinberg, desde que tenhamos conhecimento de como os pions
interagem com o campo do foton, isso é, os fatores de forma da lagrangiana efe-
tiva. Para calcular os fatores de forma é necessario uma nova técnica de expansao
perturbativa. Para isso, introduzimos uma teoria analoga a CD(Q com grupo de
gauge SU(N) ao invés de SU(3), e estudamos o limite N — oo, obtendo uma
expansao em % Essa técnica é de importancia central em fisica tedrica. E claro
que, como N = 3, nao podemos esperar um resultado com precisao superior muito
superior a 30% e, de fato, é dessa ordem a diferencga do resultado tedrico que serd
obtido e os valores experimentais acima para as massas dos pions. H
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LComo esse trabalho envolve uma série de tépicos mais avancados, tentarei passar uma ideia
qualitativa/introdutéria nas partes mais simples e progredir a passos largos nas partes mais
complicadas, focando basicamente nos resultados, caso contrario a monografia seria longa demais.



2 CDQ, Quiralidade, Pions e Lagrangianas efe-
tivas

Essa secao é baseada majoritariamente em [1]ﬂ A lagrangiana da CDQ restrita
aos quarks up e down é

L= iu‘RZDuR + Zd_RlDdR + iIL_L]DUL + iCl_Lde — My, UU — mdcid — i(Fﬁu)z (1)
onde [p é a derivada covariante da CDQ, (F%,)? o termo cinético dos glions e R/L
denota spinores de mao direita ou esquerda: ug/; = %(1 +~°) - u.

Se a massa dos quarks fosse nula, quarks de mao esquerda e direita seriam desa-
coplados e terfamos uma simetria global SUg(2) x SUL(2) que rotaciona quarks de
mesma quiralidade separadamente. Isso €, se Ug,;, ¢ uma matriz da representacao

fundamental de SU(2) entao:
UR UR
(i) - o (i) »

(ZE) — U (ZZ) (3)
L—L (4)

Uma forma alternativa de escrever a simetria é através de SU(2);sospin X SU (2) azial-

Se o parametro de rotacao de SU(2);s0spin for 0eodeSU (2) aziar for ¢7, entao sob
a transformacao temos

U i(G-7+GT
qz(d>—>€(9 07g (5)

onde 7 é o vetor de geradores de SU(2) fundamental.

H4 varias evidéncias de que o vacuo da CDQ quebra a simetria SU(2) x SU(2)
espontaneamente através de valores esperados (uu) e (dd) ndo nulos [I, 2]. A
simetria SU(2);sospin €, Nesse caso, preservada. Acontece que o padrao de quebra
de simetria é suficiente para restringir as interagoes e o espectro da teoria em
baixas energias (teremos uma teoria efetiva). Como veremos, no caso da CDQ isso
nos levara a teoria de pions.

Para ilustrar, considere uma teoria de 4 campos escalares escritos como ele-
mentos de uma matriz X cujos indices se transformam por SU(2) x SU(2) na
forma

SH = UPS; (UL (6)

2Essa secdo também é adaptada de uma pequena parte de meu primeiro relatério de iniciacdo
cientifica, nao publico.



onde Uy, e Ug sao matrizes fundamentais de SU(2)z,r, e lagrangiana da teoria

L =Tr(9,50"2)") +m*(Tr(2(2)")) - %(TT(E(E)*))2 (7)

Essa lagrangiana ¢ invariante por SU(2) x SU(2). O potencial tem vacuo nao
trivial. Um possivel vdcuo que minimiza o potencial é >y = \/%ngg onde v = 2\/—’;
Apenas o subgrupo SU(2);sespin (U, = Ur) mantém o vécuo invariante.

Podemos parametrizar ¥ ao redor do vacuo de maneira usual, isso é, tendo os
NGBs (Bésons de Nambu-Goldstone) como parametros dos geradores quebrados:

> = ”\7; . exp <i\§7? : 7) (8)
de forma que o representa uma componente radial massiva e 7 representa compo-
nentes angulares que serao identificadas com os pions 7.

Estamos preocupados com a teoria em baixas energias, e nessa escala nao nos
preocupamos com o, que integramos fora. Escrevemos entao uma lagrangiana efe-
tiva para os 7 incluindo todos os termos compativeis com a simetria do sistema. E
facil fazer isso com a parametrizacao escolhida. O resultado serd uma lagrangiana
nao renormalizavel, mas no limite de baixas energias apenas os primeiros termos
serao significativos, e poderemos restringir a lagrangiana a uma ordem desejada
e fazer previsoes nessa ordem. A teoria em baixas energias s6 pode depender de

IT = exp (z\/%ﬁ . F), que satisfaz II"" = IIT, de forma que termos como II - IT sdo
triviais. A lagrangiana entao deve depender de 9,II - O"IIT, poténcias e termos
similares. A lagrangiana com os termos de ordem mais baixa que respeitam a

simetria é

L =Tr[0,I1- 01 + A Tr[0,I1- o111 + ... (9)

onde A é um parametro. Note que, no limite quiral, termos de massa para os pions
a0 ocorrem.

3 Introduzindo interacoes eletromagnéticas

O restante desse trabalho segue o desenvolvimento de [3].

As interagoes eletromagnéticas sao descritas por um grupo de gauge U(1), tal
como vimos no curso. Queremos, entao, ”promover”um dos geradores da simetria
SU(2)isospin X SU(2)aziar @ um gerador de transformacao de gauge (adicionar mais
um grupo de simetria ao sistema nao é uma boa ideia: precisamos que o eletro-
magnetismo quebre a simetria existente entre os pions). Devemos escolher um dos
geradores da simetria de isospin, caso contrario teriamos que um dos pion seria
”comido” durante a condensacao de quarks para dar massa ao féton (mecanismo de
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Higgs). Gaugeando um dos geradores de isospin mantemos o féton nao massivo e
os trés pions no espectro da teoria. Dessa forma, em nivel de corregoes radiativas,
diagramas de Feynman contendo loops de fétons gerarao massas para os pions
carregados. Assim, identificamos o gerador diagonal 7% de SU (2)is0spin. COMO O
gerador do eletromagnetismo.

Para escrever a nova lagrangiana efetiva, dessa vez incluindo interacoes ele-
tromagnéticas, usamos a seguinte técnica: escrevemos a lagrangiana mais geral
possivel com todos os geradores de SUR(2) x SUL(2) gaugeados. Como estamos
preocupados apenas em obter a massa dos pions (ou melhor, seu potencial) devido
a correcoes quanticas, e nao suas interagoes envolvendo derivadas, desprezamos
os termos cinéticos do pion, tratando-o como um campo classico de fundo. No
final, tomaremos que apenas o gerador diagonal 7% de SU(2);sospin ¢ gaugeado.
No espaco dos momentos e considerando apenas termos de segunda ordem nos
campos de gauge, obtemos:

£ = (P B Tr L, L) + Sald)Tr{RuR] — §ur(@)TrIILIIR,]) - (10)

onde (Pp)* = nhv — q:—g” ¢é o projetor dos bésons de gauge em suas componentes
tranversas (forcando a independéncia da lagrangiana das componentes longitudi-
nais e tipo tempo - nao fisicas - dos bésons de gauge), Frr, SL € §r sao os fatores
de forma que codificam as influéncias da teoria ultravioleta (isso é, a CDQ) no re-
gime de baixas energias que estamos estudando, incluindo as flutuagoes do campo
do pion (pois estamos tratando-o como um campo de fundo cléssico), L, = LT
e R, = R;T* sdo os bésons de gauge de SU(2)r/r (onde T* sdo os geradores de
SU2) P

Como apenas a simetria SU(2);sospin Preserva o vacuo, ¢ 1til escrever a lagran-
giana em termos dos campos de gauge vetoriais (isso é, de isospin) e axiais:

1
Vu :ﬁ(& + Lu) (11)
A, = i(Ru ~ L) (12)

Escrevendo a lagrangiana com o valor esperado < II >= 1, obtemos

3Para enfatizar, essa nao é a lagrangiana completa - que é invariante de gauge - mas apenas
os termos de interesse onde sao ignorados termos envolvendo derivadas de II, termos de ordem
superior nos campos de gauge, e onde todas as derivadas nos campos de gauge sao absorvidas
nos fatores de forma (estamos no espago de momentos).



£ =P [(§1(a") + Fale®) - Srr(@)Tr[V,Vi] (13)

4
+ (Fr(¢?) +F1(®) +Frr(d®)Tr[A.A)] (14)
+ (Br(¢®) = Fo(P®))Tr[V,A, + AV, (15)
De forma que escrevemos
28vv = 3(¢°) + Fr(d®) — Frr(d®) (16)
284 = F1(¢*) + Fr(@*) + FLr(d®) (17)
28va =Sr(d®) — F(d) (18)

Dada a identificacao dos fatores de forma (equagoes 16-18), desligamos todos os
campos de gauge a menos do féton escrevendo R, = L, = 7,13, obtendo, através
da equagao 10, que

1 1
L= ( )" %%[ (SL(QQ) +3r(4%) - —SLR(qz)TT[HTU?»HUsH (19)
onde lembramos que T3 = —03 sendo o3 é a matriz de Pauli usual. Usando a
identidade [4]
"% = Iy pcosa+i(n - &) sina (20)
com |n| = 1, obtemos, utilizando as propriedades de tragos de produtos de
matrizes de Pauli, que
2w
1 9 Sin f_w 4
£ = (P 3 l8vv () + Ben(e?) = () (21)
onde m =V72, ntr = (m)* + (m)? e fr = =% ¢ a constante de decaimento do

pion. Note que em primeira ordem (a nivel quartlco) apenas os pions carregados
se acoplam com o féton.

4 O potencial de Coleman-Weinberg

Em nivel classico os pions nao possuem massa. Queremos, no entanto, obter o
potencial (incluindo o termo de massa) dos pions gerado por corregdes quanticas,
isso é, pelas interagoes dos pions carregados com os fétons, como ja discutimos.
No contexto de lagrangianas efetivas, tal método foi desenvolvido por S. Coleman
e E. Weinberg [I][5]. Nesse trabalho, tomamos apenas o resultado. Considerando
a lagrangiana da equacao 21, potencial efetivo dos pions em nivel 1-loop, corres-
pondentes a soma dos diagramas da figura (1| é dado por [3]
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3 [ 1 2) sin® 7/ fr _

onde ? é o momento euclidiano.

N

\
\ v ,/
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Figura 1: Algumas das contribui¢oes ao potencial de Coleman-Weinberg em nivel
1-loop. Os circulos representam as interagoes da teoria ultravioleta que conectam
pions e fotons, sintetizados no fator de forma §pr conforme equacoes 10 e 21.

De acordo com o teorema de Goldstone [6], apenas as correntes conservadas
associadas aos geradores quebrados espontaneamente podem criar os bdsons de
Nambu-Goldstone. Como, de acordo com a equacao 10, (Pr)"*Fxx =< JyJ% >
é esperado que §yy(0) = 0 se anule. Além disso, como o eletromagnetismo é
perturbativo, esperamos que a contribuicao de Fyv(Q?) & integral da equagao (22)
seja dominada em ambos os limites da integral por Fyv(Q?) ~ Cj—;, isso é, pela
contribuicao do termo cinético do féton (—%LF w ‘“’)ﬂ. Usando essa aproximacao,
concluimos, expandindo o logaritmo:

~ 30em sin® 7/ fr

V(r) (7T+7T—)/Oo dQ*FLr(Q%) (23)

=2
8T T 0

- ¢ a constante de estrutura fina. E necessdrio agora obter um
método para calcular a integral explicitamente.

2
Onde ag,, = &

40 fator (}2 estd de acordo com a normalizagdo da segdo 5 para os fatores de forma (note que
aparecem como uma fragdo na equagio 22/23, e por tanto a normaliza¢ao nao contribui).
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5 Large N

There being no obvious (expansion) parameter, we
must find a parameter which is not obvious!

Baryons in the % expansion, Edward Witten

No limite em que o numero de cores N — 00, a teoria simplifica-se enorme-
mente. G. 't Hooft e E. Witten [7][8] mostraram que, nessa aproximagao, a CDQ
¢ uma teoria fracamente acoplada de mesons. Além disso, em primeira ordem em
N, vale que [3][§]

2
(Pry"Scx(@?) =< Jela)Ti(=0) >= (0"~ @) 3 2 (20

onde a soma se da sobre as ressonancias com numeros quanticos compativeis
com a corrente Jy. No nosso caso, vale que

2

(P Sur() =< J@ T (—0) == (@ = ') Y 2 ()
n Pn

2
(PrSxx(a?) =< Jea) 5 () >= (@ — ¢ ) (Y 52+ 1) (2o
q° —mg, q

onde p,, sa0 as ressonancias vetoriais (sendo a de menor massa o meson p), a,
as ressonancias axiais massivas e na equagao 26 utilizamos o fato de que a corrente
axial, sendo associada a um gerador espontaneamente quebrado, tem os nimeros
quanticos para excitar os mésons pi (NGBs), e f,, é a constante de decaimento do
méson n, também dada pela amplitude do méson ser criado do vacuo pela corrente
associada: f, = (0| J|n).

Um 1ltimo resultado é necessario antes de juntarmos todos os ingredientes e
obtermos a diferenga de massa dos pions. Os fatores de forma estao associados a
um produto de correntes. Um produto de operadores pode se escrito como uma
soma de operadores com coeficientes sendo c-nimeros. Isso é conhecido como OPE
(Operator Product Expansion), que pode ser visto como um analogo a expansao
de multipolos do eletromagnetismo. Na expansao do produto de correntes, so terao
coeficientes nao nulos operadores com numeros quanticos compativeis (da mesma
forma que uma fungao impar sé tera esféricos harmonicos de spin impar). Dessa
forma, é possivel listar os operadores que contribuem para §rz no limite chiral, e
concluir que, para Q* — oo, a dependéncia do fator de forma com Q? ¢ [3]

S'LROC % (27)



Que implica

li =0 28

Jim S (28)

lim QZSLR =0 (29)
Q2—00

Das equacoes 16 e 17 segue que

SLr = §aa —Svv (30)

Substituindo 25, 26 em 30 e usando 28, concluimos
S fh =1 (31)
De mesma maneira, com 25, 26, 29 e 30, obtemos

As equagoes 31 e 32, que conectam as diversas constantes de decaimento e
massas das ressonancias, sao as regras de soma de Weinberg.

6 A massa eletromagnética

Podemos finalmente obter o resultado prometido, fazendo uso da ultima apro-
ximagao, que é de excelente compatibilidade com observagoes experimentais [9]:
as contribuicoes das ressonanias, em particular para as somas de Weinberg, sao
saturadas pelos mesons p e a;. Nessas condigoes, segue das equacoes 30-32 que

m2m?
p''tay
(Q* +m2)(Q* +m2))

Fazendo a integral do potencial de Coleman-Weinberg (equacao 23), obtemos

Srr = f? (33)

.o 2,2 2
_ 3aemsin® 7w/ fr mamg, m

— 2 al
V(ﬂ') 87T 7?2 (ﬂ-Jrﬂ- )fﬂ' 31 - m% log mg (34)

Expandindo o seno, obtemos o termo quadratico nos pions carregados, isso €
o termo de massa. Sendo a diferenca de massa entre os pions majoritariamente
eletromagnética, concluimos,

2,2 2
30y, MoM m
mie —m2o = S log —% (35)
ar mg —m: mg

Substituindo os valores observados mzo ~ 135.0 MeV, m, = 770 MeV, e m,, =
1260 MeV, obtemos a previsao



Myt — Myo = 5.8MeV (36)

Cujo desvio do valor experimental

Mat — Mmypo =~ 4.6MeV (37)

¢ da ordem de 30%, como esperado da expansao em % Por fim, podemos

obter a previsao tedrica para o raio cldssico do pion. A auto-energia classica de
um 7 esférico de raio r com distribuicao de carga razoavel (linear, uniforme, ou
tipo casca, por exemplo, mas nao pontual) é, em unidades naturais,

2

€
= k—
U=k (38)

onde k é uma constante adimensional de ordem da unidade que depende da
distribui¢ao de cargas [10]. O raio classico do pion é definido como o raio tal
que a energia da equagao 38 (com k=1, pois estamos interessados em uma ordem
de magnitude) é igual a energia de repouso da massa eletromagnética do pion,
U =mz+ —myo, isso €,

62

Tw =

(39)

(mﬂ-i — mﬂo)

onde lembramos que estamos em unidades naturais. Substituindo valores, ob-
temos

re >~ 3 x 10" em (40)

como raio classico do pion (previsao tedrica).
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