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Aula 5

Teoria de Ondas Guiadas

Até agora temos estudado somente ondas que se propagam em todo o espaco, sem limita-

¢oes, ou seja, quando consideramos uma onda plana na forma

-

E(?’ Z.) — Eoei(k'?—wt)

estamos supondo que a frente de onda, ou plano de fase, constante, se estende por todo o
espaco, na dire¢do perpendicular a k. No entanto, em varias aplicacgoes praticas é neces-
sario controlar a trajetoria da onda, de forma que ela transporte energia entre diferentes
pontos de nosso interesse. Uma maneira de se fazer isso é através de guias de onda, que
nada mais sdo que tubos condutores condutores perfeitos. Numa primeira aproximacao,
temos que a componente tangencial do campo elétrico (e normal do campo magnético)
tem que se anular na parede do tubo. Isso impde condi¢des de contorno que determinam
as frequéncias das ondas que podem propagar-se dentro do tubo, em funcao de suas ca-
racteristicas geométricas, ou seja, o problema da solucdao da equacao de onda dentro de

um guia de onda se torna um problema de auto-valor.

Primeiramente vamos recordar porque o campo elétrico tem que ser nulo dentro de um
condutor. Conforme vimos na se¢do sobre ondas em meio condutor, se induzirmos um
campo elétrico Ep, no instante ¢ = 0, dentro de um condutor, o campo elétrico E decairad

com o tempo de acordo com a expressao
E(t) = Ege™"'T,

(6.©]

onde 7 = ¢/0. Portanto, se 0 — oo, T — 0 e E(t) — Eoe_ = 0. Naturalmente o campo se

anula dentro do condutor perfeito porque as cargas do meio podem se mover livremente




para sua superficie, se organizando numa configuragdo tal que E = 0 dentro de todo o con-

dutor.

Por outro lado, sabemos que a condi¢do de contorno para a componente tangencial do

campo elétrico é

Et1 = Etg-

Portanto, se o meio 1 for o vacuo (ou ar ou qualquer dielétrico perfeito) e o meio 2 um
condutor perfeito, temos .

Da mesma forma, a componente normal do campo elétrico tem que ser nula dentro do
condutor, de forma que D,, = e2E,, = 0. Mas a condic¢do de contorno para a componente
normal de D é

Dy, — Dy, =05,

onde o é a densidade superficial de carga na interface. No caso da interface com um meio
condutor, ndo podemos supor o = 0, porque sempre haverdo cargas na superficie, que sao
as responsdaveis por anular o campo elétrico dentro do condutor! Portanto, a condi¢cao de

contorno para a componente de D a superficie de um condutor perfeito é

Dy, =05

Finalmente, como dB/dt = -V x E, se E = 0 dentro do condutor perfeito, entao B = const

e, se B =0 no instante inicial, B serd nulo sempre. A condicdo de contorno de B é
Bnl = an

Portanto, na superficie de um condutor perfeito temos . Também a componente
de B tangencial a superficie serd nula dentro do condutor. Mas, nesse caso, embora H;, =

By, /p =0, teremos
th = KS

onde K; é a densidade superficial de corrente, a qual, como no caso da densidade superfi-

cial de carga, ndo podemos supor a priori nula na superficie de um condutor perfeito.




Propagacao entre placas paralelas

Consideremos duas placas condutoras in- x
fintas, paralelas ao eixo z, um localizada em
y =0 e outra em y = b, como mostra a fi-
gura. Uma onda se propaga entre as placas
através de reflexdes sucessivas nas suas su-
perficies, como indicado para a onda (I) na

figura. Assim as placas “guiam” a propaga-

¢do da onda ao longo da direcdo z, que se

torna a dire¢do efetiva de propagacao.

Vamos ver que existem duas formas dis-

tintas de modos de propagacao entre as

placas. O modo representado pela onda in-
dicada por (D) é chamado de Modo TE (Transverso Elétrico), porque o campo E da onda é
perpendicular a direcao efetiva de propagacao. J4 o modo representado pela onda (2) € de-
nominado Modo TM (Transverso Magnético), porqué o campo H da onda é perpendicular
a direcdo efetiva de propagacao.

E interessante notar que num guia ndo é possivel propagar-se um modo TEM, ou seja,
que ambos o campo elétrico e o campo magnético sejam perpendiculares a direcdo efetiva
de propagacdo. Isto ocorre porque, nesse caso, ndo seria possivel satisfazer as condicoes

de contorno em ambas as placas, como serd visto mais adiante.

Solucao Geral do Problema de Contorno

Consideremos agora um guia de onda na forma de um tubo condutor retilineo, paralelo a
direcdo z, de secdo transversal arbitrdria. O interior do tubo é preenchido por um material
de constantes dielétrica e permeabilidade magnética iguais as do vacuo. As coordenadas x
e y serdo denominadas coordenadas transversais.

No interior do guia, o campo eletromagnético de onda tem que satisfazer a equacao de

onda,

0’°B
or?

0°E

ﬁ :0.

V2E - Ho€o =0 ou V2B - Ho€o

Como os campos E e H terdo que satisfazer também condicoes de contorno nas paredes do




guia, ou seja, para valores determinados de x e y, ndo podemos supor que a dependéncia
com as coordenadas transversais seja do tipo onda plana. No entanto, como ha simetria
de transla¢do ao longo da coordenada z, podemos considerar ondas planas nessa dire¢3o.

Assim, vamos supor que as solucoes gerais das equacoes de onda sejam dadas por

E(F,0=E(x,y)e'™ % H(F 0= Hx ye'*"
Portanto
0°E . 0°E -
— =—k°E e —— = —w’E,
0z or?

com resultados semelhantes para H. Utilizando esses resultados e definindo o “Laplaciano
perpendicular”

0* 0

V2= —,
L7 ox2 +0y2

obtemos que as equacdes de onda ficam

VZE+ (‘“—22 — kz) E=0; E,=0 nasparedes

c

VZLITI+ (%2 - kz) H=0; H,=0 nasparedes

Cada equacao representa na realidade 3 equacgdes para as 3 componentes de E ou H.
Mas, como veremos logo a seguir, nao teremos que resolver 6 equacdes simultaneamente.
Elas vao se separar em uma equacao para H, somente, que determina totalmente a solucao

para o modo TE, e outra para E, que determina totalmente a solu¢do para o modo TM.

Para ver como isso acontece, retornemos as equacgoes para as leis de Faraday e Ampere

TR BN L NG S -
X = = - R X =1 w
ot Moat Ho
e
. OF L .
VXB:/JOGOE => Vx H=—-iegwE




Explicitando as componentes dessas equagoes, temos

%b;z _% = inwHy = %b;z = ikE, +igowH, (1)
VxE=igwwH = % - aa% =ippwH, = %—% =ikEx+igowH, (2)
S -2 = iy, @)
o - Oy - ipgwE,: = R = ikHy  ipowE; (1)
Vx H=igwE = Gch — aasz =—ippwE, = aasz = ikHy; - igowE, (2)
% _ aab;x = —igwE, 3)

Vemos que nas equacoes em que aparece E,, (1,2,3), aparecem também que Ey, Ey, Hy e
Hy, mas nao aparece H; na mesma forma, nas equagdes em que aparece H; (1,2',3’), apa-
recem também Ey, Ey, Hy e Hy, mas ndo aparece E,. Portanto E, e H, diferentes de zero
representam solucoes linearmente desacopladas das Equacoes de Maxwell, neste caso. As-
sim, as solucdes gerais das equa¢des de onda num guia de onda podem ser construidas

como combinacoes lineares de dois modos basicos:

Modos TE: E; =0; H,#0

Modos TM: E, #0; H,=0

Equacoes para o Modo TE

Impondo E; = 0 nas equacoes (1) e (2), temos

w
IkEy +ipgowH, =0 > Ey:—'u%Hx
—ikEy+ ipgwH, =0 B =%y
x TlHoW 1y = = x = 2 y




Substituindo a expressdo para Ey na equagao (1’), temos

0H, . . Uw i ( 9 wz) ik 0H,
=ikH,—iepw|—H,|==|k"-—|H = H,=-
oy y— o0 ( k y) k cz) Y YT T W22 —k2 oy
Finalmente, substituindo a expressdo para E), na equacao (2’), temos
0H, . . Hw i w? 9 B ik 0H,
- i _zka—zeow(THx)—%(?—k )Hx = Hx_a)z/cz—kz Ox

Estas quatro equacoes permitem determinar Ey, Ey, Hy e Hy, em termos de H,. Portanto,

para o modo TE basta resolver a equacao de onda para H;:

2 w? 2
ViH+|— ~k*|H:=0

impondo a condicao de contorno H, = 0 nas paredes do guia. Naturalmente, H, envolverd

uma combinacdo linear de Hy e Hy, ou seja, de 0H,/0x e 0H,/0y.

Equacdes para o Modo TM

Exercicio: Fazendo H, = 0 e seguindo o mesmo procedimento que para o modo TE,

mostre que as equagdes para o modo TM sdo

3 ik 0E, ik 0E, €W _ €W
T WPIE—kE ox’ Y w1t —k2 ay’ ok

Portanto, para o modo TM teremos que resolver a equac¢ao de onda para E,

2 W 2
VLEZ+(?—I€)EZ:O

sujeita a condicao de contorno E, = 0 nas paredes do quia, ja que E, é a componente

de E tangente as paredes.

Exercicio: Mostre, a partir das equacoes (1,2,3) e (1',2’,3’) que a tinica solucado possivel
para modos TEM (E; =0, H, = 0), que satisfaz as condicoes de contorno, é E=0e H=0

dentro do guia.




Para resolver as equag¢des de onda e impor as condicdes de contorno, precisamos especifi-

car a geometria do guia de onda. Vamos fazer isto para o guia retangular.

Guia de Onda Retangular

O guia de onda retangular é o mais utili- y
zado em aplicacOes préaticas, devido a fa- A
cilidade de fabricacao e boa discriminacao

de modos de propagacdo. A geometria é

mostrada na figura. O eixo x € paralelo ao
lado maior do guia.

Vamos resolver a equacao de onda para

o modo TE. A solugdo para TM ficard como

exercicio. a X
VA H, + (w?*/c* = k*) H, = 0

0°H, 0°H,

5z 3 +(w?/c*—k*)H, =0

Esta equacdo pode ser facilmente resolvida através do método de separacdo de variaveis,
ou seja, supomos que a solucdo seja dada pelo produto de duas funcdes em que uma seja
s6 func¢do de x e outra s6 funcao de y:

H;(x,y)=XxX)Y(y)

Substituindo na equac¢do de onda e dividindo todos os termos da equacao por XY, obte-

mos

t——+|=-F

10°X 106°Y (wz )_0
X ox? Y oy? \c? B

Este resultado implica que, para quaisquer valores arbitrdrios de x e y, a primeira par-

cela, que é funcao s6 de x, somada com a segunda, que é funcdo s6 de y, tem que ser igual a
uma constante, —(w?/c?—k?). Isso s6 é possivel se ambas as parcelas forem separadamente

constantes, ou seja,

10°X . 0°X X =
Xo2 a2 X =0

U




10°Y 0’y

2 2
w w
—@—@+&ﬂ:o = @+@+H=§-

Esta relacdo nada mais é que a relacdo de dispersao que ja haviamos derivado para ondas

monocromadticas no vacuo k? = w?/c?, onde, naquele caso, k é o m6dulo do vetor de onda
total k = kyéx + kyéy + k;é..
As solugdes para X (x) e Y (y) sdo simplesmente senos e cossenos:

X(x) = acos(kyx) + Bsen(kyy)

Y(y) =ycos(Kyy) +6sen(kyy)
de forma que
H,(x,y) = |acos(kyx) + Bsen(kyy)] [ycos(kyy) + sen(k,y]

ou

H,(x,y) = Acos(kyx)cos(kyy) + Bcos(kyx)sen(kyy) + Csen(kyx)cos(kyy) + D sen(kyx)sen(kyy)

onde A, B, C e D sdo constantes.

Para determinar as constante temos que impor agora as condi¢des de contorno. Na face
interna do guia que coincide om o plano y = 0, a componente normal de H é H,,. Portanto
temos que fazer Hy, = 0 (note que isto implica que E, = 0, satisfazendo automaticamente a
condicao E; =0).

0H, 0H,

Hy,=0 = 3 =0; = — Akycos(kyx)sen(kyy)+ Bkycos(kyx)cos(kyy)
y y=0

— Ckysen(kyx)sen(kyy) + D kysen(kyx)cos(kyy)




ay y=0

=0 = ky[Bcos(kyx)+Dsen(kyxx)] =0, para qualquer x

nointervalo0<x<a

Esta condic¢ado s6 pode ser satisfeita impondo B =C =0.

Agora temos que impor a mesma condicdo na face y = b:

ay y=b

=0 = -—ky[Acos(kyx)+Csen(kyx)]sen(kyb)=0, O<x<a

Se fizermos a escolha A = C = 0, teremos a solucao trivial H, = 0 e todos 0s campos serao

nulos. No entanto, esta condicao pode também ser satisfeita impondo

nn
sen(ky,b)=0 = ky:7; n=0,1,2,3...

Esses valores discretos de ky sdao denominados os auto-valores da solugdo, na diregao
y. O indice n, entdo, representa o mesmo papel dos niimeros quanticos que aparecem na

solucao da Equacao de Schroedinger para estados ligados em Mecanica Quantica.

Resumindo, das condic¢des de contorno para y =0 e y = b, temos que H, é dado por

H, =[Acos(kyx)+ Csen(kyx)] cos (ﬂby)

Vamos agora impor as condicdes de contorno nas outras duas faces internas do guia, em
x =0 e x = a. Nestas duas faces, a componente normal de H é H, e, outra vez, impondo

H, = 0 satisfaz automaticamente a condicédo E, = Ey, = 0.

0H. 0H
H,=0 > £ =0; £ = ky[—Asin(kyx) + CCos(kyx)] cos(w)
0X | =0 0x b
O0H nmu
e =0 = Ckxcos(Ty):O, 0<y<b .. C=0
e
0H 0H . nm
H.,=0 = Oxz x:a:O; axz = —Akxszn(kxa)cos(Ty) =0; O<y<b

Portanto, m € o “segundo nimero quantico” da solu¢do da equacao de onda para os modos

TE num guia retangular.




Naturalmente a constante A representa a amplitude do campo H, dentro do guia, que

pode ser arbitréria. Entao, a solucdo geral para H,(x, y, z, t) fica

mrx nTyy
Hz(x;y,Z, 1= HO COS( )COS(_y) el(kz—a)t)

b

com a relacdo de dispersao

kz_wz ,(m? n?
R PR

Para cada par (m, n) existe uma autofuncao, ou seja, uma solu¢do do problema de con-

torno que caracteriza um determinado modo de propagacao, linearmente independente

dos outros modos. Cada um desses modos € representado pelo simbolo

Naturalmente, para que o modo se propague no guia, é necessario que k seja real. Isto
porque, se k for imagindrio (note que k s6 pode ser real ou imagindrio puro — mostre

porqué), ou seja,

k = ik;

mmx nm , .
H, = Hocos( _ )cos( by)e_““te_k’z

ou seja, a amplitude do campo decai exponencialmente com a distancia ao longo do guia

e ndo ha propagacao.

Portanto, s6 se propagam no guia ondas com frequéncias tais que
2 2 2
w m< n
>0 = _>n2(_+_)

Isto implica que cada modo s6 se propaga para frequéncias acima de uma frequéncia de
corte dada por (w =27n f)

+_
a’? b?

2 _C _° &
fc,mn_ fc,mn_z a? +b2

c2(m? n? c |m?> n?
=
4

10



Como estamos supondo que b < a, a menor frequéncia de corte é obtida para o modo
T Eho,

C
fc,lO = E

Por isso, o modo TEj é denominado o modo fundamental do guia de onda retangular;

Comprimento de Onda do Guia

O comprimento de onda do guia é definido como o comprimento de onda na direcao efe-

tiva de propagacao z, ou seja,

27 27

k w\/l cz(m2+n2)
c o’ \a®>  b?

Mas 2nc/w = Ay, 0 comprimento de onda para ondas planas no vacuo, para a frequéncia

considerada. Entao obtemos

Ao =

| o

onde definimos o comprimento de onda de corte A, = ¢/ f¢, mn- Esta expressdo significa

que o comprimento de onda do guia é sempre maior que o comprimento de onda no vacuo.
Em particular, no corte g = A¢,mn, temos Ag = oo.

Um resultado muito 1til é que para o modo fundamental, T E;y, obtemos
/10,10 = 261,

ou seja, basta medirmos a maior dimensao de um guia retangular para sabermos que o

maior comprimento de onda que pode nele se propagar é igual ao dobro de sua dimensao.
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A existéncia da frequéncia de corte al-
tera substancialmente a relacdo de disper-
sdo, ou seja, a relacao entre w e k, para on-

das se propagando dentro do guia, com re-

lacdo a do véacuo, w = kc. De fato, escre-

vendo a relacao de dispersdao como
w = Ken C———>

w \\\ ////
2 _ 2 U
k= 2 kc,mn k
c
Diagrama de dispersdo num guia de ondas
onde
2 ( 2n )2 ) ( m? nz)
omn-—\ A.mn at  b?

temos

wz = Cz (kz + kg,mn)

ExpressGes para as outras componentes do campo

eletromagnético

Utilizando as relagoes entre Ey, Ey, Hy € Hy, com H, que ja derivamos, podemos deter-
minar todas as componentes dos campos e os perfis deles dentro do guia. Para o modelo

T Eyo, por exemplo, como n =0, temos

X S
HZ(x, V4X) [) = HOCOS(—) el(kZ wt)
a

Lawll X\ g, aw g X\ i pn
Ey — K Hosen (_) el(kZ wt) — U Hosen(—) el(kZ wt+m/2)
T a T a

Exercicio: Obter esta expressao para Ey, e para as outras componentes Ey, Hy e H),.

Portanto, a componente E;, tem uma defasagem temporal de /2 com relagdo a H e

uma distribuicao espacial bem distinta, conforme na figura seguinte.
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YA

=Y

As componentes do campo eletromagnético podem ser determinadas da mesma forma

para outros modos. Na figura abaixo é mostrado um esquema das linhas de forca para os

primeiros modos TE.

Axial View i i i
Side View Top View
; o ‘,——*—~\ —— Y T e e W
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| 1 | i I
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Exercicio: Mostrar que a solucdo da equac¢ao de onda para o modo TM

2
)
ViEz + (? - kz) E,=0; E,=0 nasparedes;

é dada por

mmx nTyy ;
E.(x,y,2,1) = Ey sin( ) sin(Ty) ek, 4y n=1,2,3...
a

e que a expressao para a frequéncia de corte € a mesma que para os modos TE,

m2 n?

= — + —
Jemn =3\ g2 * 2

Porqué nao podemos ter m =0 ou n = 0 para os modos TM?

Para um guia retangular, portanto, o modo mais fundamental de propagacdo é que o
modo TEjp. No diagrama abaixo mostramos a relacdo entre a frequéncia de corte para

diferentes modos e f; 19 em funcdo de b/a Além de ser o fundamental, 0 modo TEjj é o

fcmn
—"

.fc 10
’ 1E ., TM
01 11 ‘ TMlz!TMZI
| |
2L e _ _ _ _ o
TTEOI,TEZO | T1E,,, TE,,
_ | |
l . {EIO - e - — —
| \TE,,,TE ,
| |

-
0.5 1 bla

que sofre menor decaimento quando efeitos de perda nas paredes do guia, por ndo serem

condutoras perfeitas, sdo incluidos nos calculos.
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