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6.2 — Resposta de Regime do Sistema a Excitacao Periodica Geral

Até agora aprendemos como obter uma representagao do sinal. Agora precisamos
Determinar a resposta do sistema de 01 GDL a forca periddica obtida da expansao.
Entao voltamos ao problema

mii + cu+ ku = p(t) Eq. 71

Onde p(%) € um sinal de forca periddico geral. Realizando a expansao por Fourier
e substituindo-se o resultado na Eq. 71 temos

A _[Po
mu+cu+ku—7+ Zap cospa)Ot+pr sen p Wyt Eq. 72
p=I p=1

A Eq. 72 € equivalente a

mii + cti + ku = L0 Eq. 73
2

mii + cui+ku = a , cos p dyt Eq. 74

mii +cu+ku = b, sen payt Eq.75
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Ja sao sabidas as solucoes de regime das Egs. 73, 74 e 75

a
l/t] (t) - i Eq. 76
uy (1) = 13 cos(pax —¢,)
Ja=-p?ry + g’ ’ 2
by
u3(t) = : sen(par—g,,)
\/(]_p2r2)2+(2gpr)2 p Eq. 78
Com
_ 2
¢p = tan ][ gpzr 5 Eq. 79
I—p°r
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E entdo a solucdao completa fica sendo

(o o) ap

u(t) =20 4

k
2k = (1= p?r®)? + 2gor)?
b

oo

k

_l_
U= p2r?) + 2gr)?

cos(pa)t—¢p)+

sen(pax —g@,)

Note que a Eq. 80 representa apenas a solu¢ao de regime permanente
da resposta do sistema de 01 GDL. Se as condi¢des iniciais sdo nulas,
entdo a solucdo transiente € nula e a Eq. 80 € a resposta total do sistema.

Eq. 80
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Exemplo:

No estudo de vibragdes de vdlvulas hidraulicas, usadas em sistemas de controle
Hidrdulicos, a vdlvula e seu sistema eldstico sdo modelados como um sistema de 01 gdl|
Conforme a figura abaixo. Sdo dados: m = 0,25 kg, ¢ = 10 Nsm ; k = 25600 Nm-!

WAV, \WAY/ Determinar a resposta do sistema a pressdo

hidrdulica abaixo mostrada
c B g k 4 Pressao (Pa)
m u(t) U N/ N/ ;

S (. __ [

Il

p () 1 T=2 3 S ]

d=50 -
i Pt Solucao:
Inicialmente escrevemos

50000 At 0<t<T/2
50000A2—t) T/2<t<T  =*

camara <+ F (t ) -
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Iniciando a expansdo em Séries de Fourier, temos

1 2
ar = 2| [ 500004z dr + [ 5000042 - 1)dt | = 500004 Eq 82
009
0 1

1 2 s
a1=% j50000Atcos7ztdt+j50000A(2—t)cosmdt :_M Eq. 83
0 I

72.2

De forma andloga encontraremos

b] =d) :bz =0

Eq. 84

2%10° A
97z2

1 2
as =% j50000Atcos372tdt+I50000A(2—t)cos372tdt =—
0 1

Eq. 85
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1 2
by = % I 50000 At sen 37 di + J' 50000A(2—1)sen37mdt | =0 A
0 1

Entdo,a,=as=...=b,=b.=b,=... =0

Portanto, aproximaremos a for¢a através de apenas 3 harmonicas

S5 S5
F(t) = 25000422104 cosar 2210 A s 30 .

TT 2 (/X

Usando entdo a Eq. 80 achamos a resposta de regime

u(t)=0,019635-0,015930cos(xt—0.0125664) —0.0017828 cos(37t —0.0380483)

Eq. 88
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As figuras abaixo ilustram a aproximacao por Fourier e a resposta de
regime obtida
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6.1 — Séries de Fourier Complexas

G

A base das Séries de Fourier complexas estao nas seguintes relagoes

] . .
cos payt = Ele]pw"t te ]pw‘)t]

] . .
sen payt = E[e]pwot —e ]prt]

Elas sdao definidas pela seguinte expressao

x(t) = ZXpejprt

p=—o

x(t)=aZO+ Zap cos(pa)Ot)+pr sen(payt)
=] p=1
ol Eq. 89
Gy =2 j x(t)dt
T
T+1,
_ 2 Eq. 90
a,=2 j x(1)cos( payt)dt
T
7+1,
_ 2
by =2 [x)sen(paynd
p Eq. 91

A Eq. 91 estabelece que um sinal periodico e continuo por partes pode ser
expandido como a soma de exponenciais complexas cada uma delas numa
[freqiiéncia multipla inteira da freqiiéncia fundamental do sinal !
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Os coeficientes X, representam coeficientes de correlagdo entre o sinal
x(t) e as exponenciais complexas, € sao dados pela integral de Fourier

]T
=~ | x(t)e/ P
T-! (7)

O par de equacoes dado pelas Egs. 91 e 92 € freqiientemente chamado de

par de transformada de Fourier para sinais periodicos

Eq. 92

Na pratica, quando dispoe-se de uma amostra do sinal periddico, os Xp podem

ser calculados a partir da seguinte expressao

1N e N
XPENZx(ti)e p=0,1,2,...,

(N-1)

Vejamos um exemplo

Eq. 93
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Vamos retomar o exemplo anterior onde o sinal € dado por:

—p —Z<t<0
p(t)Z{ ’ 2 T Eq. 94
Po 0<t<5

[x(®]
o

A\ 4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Tempo [s]

Vamos proceder o calculo dos X, para este sinal
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A Eq. 92 pode ser aplicada para um periodo completode 0 a T :

T/2
X, —Jpelpwodt+—J pelpw‘)dt Eq. 95
T/2
Esta ultima Eq. 95 reduz-se a
Xp S Po e_ipa)ot T/Z_e_ipwot . Eq. 96
ipawyT 0 T/2
De onde obtemos o seguinte resultado
: . 0 p = par
X,= P (5ir7 _3)=1 2pyi , Eq.97
— = impar
27p o p P

Observa-se que X, sao numeros complexos !
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Podemos ilustrar o grafico de X,

AY\‘D‘
2py 2py
T T
2po 2py
2& 3z 3z 2&
57T Sz
-2 -3 -\ 1 30 Had

Para a determinacdo da resposta de regime, lembremos que

u(t) = Ue'™ = H(a))pOeim = 12/k pOeiwt Eq. 98
1—r" +i2¢r
Agora, se (1) = i X Pt
p I pe

Eq. 99
p:—OO
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Entao

u(t) = ZUpeipw‘)t = ZHpoeipw"t Eq. 100
p=—o00 p=—o0
1/k
Hp (W) = > Eq. 101
I—(pr)” + j2gr
20
yr = —~
com @

A seguir apresentamos um esquema geral para a determinac¢ao da resposta
do sistema a uma entrada geral.

% EESC-USP SEM 533 Prof. Dr. Paulo S. Varoto 14




DOMINIO

|

f

TEMPO FREQUENCIA
convolucao multiplicacao
Entrad t P F
ntrada - — a,
f@ TET (®)
l TFT l
h(t) H ()
l TFIT l
) TFP
Saida - x(t) |+~ X(w
TFIT

~
5
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6.2 — A Integral de Fourier

Na secdo 6.1 vimos que um sinal peridédico pode ser expresso em termos das
Séries de Fourier Complexas que sao dadas por

x(1) = ixpejpwof Eq. 102
p=—o0
1 0 ;
X,= ?J.x(t) e/ PO Eq. 103
0

Quando o sinal em questao ndo € periddico, este pode ser representado por uma
Integral de Fourier, e esta integral € obtida fazendo-se o periodo 7" do sinal
tender ao infinito. Para obtermos esta integral, definimos inicialmente

Wy = Aw Eq. 104
pay = wp Eq. 105
27
Xp(wp) :TXP :(Z))XP Eq. 106
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Usando as Egs. 104, 105 e 106, as Egs. 102 pode ser rescrita como

x(t) = i Z X((()p) ejwptAa) Eq. 107
p=—oo
onde
T,/2
X@,)= [xoe ™ ar
~T,/2

Conforme T tende ao infinito, @, torna-se uma variavel continua e Aw
transforma-se no diferencial d w. Entdo, as Eqgs, 107 e 108 sao escritas como

x(f)=i IX((()) e/ dw Eq. 109
27

X () = j (1) eI dy

—OQ

Eq. 110
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As Egs. 109 e 110 sdao formam o chamado par de transformada de Fourier. A Eq.
110 é conhecida como a transformada de Fourier de x(7) e x(7) a transformada
inversa de Fourier de X(@). Para a existéncia da integral mostrada na Eq. 110
A seguinte condicdo deve ser obedecida.

ﬂp(t)‘ dt Eq. 111
Exemplo: vamos calcular a transformada de Fourier para o pulso retangular
0 t<-T
x(t)=x9 —-T<t<T Eq. 112
0 t>T
A Eq. 110 estabelece que
X@= [x)e /™ Ba. 113
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Entao temos que

X(w)= J-poe_jwtdt = (_]?0 )(e_jwt = ejwt) Eq. 114

Esta ultima expressao pode ser rescrita como

sen wl
X(w)=2p,T Eq. 115
(w)=2py ( pre j

10

X(w)

-5
5 10

Frequencia
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6.3 — Relacao entre a Resposta ao Impulso e a Resposta em Freqiiéncia

Lembramos que a resposta ao impulso de um sistema de 01 GDL com
Amortecimento viscoso (¢{</) é dada por

1 i
h(t) = e *“'sen Wyt g 118
ma,

Usando a Eq. 110 podemos calcular a transformada de Fourier da Eq. 116

(o7} . (o) ] ~ » —
X(a)) — jx(t) e ]a)tdt: j e 0,1 sen w, te Jwtdt = i Eq. 117
ma, ==

Desta forma, através das defini¢cdes acima € possivel concluirmos que

(o o]
] / Ou seja, a resposta ao impulso é a
h(l') == JAH(Q)) e]wtda) transformada inversa de Fourier da Eq. 118
27
—00

resposta em Freqiiéncia e vice-versa !
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Exemplo

TRANSFORMADA DIRETA
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TRANSFORMADA INVERSA
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