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1- OBJETIVOS

A presente aula tem os seguintes objetivos principais:

Apresentar e discutir as principais caracteristicas de sistemas de primeira €

segunda ordem.

Estudar a resposta destes sistemas a entradas conhecidas: degrau unitario,

rampa, impulso e outras.

Realizar simula¢gOes computacionais no ambiente MATLAB para fixagdo

dos conceitos acima.

Bibliografia:

* Doebelin, E. O., System Dynamics: modeling,
analysis, simulation and design, Marcel Dekker, 1998.

* Felicio, L. C., Modelagem da Dindmica de Sistemas e
Estudo da Resposta, Ed. Rima, 2007
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2- CONSIDERACOES PRELIMINARES

Forma geral de um sistema dinAmico linear de parametros concentrados:

Entrada _ .| SISTEMA Saida
q,(t) H(s), h(© q,(t)

No dominio do tempo a EDO do sistema € escrita como:

d" a" d d"q. d™ g,  dg,
a, q0+an_1 o 11 +a1i+a0q =b i b _ q’+b1ﬁD +b g,
at” "’ at o Magm  "Thgymt o Tdt 0
| ] \ )
Y 1
(1)
SISTEMA (g, (1) saida) ENTRADA (g, ()
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Cont. ...

No dominio da varidvel de Laplace com condicoes iniciais nulas temos:

n n—1 . m m-—1
a s"+a, "7 40 +a1s+aO)QO(s)—(bms +b, T +0 +b1s+b0)0.(s)

Sendo entdo a F.'T. dada por:

QO(S) bmsm+bm_1sm_7 +0 +b,s+b,

n
Q; (S) as’+a,_

n-1
1S +![] +a1s+ao

/
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Cont. ...

A E.T. escrita na forma padrao fica:

[bmjsm +£bm‘7Jsm‘7 +[] +[b7Js +[b0
Q,(s) \a 4 4 ap

J

% (s) (af’JS” +£a”‘7js”‘7 +0 +[a7js+1
4o 4o 4o

Caso particular: F.'T. sem numerador dindamico

Qy () _
Q: (s a _ a
/() “n M 4| En=1|gN=T 40 4| T g1
49 49 49
LAB
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Cont. ...

De forma geral a relacdo entrada-saida pode ser escrita da seguinte forma:

Qy(s) _ N(s)
Q. (s) D(s)

/

= H(s)

E, no dominio de Laplace pode-se obter a saida do sistema a partir da seguinte
relacdo algébrica

E a resposta do sistema pode entdo ser calculada a partir da transformada inversa
de Laplace

1 Expressdo vadlida somente
qo(t) =L (QI (S)H (S)) para a determinagao da

resposta de regime permanente !

LAB
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SISTEMA DE PRIMEIRA ORDEM

A forma geral de um sistema de primeira ordem € obtida a partir da Eq. (1) :

dqg aqg,
a, d_to +a,q, =b, d_tl +b,q;

Ou de forma mais simplificada:

dq
a, d_to +8,yd, =b,q;

Na forma padrio:

a, |dqg b
{ 1] gt "% :[_O]qi
4o 49
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Cont. ...

De forma compacta esta ultima equacdo pode ser escrita como:

dq
fd—to+qo =Kq,

Onde os parametros 7e K sao denominados de constante de tempo e ganho de
regime permamente, respectivamente. A constante de tempo possui unidade de
tempo ([s]) enquanto que a dimensdo do ganho de regime é dada pela razdo entre
a unidade da saida pela entrada ([K] = [g,1/[g.]).

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os lados da EDO temos:

r(sQO(s) = qo(o)) +Q (s) = KQ(s)
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Cont. ...

Rearranjando esta ultima expressao temos:

(s+1joo(s)—qo<o) -Kays)
T T

Devemos observar que esta ultima expressdo inclui a condi¢ao inicial (q,(0)). Se

esta for nula a equagao fica

(s + 1]00(5) = ﬁC?i(s)
T T

E com base na definicdo de E.T. temos entao:

Qyls) = Q)f8)
g S+
l Ti
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Cont. ...

E entdo a resposta no tempo € obtida pela transformada inversa de Laplace:

q,(t)= —L‘ Q,(s)
‘s+1l
T

E interessante notar que mesmo no caso da condi¢ao inicial ndo nula ainda podemos

obter a solucdo pelo método da transformada. Neste caso

1 q,(0)

a,(=L"%ays) N
T s d) [sed
S + S +
T T

H Qa (*]
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Ou ainda:
_ 1 K  _ 1
q,(t) =g, (o)L +—L711Qy(s)
1 T 1
S+— S+—
T T
1 J \ 4
Y 1
Transiente Permanente

Como se v€ a solu¢cdo com condi¢des iniciais nao nulas ainda € possivel. Vejamos
a seguir alguns exemplos que ilustram os aspectos teoricos.

LAB
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM - EXEMPLOS

Vamos obter a resposta de um sistema de primeira ordem a entrada degrau
unitario mostrada abaixo

it

15k L UURPRRP L]

Amplitude

1

7

qis = 1
0.5 I I i .
0 1 2 3 4 5

Termpa [5]

Analiticamente a entrada degrau unitario pode ser expressa como:

0 t<0 Obs: a notagdo u(t) ou Lt)
q i (t ) = U(t ) = sdo amplamente usadas para
17 t=20 denotar funcées degrau !

LAB
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1
A Transformada de Laplace da entrada € dada por: Qi (s)=L (U(t )) = ;

Logo, a solucdo € dada por

q,(t)=q (o)L (

1y 1y 1y

q,(t)=q,(0)e * +K|1T-e * =K+(qo(0)—K)e ¢

H Qa (*]
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Cont. ...

Agora, para um degrau de amplitude nao unitaria (q,, # 1) temos:

1y 1y 14

q,(t)=q,(0)e T +Kq,|1-e 7 |=Kq,+(q,(0)-Kaqjs)e

E para condig¢oes iniciais nulas (q,(0) = 0) temos

qo(t)=Kagjg|1-€ 7

Vejamos graficamente como ficam as solu¢des acima

H Qa (*]
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Cont. ...

1.%

Armnplitude [oo)

Resposta de regime permanente
de um sistema de primeira ordem
a uma entrada degrau unitario e

P T constantedetempovariaivel!

Podemos verificar a influéncia da
constante de tempo T na velocidade
de resposta do sistema !

Termpo [5]

LAB
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Cont. ...

Conclusao 1: A constante de tempo 7T interfere diretamente na velocidade de
resposta do sistema de primeira ordem e de forma inversamente
proporcional. Quanto menor a constante de tempo maior € a
velocidade de resposta do sistema pois 0 mesmo atinge a resposta
de regime permanente num intervalo de tempo menor (e vice versa)

Facamos agora uma analise admensional da resposta de regime ao degrau unitario:

t/t q.(O/Kq,. . qo(t)/insl | | | ; q(,(t)/Klqis
0 0 |

1 0,632

2 0,865

3 0,950

4 0.982

00 1.000

LAB
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Cont. ...

Definicdo: A constante de tempo de um sistema de primeira ordem T representa
o intervalo de tempo necessario para que o sistema atinja 63,25 %
da resposta de regime permanente para uma entradad degrau unitario
na origem dos tempos € com condi¢oes iniciais nulas.

Ja o grafico abaixo mostra a influéncia do ganho de regime K na resposta de
regime permanente do sistema:

4 T - T T
;,E*"' : : K=1
R E E ——=—K=2
N0 L T S o
_-"r : : N R K=2
ff : : : ——K=4
_ G T oo ...................... ,,,,,,,,,,,,,,,, 1111111111111111 , qqqqqqqqqqqqqq —
= - :
5 I : : :
-E 25 _f.. ....... ................ ................ ................ ............... -
m ,— -- . . .
B A : : : :
oI S W oo e — T T -
L - : :
8 A : : :
= -0 Y T N L N L .
=3 -z : : : :
g = f
1 -
1 I 1
4 ] a 10
Tempo [5]
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Cont. ...

Definicao: O ganho de regime permanente K (ou sensibilidade estdtica) é definido
como a quantidade de saida que se obtém em regime permanente por
cada unidade de entrada aplicada ao sistema.

Algébricamente:
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Cont. ...

Vejamos agora o caso onde a entrada degrau unitario apresenta um atraso no tempo:

q,(t)

qis

E para o calculo da Transformada de Laplace usamos a seguinte propriedade

L(f(t-a)=F(s)e™® > L—’(F(s)e—as): f(t-a)

Onde F(s) representa a transformada da fun¢do nao defasada
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Cont. ...

Logo para o degrau com atraso temos

Q,(s)=q;, gj 63

E para determinarmos a resposta de regime permanente usamos

K, _1¢ 1 _ K, —1||1 1 -as
S+— ‘S+|
T T
~L(t-a)
q,(t)=Kqg, |1-e ® u(t—-a)
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Graficamente:

Arnplitide

Tefnpo [5]
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Cont. ...
Vamos agora analisar o seguinte caso

g1

qis

q{1)

qis

5 — "
a b — q
\ 4
q,1) + Z
q;(t)= Q,'Su(t_a)u(t_a)_qisu(t—b)U(t—b)
[ 1T b
Q;(s) = q;s P as‘qisge ’
1( _ -b s
=G5 5[]
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Cont. ...

Calculamos agora a resposta de regime permanente do sistema:

K —1 1 K —1 1 1 -as 1 1 —-bs
H=—L"{Q(s ty=—q., L | — e “° —— e
q,(t) . fl )[—1j D) q,(1) —Yis S[_1j s{ 1]
S+ — S+— S+—
T T T
Lit-a) Lt-b)
q,(t)=Kq,||1-e * uit-a)-|1-e * u(t - b)
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Graficamente:

Amnplitude

0.8
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Tetmpo [5]
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Cont. ...

Agora vamos obter a resposta de regime permanente do sistema de primeira ordem
a uma entrada do tipo rampa.

q{1)
qir , _Q' _ . 1
[> qi(t)—a_lrt—mt |:> Qi(S)—m—2
s
t
a
q, (=" Qs)—— |= Em1] L1
T 1 T 32( 1J
S+ S+
T T
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aq,(f) = 2 mLT
(t 52(

Amnplituce

Termnpo 5]
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Cont. ...

Examinemos agora o caso de uma entrada combinada

q{1)

ql‘s

Analiticamente ESCrevemaos
Qt_——istUt——istUt—a —d u(t-—bu(t->b

Cuja Transformada de Laplace €

s 1 Qi 1 __as 1 _-bs
Q(s)=— >~ ’ ~€ 7 —Q; e
ag? ag S
. o o LAB
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