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1 - OBJETIVOS

Esta aula tem os seguintes objetivos:

* Discutir a resposta livre de um sistema de 01 GDL sem e com amortecimento

e Apresentar e discutir o conceito de frequéncia natural de um sistema de 01 GDL
para os casos conservativo € ndo conservativo

e Apresentar e discutir a t€cnica do decremento logaritmico na determinacao
experimental do fator de amortecimento viscoso.
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2 — Modelo Matematico

Modelo de 01 GDL com amortecimento VisCOSO:

u (1)
k —
<
p (1) N\—E
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Equacao de movimento: 22 de Newton
SR
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Obtém-se entao a seguinte equacdo diferencial do movimento:

mii + cu + ku = p(t)

Onde:

e mii € otermo de inércia

e cu € aforca de amortecimento viscoso
e ku € aforcade mola

* p(tr) € aforca de excitacao externa
A Eq. 1 admite as seguintes condi¢oes iniciais

u(@=ug —— Pposicioem t=0

u@)=uy — Velocidadeemt=0

Eq. 1
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A Eq. 1 pode ser reescrita em fun¢ao de alguns parametros como a seguir:

> (@7
e . . n
i+2¢0,u+w, u= . p(1) Eg.2
Onde :
k o0 A L4 ~ ] .
a)nz == [> Fregqiiéncia natural nao amortecida do sistema em rad/s
m (Propriedade do sistema que depende somente da massa e rigidez e ndo é fungao
da excitagcdo)
C ~ L[] L] .
G E> Fator ou razdo de amortecimento viscoso (admensional)
Cer (Propriedade mensurdvel do sistema que exprime dissipagdo de energia)
2%k _ o [ . ol
Cop =2m@), = a)— =2 km Q Constante de amortecimento critico em Ns/m
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A solucdo da Eq. 2 € dada pela soma das solugdes particular € complementar:

u(t) =u, (t)+u.(t) Eq. 3
Onde:

° u,() ¢ a solugao permanente ou de regime e depende somente da excitagéo p(1)

* u(t) € a solucao complementar ou homogénea e depende das Cls
Para o caso da vibracao livre, consideramos p(7) = () € entao
ii+2ga)nu+a)n2u =0 Fa.4
E a solugdo geral da Eq. 4 € dada por:

u(t)zéeﬂ Eq.5
Substituindo, vem :

(52 +2¢m, 5 +@,>)Ce* =0 Fa.6
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Desta ultima Eq. 6 obtemos a Equacao Caracteristica do Sistema Amortecido, que
¢ dada por

§2+2ga)n§+a)n2:0 Eq.7

Esta ultima Eq. 7 € de fundamental importancia nos estudos da vibracao livre e
também no controle da vibragao. Conforme sera visto, suas raizes fornecem
informagao importante sobre caracteristicas fisicas do sistema.

Na teoria de controle classico tais raizes sdo denominadas polos do sistema e
fornecem informagdes sobre a estabilidade do sistema. Estas raizes sao geralmente
complexas e possuem parte real negativa para sistemas estaveis !

A Im

+ .............................

Pélos do / Re
sistema \

v
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3 — Resposta Livre Nao Amortecida

Neste caso fazemos ¢ = 0) na Eq. 4, obtendo assim

g

E a correspondente equacdo caracteristica nao amortecida é a seguinte

L’i+a)n2u=0

_2 2
s“+w,” =0 Eq. 8
Cujas raizes sao dadas por: @
_ 45 oo
S 12 =< L, @
G -
As raizes da eq. caracteristica do sistema
E recordando que sdo complexas conjugadas e imagindrias
puras. Elas sao também dadas em funcdo
k da frequéncia natural ndo amortecida
w, =.|— do sistema !
m J
\_/
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Entdo, uma vez que temos duas raizes complexas e conjugadas, a solugao da
Eq. 7 que € a Eq. 5 € reescrita como

> Estaé naverdade u(t) de u(t) = u(t) + u,(t)

—u(t) = (Tlem)"t + (Tze_lw"t Eq. 8

Onde C, e (), sdo constantes de integracao e dependem das condi¢des iniciais.

A solu¢do para u(t) pode ser reescrita como:

u(t)=A;cosw,t+ A, senw,t Eq. 9
Onde a Eq. 9 foi obtida com o auxilio das Rela¢des de Euler

+i0 .
e =cos@*isend Eq. 10

Agora, as constantes A, e A, sdo dadas por:

u(0)=uy =4A;

1(0) =ity = A, e
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Entao, em func¢do dos parametros fisicos temos:

—» O sistema vibra na sua

2]
u(t) =upcos@,t+| — |sen,t

freqiiéncia natural |

Eq. 12
Wy,
Um exemplo grafico
: T — 2r Periodo natural néo
10T Ug H w, amortecido [s]
e -
o (¥ . . : : fo=1= @, Frequéncia natural
_ 0 02 0.4 0.6 038 1 n Tn 27 ndo amortecida [HZ]
N /2
3 T, (42 2 .
10 < > Lempo U = (A] + A2 )1 Modulo
Ot dngulo de fase
Outra forma da solucao
(04
u(t) =U cos(w,t —a)=U cosw, (r — —j Eq. 13
Wy,
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4 — Resposta Livre Amortecida

Neste caso, a equacdo de movimento livre € dada por

‘s g 2
i+2¢w,u+w, u=0
E como no caso nao amortecido assumimos a solugdo como

u(t) = C e’

Substituindo-se a Eq. 14 na Eq. 13 temos
(52 +2¢m, 5 +@,>)Ce* =0
De onde obtemos a equagao caracteristica do sistema amortecido

§2+2ga)n§+a)n2 =0

Eq. 13

Eq. 14

Eq. 15

Eq. 16
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Neste caso, a equacao caracteristica do sistema, Eq. 16 possui duas raizes
complexas conjugadas da seguinte forma

J_ra)nx/gz—]

§1,2 =—c) Eq. 16
O valor do fator de amortecimento £ define trés casos possiveis:
-l \ g ;
" e Sub Amortecido: 0<¢</
/\ o Criticamente Amort.: ¢ =/

—

0 AN
| \/ VA
g>{ﬂ — \

¢<lI

A\

0

0.5

1

1.5

2.5

3

 Sobre Amortecido: ¢ >/

Veremos cada um destes casos individualmente em seguida q
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a) Sistema sub amortecido < /

Neste caso, escrevemos as raizes da equago caracteristica como:
E],Z = —Cca, T (OF

Onde neste caso, a constante @), € frequencia natural amortecida (rad.s!) do

sistema:

w; =0, ]—g2

E o periodo natural amortecido T, é dado por

1,

_2n

Wy

Deve-se notar que este caso ({ < 1) é o caso mais importante sob o ponto de

Eq. 17

Eq. 18

Eq. 19

vista experimental e pratico. As grandezas @), e T, sao as grandezas mensuraveis

nos problemas reais.
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A solugdo para a vibracdo livre € entao escrita como (Eq. 14):

u(t)=e *“"(A;coswt+ Ay sen wyt) Eq. 17

Ou entdao em fung¢ao das Cls

Eq. 18
1 s
\“_TTd_r —cw p v
/\,\ € i O sistema vibra na
" freqiiéncia natural
/\ /\ Amortecida |
/NN A A

MRS

0.5 d
\/\1 \4 oS!

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s)
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Outra forma de escrevermos a solucao seria:

u(t) =Ue ' cos(wyt — )

Com: 5
i+ caw
U2 = uy? +| Y0 T5%M0 Magnitude
Wq
Uup +cw,u A
tga=-2 5%ntlo Angulo de
@a o fase
%1_ circulo
“ /
: lg

Eq. 18

Eq. 19

Eq. 20
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a) Sistema criticamente amortecido = 1

As raizes da equacgao caracteristica sao dadas por

s =—¢a, Eq. 21

E a solucao fica:

u(t)=(C;+Cyt)e ' Eq. 22

Ou em funcdo das condi¢des iniciais

b) Sistema sobre amortecido > 1

Definimos:

2 2 freqiiéncia natural amortecida
w =w,N\s —1 SR Eq. 24
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E a solucdo € entao dada por

Exemplos

Amplitude [mm]

Tempo [s]

Eq. 25
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S — Determinacao Experimental do Amortecimento

Trata-se de algumas técnicas para estimativa do fator de amortecimento ¢ a
partir de dados experimentais da resposta livre amortecida. Temos dois
Métodos: o decremento logaritmico e o método da meia amplitude

0.5

-0.5

Tempo (s)
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No decremento logaritmico toma-se as amplitudes do movimento no
inicio e no final de um ciclo, u, e Ug, respectivamente. Entao, temos

com base na Eq.

u(t) =Ue @'

Agora:

18

- up(t)=Ue *“'r cos(awyt — )

cos(w,t — o)

“o

O decremento log € entdo definido por

0 =1In MP] =cw,T,
“0

- ug(t) = Ue ¢ “n'e cos(ayt — )

27

1,

i a)n«/]—gz

Eq. 26

Eq. 27

Eq. 28

Eq. 29
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Entdo, das Egs. 28 e 29 obtemos

0=¢w,T,; =

27

De onde obtemos o valor de £. Para valores de < 0,2

Que € equivalente a

)

= 271G

Eq. 30

Eq. 31

Eq. 32
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O método da meia amplitude baseia-se na curva do envelope:

(1) = Ue—gwnf Eq. 32
Que aplica-se a dois pontos tal que

i
Up =P Eq. 33

2

Esses pontos encontram-se separados N periodos inteiros amortecidos. Entao

A

Q

Combinando-se a Eq. 34 com a defini¢ao de periodo amortecido vem

Eq. 34

~>

27ING ~ In(2)
JI1-¢? Eq. 35

De onde obtemos o valor do amortecimento
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Para valores pequenos de ¢ temos a seguinte aproximagao para este método

0,11
N

Eq. 36

¢ =

isT N

0]
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6 - Sistema de 01 GDL - Amortecimento de Coulomb

Neste caso, o modelo € dado por:
u(t) —

AN\ M fDTV

77 T com atrito

O modelo da forca de atrito € dado por
Jp = N = ymg

A equagao de movimento fica

—fs —fp =mii

Eq. 37

Eq. 38
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com

Entao

Definindo agora

fs =ku
fp = lymg sgn(ut)

mii + ku = —;mg u>0

mii + ku = f;, mg u<o0

1
Up :‘fD‘(%j :ﬂL}g

As equacgoes de movimento ficam

Eq. 39

Eq. 40

Eq. 41

Eq. 42

Eq. 43
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Combinando as Eqs. 41, 42 e 43 temos

2 2

i+, u=—mw, up u>0 Eq. 44
y 2. 2 :
i+, " u=+w, up u<0 Eg. 45
Envelope linear
1 T T T T r
0.8
0.6
04r
0.2 J
or J
-0.21 4
-0.4+ ]
0.6 4
-0.8 4
_10 0:2 OI.4 OI.6 0:8 1 1I.2 1I.4 1.6
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