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8 - Influéncia do Movimento no Suporte — Isolacao de Vibracao

Neste caso o modelo € o seguinte

() u (1)

A entrada é o movimento
via suporte, tipico em
problemas de isolacdo !

>
_ k
>
=aah
C m
2 =
S &
ZA\ZA\! ZA\ZA\!
E a equacdo de movimento € a seguinte:
k(x—u)+c(x—u)=mii Eq. 64

Definindo agora o deslocamento relativo ente a base e a massa:

=X—U Eq. 65
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Temos entdo que a equacao de movimento no deslocamento relativo é:

mZ +cz+kz = pog (1) Eq. 66

O lado direito da Eq. 66 € o carregamento efetivo que € dado por:

peﬁp(t):mjc' Eq. 67

Observem que esta “forca efetiva” € na verdade uma pseudo forca de inércia, pois
¢ dada pelo produto da aceleracao da base pela massa m ! E portanto, a massa
responde a esta for¢ca como sendo a fonte de disturbio do sistema. De forma
alternativa, podemos expressar a equacdo de movimento, Eq. 64 em fun¢do do
deslocamento absoluto da massa m. Neste caso temos:

mii + cu + ku = kx + cx Eq. 68
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Comparando-se os dois modelos acima descritos, Eq. 66 € Eq. 68, temos:

mZ+cz+kz= Pegr (1)

1T

Eq. 66

relativo z.

de inércia

e Descrita em termos do deslocamento

» Experimentalmente requer que x e u
sejam medidos e entdo z calculado !
* A excitagdo é dada pela pseudo forca

mii+cu+ku=kx+cx| Eqes

1T

* Descrita em termos do deslocamento
absoluto u.

» Experimentalmente requer que apenas
u seja medido

* A excitagdo € dada pela soma de parte
das for¢cas de mola e amortecedor !

Veremos em seguida a solucao de ambos os modelos para entradas harmonicas.
Inicialmente, consideramos o modelo descrito pela Eq. 66, definimos

Deff (1) = _mXOe]wt Eq. 69

Agora, substituindo-se a Eq. 69 nas Egs. 66 e 68 e rearranjando temos
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mz +cz+kz=-ma’ X pel®

4

Eq. 70

mii +cu+ ku = (k+ jca))XOejwt

Assumindo agora solu¢des harmodnicas em z € u

Z(t) = Zoejwt

Eq. 72

u(t) = UOejwt

Substituicao das Eqgs. 72 e 73 em 70 e 71 fornecem as amplitudes

—I”l’la)2

ZOZ

2

k—mo” + jcw

X

Eq. 74

(k + jcw)

k—ma’ + jc@

Up = Xo

Reparem que a equacdo caracteristica nos dois modelos € a mesma !

Eq. 71

Eq. 73

Eq. 75

% EESC-USP

SEM 533

Prof. Or. Paulo S. Varoto




Com base nas Egs. 74 e 75, podemos definir a Funcdo de Resposta em Freqiiéncia
de Transmissibilidade de Movimento, ou simplesmente Transmissibilidade

2 .

Z —mao U k+ jcw

TR () = 20 (@) = . oo |TRa(@)="0 (@)= - a7
0

Xo k—mo” + jcw k—mo” + jcw

As FRF definidas pelas Eqgs. 76 € 77 sao importantissimas no estudo da isolagao
de vibracao pois elas definem a quantidade de movimento transmitida pela base
para a massa m por unidade de movimento de entrada no suporte. Sdo grandezas
adimensionais. A Eq. 76 define a transmissibilidade relativa pois a variavel de
saida € o movimento relativo (z = x - u) entre a base € a massa m. A Eq. 77 define
a transmissibilidade absoluta, pois € definida em termos do deslocamento
absoluto da massa m. Em funcao da razao de freqiiéncias r = @/@), temos :

2 1+ 2
TRr(w) = > ! Eq. 78 TRa(w) = =
I1—r"+ j2¢r

Eq. 79

1-r%+ j2¢r

Vejamos agora os graficos das duas TR( @) j‘>
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Grafico da transmissibilidade relativa

TRr s

I I I
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Grafico da transmissibilidade absoluta

TR
¢ | | ] | |
i L Uy @) k+ jew
s : Ly @)= -
! P Xp k—ma)2+]ca)
4l .
3 E —
e ECEEEEEEEE SRt LR L LR EEE R ~
r:.:x@
o ! L iy ! 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
r
200 | | | | |
150 [— —
100 [— —
50 [— —
0 | ] ] ]
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

% EESC'USP SEM 533 Prof. Or. Paulo S. Varoto




Uma segunda maneira de olharmos o problema de isola¢do da vibragao é
avaliarmos a forca transmitida pelo suporte, chamada de for¢a de reacdao. Com
base no modelo, esta forca €

fTR(t)=k(x—u)+c(x—u) Eq. 80
Ou ainda em fung¢ao do deslocamento relativo z :

Jrr(®) =kz+cz Eq. 81

Lembrando agora que :

z(t) = ZOe]wt Eq. 82

Substituicao da Eq. 82 na Eq. 81 fornece :

fTR (t) — (k + jca))Zoejwt Eq. 83
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Agora, da Eq. 76

2
_Zy . _  —mo
TRr(w) = X (W) = :

0 k—ma” + jcw

Obtemos

Jrr(t) = (k + jca))TRr(a))XOejwt

E finalmente :

Frr(0) = Frr(@)e’™

Com :

2 :
—ma” (k+ jcew
k—ma” + jew

Eq. 84

Eq. 85

Eq. 86

Eq. 87
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Desta ultima Eq. 87, podemos concluir que o produto — m X, nada mais é sendo
a aceleracdo a, da base, e entdo podemos definir a Funcdo de Resposta em
freqiiéncia de Transmissibilidade de forca ou simplesmente transmissibilidade de

forca

TRf(a))zh(a))z ktjeo .

dg k—ma’ + jc

E esta ultima expressao € idéntica a transmissibilidade absoluta de deslocamento
dada pela Eq. aqui repetida por conveniéncia

U k+ jew
TR, () =% (@) = -

Xo k—mo” + jcw

Eq. 89

Portanto, quando falamos em transmissibilidade, tanto faz referirmos-nos a
forca ou movimento, ja que a funcdo de transferéncia € essencialmente a
mesma !
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Quando projetamos um sistema de 1solacdo de vibracao que opera em
freqiiéncias acima do valor critico r = (2)? € conveniente expressarmos o
comportamento do sistema de 01 GDL em termos da eficiéncia de isolacdo

(IE) ao invés da transmissibilidade

IE(w)=1-TR(w)

Eq. 90

Onde IE = I representa uma isolagao perfeita, mas isto requer um valor de r
infinitamente grande, enquanto que /E = () representa nenhuma isolagao.

2T T T T T

IE

1.5 s

05 [

% EESC-USP SEM 533

Prof. Dr. Paulo S. Varoto 12




9 — Desbalanceamento Rotativo

O desbalanceamento rotativo € uma fonte comum de excitacao em maquinas.
Considere o modelo abaixo para o estudo:

O desbalanceamento € causado por uma massa excéntrica m com excentricidade
e que realiza um movimento circular com velocidade angular @.
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Da sua posigao de equilibrio estatico, a posicao da massa m € dada por

U, =u-+esenwt Eq. 91

E a equacao de movimento de translacao fica entao

2
(M—m)b'i+md—2(u+esena)t)=—ku—cu Eq. 92
dt

A qual pode ser rearranjada para

Mii+cu+ku = (me(02 )sen wt Eq. 93

E a Eq. 93 mostra claramente que o desbalanceamento € a fonte de excitagao
do sistema. Assumindo uma solu¢dao harmonica como antes, podemos achar
a amplitude do movimento e seu angulo de fase

u(t)=Upsenawt Eq. 94
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De onde obtemos

U

me C()2

" \/(k —Ma)z)2 4 (CW)Z

Ou na forma adimensional

w
tg¢: ¢ 5
k—Mw
MU, 2
_—(r): 2\2 2
m e \/(]—r) +(2¢r)
2
189 = QTZ
1—r

Eq. 95

Eq. 96

Eq. 97

Eq. 98
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Grafico do desbalanceamento rotativo
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9 — Determinacao do Amortecimento Através da FRF

9.1 - Método da Amplificacao Ressonante

Este método € baseado na medida da resposta de regime permanente em varias
freqliéncias discretas em uma faixa incluindo a freqiiéncia natural do sistema.

H(r)(’ I I I I I

2
rpico — I_Zg

Lo
2 10 max

Este método € de simples aplica¢do, requerendo instrumentagdo simplificada,

mas podendo oferecer alguma dificuldade na determinacdo do deslocamento
estatico p, !

r “ c=

Entao, o maximo valor da FRF ocorre em

Eq. 99

E para valores pequenos de amortecimento

Eq. 100
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9.2 - Método da Meia Poténcia

Neste caso, o fator de amortecimento € determinado a partir de freqii€ncias

nas quais a amplitude de resposta é reduzida a ///2 vezes a amplitude
maxima p,,,. !

| | | | | Entao usando esta relacao temos:

1 _ 1 [1 I_gzj
Ja-r?+egy V22

rl12=1-2c*F2c\1-¢°

Agora, para pequenos valores de amortecimento:

1.2 =1-¢* Fgl-¢*

Elevando-se ambos os lados ao quadrado:

Eq. 102

Eq. 103
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Subtraindo-se as raizes na Eq. 103

13—@=2@U—g252g

E somando-se as raizes temos
— 2 ~
7’2+I"]—2(1—g )=2

Combinando-se as Egs. 104 e 105 vem :

_nh-n _ - fi
nt+r fat+fi

Onde f, e f, sdo freqiiéncias para as quais a amplitude de resposta € igual a

10 max

-l

Eq. 104

Eq. 105

Eq. 106

Eq. 107
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Este método de obten¢ao da razao de amortecimento evita termos que
achar o deslocamento estatico p,, entretanto, ele requer a obten¢ao acurada
da curva de resposta em freqii€ncia na regiao do pico de ressonancia € no

nivel (2)172

Para clarificar a ess€ncia do método que € chamado de meia poté€ncia, considere a
poténcia média aplicada pelo carregamento, a qual deve ser igual a energia
dissipada pela for¢a de amortecimento viscosa em regime permanente a uma

freqiiéncia @

P :—J- u(t) dt=cw —J-
med = oz do & {275 0

o er27wl@

u(t)zdt} = onw,0°H’ (0= )

Esta ultima expressdo nos pontos r; € r, fornece

2
Iy P pico
P,,] =
Fpico 2
2
r P pico
P,,2 =
Fpico 2

Eq. 108

Eq. 109

Eq. 110
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9.3 - Método da Energia Dissipada Por Ciclo

Este método requer a construcdo do grafico abaixo :

4 fp

Elipse (viscoso)
Area equiv. = E;,

max

\4

Se o sistema possui amortecimento viscoso puramente linear (elipse) entdo a
seguinte relacdo pode ser usada :

ou

2

po=1f D,. ~— Climax = 2GM@plimax = 26MAy," Uy

g:

Po

menZMmax

Eq. 111

Eq. 112

~
€
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Agora, se 0 amortecimento viscoso € nao linear (curva hachurada) a energia
dissipada por ciclo E;, pode ser obtida pela area do gréafico da f;), ou seja

27 27

3 2
Ep = (—jpmed = [—](geqma)n Umax ) Eq. 113
wn wn
E entao
c = Ep _ Ep
= —
T eme u, ) Crkug,’) B 14
s
S = Kttmax Preferivel !!
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9.4 — Amortecimento Estrutural (Histerético)

Lembrando que o amortecimento estrutural possui a seguinte relacao:

fp (@)= jnku(r) Eq. 115
Neste caso, a energia dissipada por ciclo de vibrac¢ao € dada por :
Ep =nwgkH Eq. 116
Enquanto que no caso viscoso :
27 2 Eq. 117
Lp = E Fred = 27[Qma)n a)iHmax ¥
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10 — Aplicacao do Modelo de 01 GDL - O Acelerometro

O acelerometro € um sensor dedicado a medidas de vibragao. A figura abaixo
mostra trés modelos tipicos de acelerometros piezelétricos

Fonte de o
massa \ ﬁ Fonte de

rigidez e

| amortecimento
| »

. ._._._._|.HH_._._._._

T "

Sismica

Cristal

1
!
piezoelétrico :

Co.ml;r Zssao Conector Compressdo Cisalhamento
isotada simples “Shear”

Principio de operacdo: A massa sismica quando sujeita a mesma vibracao que se
deseja medir causa uma deformacao no cristal, que por sua vez possui a
capacidade de gerar cargas elétricas proporcionais a aceleracdo desconhecida !
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Alguns modelos comerciais

Modelo OrthoShear da Bruel & Kjaer

Extraido do Catdlogo Master Bruel and Kjaer 1997

»
/‘
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Modelo DeltaShear da Bruel & Kjaer

Extraido do Catdlogo Master Bruel and Kjaer 1997

»
/‘
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Modelo PlanarShear da Bruel & Kjaer

Extraido do Catdlogo Master Bruel and Kjaer 1997

»
/‘
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Outros modelos da B&K

8305 4394

I

4393 4397 5958 4326 A-001 4321
4393V 4321V
Extraido do Catdlogo Master Bruel and Kjaer 2000
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Como temos duas fontes de massa no sistema (base do sensor e massa sismica)
e uma fonte de rigidez e amortecimento (cristal piezoelétrico), entio um modelo
conveniente para o sensor seria o de 02 GDL !

b @%

k(y—x)c(y—x)
DCL

Agora, considerando-se que para seu correto funcionamento o sensor deve ser
rigidamente fixado a estrutura tal que a massa da base mb fica incorporada

a mesma, entdo o modelo acima pode ser simplificado para um modelo de

01 GDL com excitagao via base, e entdo podemos usar os conceitos de
transmissibilidade vistos até agora !!
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Entao, para a massa sismica m podemos escrever a seguinte equacao

mz+cz+kz=-—mx

Onde 7 é o deslocamento relativo entre a base e a massa sismica. Devemos

Observar que o acelerometro € projetado para medir ¥ . Como antes, a solugao
Da equagao acima fica

2

—-mX,0 ma,,
ZO = 5 . = 5 .
k—mw” + jew k(I—-r"+ j2¢r)
, FRF do sensor
Ou simplesmente
m
Z,=H(®)a H(w) =
0 (@)a, k —ma’ + jec@

Portanto o que queremos medir € a0, mas o que obtemos € Z,, ou seja,
a, afetado da dindmica do sensor dada pela FRF H(w) !
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Abaixo vemos uma curva tipica tedrica de um sensor piezelétrico

100

10

Regiao util

4

Magnitude of H (@)

0.01
0.001

0.01

0.1 1 10
r=w/o,

100
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Enquanto que abaixo vemos uma curva tipica de um sensor comercial

Calibration Chart for Erdal & Kjme - 0
pioal Tarrps 5 Ex 2 & il Rriie = o
Accolgrometer Typa 4370 Ii- el 0 Relemene ahran g Object: Briiel & K
8 3 .;'"‘"""'"""""""*""“ OO0 00O0OO0OO0O0OoO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OO0OOOoO0OoO0OO0O0OOoOOn
Bkl s H1897 ] Rl e — ' ' i i Duasde: Polenbomeber: _ Zero Leve I A B Clin
T e T + e e I R e
H | I __; T | |
n * r ol - 8 T T
Aslamnes Banaisity 31 590 jirm 23 - ; il + 2 N N
~ et r r
Cubim Cagsiammen of §E . . e T 2o + +
; s — — ] + +
Chargs Seranity”* I i el I : :

A T PSS | T Y : | =41 : :
Valnaga Bangtrerny i T T T T : :

T MY . mvemg—t, o TEN  mirg .'I“'"'D- s —— - ' u
Capmcicance (1Cludng casde 1245 e eo fon raa :;-c.-l.' : :
Mlpmimum Transverse Saneitasiyg g 300 1T 4 = W N 3 181 4Q eI : :
Waight 54,1 rmmig LT s , : :
Unsiarvgad naiursl Soguency e KHg B + MhEIEIEl S taniess 5o +10 I ; :

Resonars Frequisscy and far Frequeacy ==l H + +
W B oo e nes Mogating Theasat' 10037 UNF- T8 ] I o I
a - r T
1 Elnrwrissl O i Doama + +
@ 16—133 -..r:':m;-:. ‘\l'rl'Jml l‘ H |
- 7 T T
Enwronmsssl = : :
e n,
Aasingsrce minimam 20000 MO iE room emee rabers m:r:ml_. 2500 o ARZTF = % T T
s Comflinemay Smuns dal Aee | sani] 1 1
PR L OO0 mE— o 70K L L
Dawe I 7=F T Begrature ﬂ"?‘p Migs, Shook Aceslsestion B000ma—" o S0005 |
Tﬁﬂlﬂwunc Senaiterity (840 Mg 12 me 0T o ! H H
1. 3,807 ma Typicil Tampeature $ . - 1 ; 4
ILow Law Fran. 3 Ha) 008 w1 ome a0 00 o iy o -~
- Typical Bame Sorsin Basutnesy il s 200 slo o0o 2000 2000 QDoo 20000 OO 100000
\:lui-l.:. ihe Matona Huisau OO me i a0 000017 g wprdn i =
rLirm. Fre. He Whiling Speed _ Mmisas, Faper 5 peaed: mmigac T40781.01
¥ o furthe oforssion $80 |nETucHion Bk T
Fonte: Reproduzida do onginal BRUEL & KJAER, Theory and Application Handbook - Plezoelatric Accelerometer and Vibration Preamplifiars

Extraido do Catdlogo Master Bruel and Kjaer 2000
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Detalhes da montagem do acelerdmetro em estruturas

il

Lapl

ol

Parafuso + arruela de mica

Parafuso com

Camada de
cera de abelha

cementacao
ol I
N

¢ Filtro mecanico Base

r Lo
paratuso magnetica

Fita adesiva de
dupla face

ad Tl

Extraido do Catdlogo Master Bruel and Kjaer 2000
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