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Introdugdo

Linha infinita e lamina de vortices

® @)
&

u=-nK/a

n=+nkla




Introdugdo

Linha infinita e lamina de vortices

F(z) = —iK {lnz+ iln[(z—kka) (z— ka)]}

k=1

A funcgdo corrente resulta na configurac@o "olho de gato" (cat’s eye):

= =rn{ oo (222) —eon (222}

Para |y| > a,u = azp — +IK,
Uma distribui¢ao contlnua pode ser definida fazendo a e K tender a zero
mantendo finito v = M ; neste caso, a série de vortices se densifica
formando uma ldmina de vértices. O elemento de circulagdo em uma curva
fechada que envolva um comprimento dx resulta:

dr

27K
T = u, (—dx) + wdx = (—u, + ) dx = ——— dx = ydx = 7=
a X

Uma ldmina de vértices v (x) pode simular um aerofélio delgado.
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Introdugdo

Condic¢ao de Kutta

O problema fundamental da teoria de aerofdlios € determinar a circulacdo I'
em fun¢do da geometria e do dngulo de ataque a.

WA

S 2

(a)

> Tk
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Aerof6lios de envergadura infinita

Teoria de lamina plana de vortices

Aproximamos o aerofdlio esbelto sem cambagem por uma ldmina de
vortices de distribui¢do v (x) (0 < x < C). A corrente livre U, é
acrescentada com um angulo «. Consideramos circulagdo horaria como

positiva.
y
v () —_— ==Y
f( IAVAVAVAVA VA WA WA WA WA x
o A Ak T Ak kA T ey
Um 0 <—6uz%7

O salto na velocidade entre a superficie superior (u, upper) e inferior (/,
lower) resulta éu, — du; = 2 du = v (x). Para que ndo exista salto no borde
de fuga (escoamento de saida suave) deve ser v (C) = 0. Uma vez obtida
7 (x), a sustentagdo resulta:

c
L=pUsxbl; I‘:/ v (x) dx
0
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Aerof6lios de envergadura infinita

Teoria de lamina plana de vortices

Outra metodologia: através do célculo da for¢a de pressio.

c _pu,l_poo _ Uu,l
pu,l = 77 5 >

O coeficiente de sustentagdo resulta:
L oy X
CL=—"7F7—= 2—d (—)
LT luibe /0 U \C
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Aerof6lios de envergadura infinita

Teoria de lamina plana de vortices

A distribuicdo é obtida da condicdo de que a velocidade resultante normal a
placa deve ser nula.

(I ")

Elemento de velocidade induzida dw; em x pelo elemento de vortice em x':

/ ) dx' C ¥
dw, (x, ) = dl (x') vy ()d = wy (x) 1/0 W)

27 —x) 27(x¥ —x) T2 X —x
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Aerof6lios de envergadura infinita

Teoria de lamina plana de vortices

Deve ser:

c
ws +Us sinaa =0 = 271Uy sina:—/
0

A equacgdo integral anterior € satisfeita para

c 1/2
vY(xX)=2Ux (x’ — 1) sin

¢ (5-1)"
pois fo ~——dx' = —m. Assim, resultam:
s c 12
Cpu,l::FUOO ::Fz ;—1 Sin &

1 1 1/2
1
CL:/ 2Ld(£):4sina/ ——1 d* =4 % sina =27 sina
0 Uoo C 0 x* 2

C, =27 sin«
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Aerof6lios de envergadura infinita

Teoria de lamina plana de vortices

(' = area between curves

&)
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Aerof6lios de envergadura infinita

Teoria de lamina plana de vortices

Momento da for¢a de pressdo ao redor do borde de ataque (x = 0) My e
coeficiente de momento (positivo quando antihorario) Cy,:

c c
1 by by
M0:/0 (plfpu)bxdxzipUiobCZ/o (Cplfcpu)6d<c>

= o= [ e Ea(E)
1

L 12 us ™
:4sina/ (—1) xX*dx* =4 —sinaa= —sina= - Cp,
o 8 2

Em consequéncia, o centro de pressao estd localizado em (%)

~

independe do angulo de ataque.
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Aerof6lios de envergadura infinita

Aerofdlios espessos com cambagem

A teoria estd baseada em uma transformacao conforme em varidvel
complexa, que leva um cilindro com circulagdo em uma corrente uniforme
no plano ¢ ao perfil do aerofélio no plano z. A circulagdo no cilindro é
ajustada de maneira que se satisfaga a condi¢cdo de Kutta (saida suave). Um
exemplo € a transformacgdo de Joukowsky:

z:C+Z;z:x+iy; (=x+in

o0k 4 g=x+n

T T T T
0.4 Z=g gy
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Aerof6lios de envergadura infinita

Aerofdlios espessos com cambagem

A circulagdo para satisfazer a condi¢do de Kutta resulta:
! h
FKutta =7C Uoo <1 +0.77 6) sin (Oé —+ ﬂ) ; ﬂ o tan*1 <2 C>

_ 14 Uoo 1_‘Kutta

C
FTolpnac

=27 (1 +o.77é) sin (o + )

C; é independente da forma exata do aerofélio. O fator 0.77 £ ndo se
verifica experimentalmente, devido aos efeitos de camada limite, que muda o
perfil efetivo do aerof6lio. Desta maneira, a expressao aceita é:

CL =27 sin(a+p)
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Aerofélios de envergadura finita

Introducao
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Aerofélios de envergadura finita

Introducao

Experimentalmente se verifica que C; e Cp dependem de AR € A, mas sdo
pouco sensiveis a forma da asa.

A distribui¢do de vorticidade muda devido a terminacdo abrupta do
aerofdlio, constituindo uma estrutura tridimensional.

Como o campo de vorticidade € solenoidal (V - w = 0), as linhas de
vorticidade ndo podem terminar no fluido: extendem-se ate +oo (aerofélios
infinitos bidimensionais) ou formam linhas fechadas (em aerofélios de
envergadura finita, fecham-se no vértice de arranque).

Existe uma distribuicdo de vortices de saida (trailing vortex); os vértice mais
fortes saem dos extremos da asa.

A circulagdo efetiva I (y) é mdxima para y = 0 e nula para y = :I:% b.
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Aerofélios de envergadura finita

Teoria de linha de sustentacdo de Lanchester-Prandtl

Frederick W. Lanchester (1907) e Ludwig Prandtl (1918) modelaram o
escoamento substituindo o aerofélio finito por uma linha de sustentacio
(lifting line) e uma lamina de vértices de distribuigdo 7, (y).

Linha de sustentagiio

Velocidade de
downwash dw(y, y7)
devida a y.(3™)

EPUSP
16/27



Aerofélios de envergadura finita

Velocidade de downwash

-b/2 2 ¥

Supondo uma distribuigio semi-infinita de +, (y") o elemento de velocidade
dw em y induzida pelo elemento de 1Amina de vértice em y’ resulta:

A / d /
aw(y,y') = 4’;%/)_);) (4 7 pois a linha é semi-infinita)
wiy= L[t LT,
ar ) pp YV -y 4 J_ y—y
/2 b/2
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Aerofélios de envergadura finita

Arrasto induzido e sustentagdo locais

a(y)

A corrente livre U, € defletida para abaixo localmente pela velocidade de
downwash, reduzindo o angulo de ataque geométrico a un angulo de ataque

efetivo:
ofy (y) —_— (y) — (y) ;O (Y) ~ tan~" [MZ]()))] = %

o0
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Aerofélios de envergadura finita

Arrasto induzido e sustentagdo locais

A sustentagdo local por unidade de comprimento na direcio y resulta,
considerando angulos «; (y) pequenos:

Ly)=L(y)=pUxT(y)

Este efeito gera um arrasto na direcdo da corrente livre (arrasto induzido)
por unidade de comprimento na dire¢do y D

Dj(y) > pUsc T (y) i (y) = pw(y) T ()

Considerando vélida localmente a relag@o de sustentacio de aerofdlio
infinito para o angulo de ataque efetivo, resulta:

L) pUlT(y) Ty
CO=T 0 Co) " Tpuach)  TUnCO)
=27 [y (V) + B8] =27 [a(y) +B(y) — i (y)]

(

1 b/2 T (y
=>T()=mUcCy) |al)+8(01)— /b/2y_yy, dy']

47Uy
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Aerofélios de envergadura finita

Arrasto induzido e sustentagdo locais

Conhecidos « (y), 8 () e C (y) de dados de aerofdlios bidimensionais,
resulta uma equagcdo integro-diferencial para I (y), com as condi¢des de
contorno I' (—g) =T (%) = 0. Uma vez resolvida, a sustentag@o e o arrasto
induzido resultam:

b/2 b/2
L= ﬁ(y)dyszoo/ T (y) dy
—b/2 —b/2

b/2 b/2
D; = Di(y) dy = pUs / I'(y) i (y) dy
—b/2 —b/2
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Aerofélios de envergadura finita

Solucao para perfil eliptico

Uma solucdo simples pode ser obtida para uma asa plana de forma eliptica,
com 4ngulos constantes « (y) = «, 8 (y) = (8 e corda definida por:

C0)= o “/)] - 9  (2) -

Us

-b/2 b2

Ch

o)
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Aerofélios de envergadura finita

Solucao para perfil eliptico

Parametros deste perfil sdo:

b [! ,11/2 b «
—C2 [1 ] dy =Co2 X ="cyb
02/_1 y y 055 =7
_ A T b 4 b
C="2=2Cy; AR===—
b 4 0 c 7GC

A solugéo I (y) tem a mesma forma funcional que a asa e resulta:

o1 ()

onde o parametro I'y deve ser obtido da equagdo integro-diferencial.
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Aerofélios de envergadura finita

Solucao para perfil eliptico

i )]

—-1/2

—1/2

/ ’ N 2
Y ol (Y
b/2 T (! r b/2 b/2 [ <b/2> ‘|
/ (y?dyliffo/ / dy'

—b/2 YY) b/2 —b/2 y—=y
Fazendo y’ = b/2 cosf ey = b/2 cos 6, resulta:

b/2 0 0(1— 29 —-1/2
/ F(y)dy,: Iy / cos§ (1 — cos? ) (_ sinf)do

b2y =Y _b/2 cos 0y — cos 6
Ty /0 cos 6 Ty /” cos 6 g Lo 27Ty
= —_— B — = — _— = — T =
b/2 J,. cosby— cosf b/2 J, cosf — cos by b/2 b
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Aerofélios de envergadura finita

Solucao para perfil eliptico

Substituindo na equagdo integro-diferencial:

1/2 1/2

rlyz—c1y2U+5127TF°
0 b/2 Tt b/2 <\ 47Ux b
7TCO
F():?TC()UOO((X—F,B)—*FO
2b
C
Do (14222 = 7 CoUne (a + B)
2b
Como Z& = 2 regulta finalmente:

2b — AR’
T Co U (O‘+ﬂ)

Ty =
1+ &
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Aerofélios de envergadura finita

Solucao para perfil eliptico

Sustentagdo:

b/2 b/2 ;27172
E:ono/ F(y’)dy’_pUOOFO/ 1—(> y'
—b/2 —b/2 b/2

b ! ) b
— pUs Ty~ (1 ) dy = pUsToo X = 2 bpULT
pU 02/1 y V' =pUxloz 3 mbpUs Lo
o 1
L= Upo "0 U (01 5) 27rb<ZCO>§pUgoa+f
1+ X 1+ %
—1
—2abCl oz, 00
2 1+ &
L a+
CL=+ = f
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Aerofélios de envergadura finita

Solucao para perfil eliptico

Velocidade de downwash:
1 /”/2 F’(y’)d, 1 27Ty Ty

= — = = — = ¢l
w0) 4 J pppy—Y 4 47 b 2b cre

_mC Uxs(a+8) 2 Us(a+B)  2Ux (a+P)
20 1+% AR 1+Z% 2+ AR

Arrasto induzido:
w 2 (a+p) 1 27 (a+p) CL

“TUo” 24AR TAR 1+ Z  7AR
D;=Lo = C C G
J— o ;= o =
i D L TAR

Para o arrasto total, deve ser acrescentado o arrasto viscoso para aerofélio
bidimensional Cp, (que é determinado da teoria de camada limite),
resultando:
C2
L
TAR

Cp = Cpso + Cpi = Cpos +
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Comparagao com aerofolios reais

-5° 0 10 20°

/
ntetf)
1

J. L. Balifio
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(h)
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€y

I I |
0
0 005 01
C cr
27 rAR

gadura finita
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