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0 Relacao entrada-saida

x(n) y(n)
—» h(n) —»

» Somatério de convolucgdo

y(n) = > h(k)x(n—k)

k=—o00



1 Sistemas FIR e IIR causais

» Sistemas FIR (Finite Impulse Response)

M-1
y(n) =Y h(k)z(n —k)
k=0

» Sistemas IIR (Infinite Impulse Response)

+oo
y(n) = h(k)z(n — k)
k=0



2 Estrutura de implementacao de um sistema FIR

(M —1)




3 Sistemas descritos por equacdes de diferencas

» Equacdo de diferencga linear com coeficientes constantes

N

M
a(k)y(n — k) =>_ b()x(n - )
=0

k=

[e=]

» Formulacdo recursiva

1 N M
y(n) = a(0) (— Y alk)y(n—k)+ ) b(O)z(n— 5))

k=1 =0



4 Estrutura de implementacao de um sistema IIR

M N
a0)=1: y(n) =Y bO)x(n—10) =Y alk)y(n - k)
=0 k=1
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5 Resposta em frequéncia

jon

y(n)=e"H(e™)

x(n)=e
—>

h(n)

—>

yin)= 3" hk)zn—k) = Y k)P

k=—o00

k=—o00

= elon Z h(k:)e_jwk = ejw"H(ejw)

k=—o00

Resposta em frequéncia (TFTD)



5 Resposta em frequéncia

» E 2m-periddica:

H (ej(w—i—?lmr) Z h(k oI (Wt2km)n _ H(ejw)

k‘——OO e ]wn
» E uma fungdo complexa de w:

H() = He(e”) + jHI(e) = | H(e)}e")

|H(e)| = \/H(c) + H(e™) (médulo)

O(w) = arctgg;%((ew)) (fase)



5 Sistema com resposta ao pulso unitério real

» O complexo conjugado de H(e/¥) é
ejw Z h* e]wk
k=—o0
» Se o h(n) for real, entdo:
H*(e/*) = H(e %)
O(w) = —0(—w) Fase: fun¢do impar
|H ()| = |H(e %) Mdédulo: fungdo par



5 Exemplo: Sistema de média mével

y(n) = 3 [o(n — 1) + 2(n) + 2(n + 1)

> Resposta ao pulso unitdrio
h(n) =
(1/3)[6(n +1) +8(n) + 6(n — 1)]
> Resposta em frequéncia

e]w h 7]0.)]6 7|: —jw(—1) + efjw(] _’_efjwl
- 3 =

» Médulo: |H(e%)| = (1/3)|2 cos(w) + 1]

0, 0<w<2r/3
> Fase: H(w):{ T 27(/3<w</7r



5 Resposta em frequéncia: mddulo e fase

Médulo (dB)

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Fase/rn (rad)
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6 Sistema descrito por equacao de diferencas

M=

y(n) = _b(Ox(n—0) = alk)y(n—k)
(=0 k=1

Entrada z(n) = /"

Saida y(n) = /" H (/) = z(n)H (&)

Resposta em frequéncia: H(e/*) = —=0



7 Resposta em frequéncia a partir de polos e zeros

» Funcdo de transferéncia racional

M
S bt

H( ) bo—i—blzfl +b2272+"‘+bM27M k=0

Z) = f—

ap+arz7 ' +agz 2+ +ayz™N N

S et
k
k=0
> M zeros: z1,22,  ,2ZM

» N pO|OS: pb1,P2, ;PN



7 Resposta em frequéncia a partir de polos e zeros

» Funcao de transferéncia racional, reescrita em funcio dos
polos e zeros

bo n-m(z—2)(z—22) (2~ 2um)

HG) = s o) =p) (e =pw)
M
H(z—zk)
_ bo N- Mk 1
ao”

H Z = Pk)



7 Resposta em frequéncia a partir de polos e zeros

> (2 — 2z) = rpel¥* pode ser interpretado como um vetor do
ponto z; no plano z ao ponto z = ¢/“ da circunferéncia
unitdria.

» Analogamente, (z — p;) = dgeI® pode ser interpretado com
um vetor de py a z = e/¥

> Assim, podemos escrever

_ Il e ool TRLyre
]a0| dido -+ -dy ‘a0’ Hévzldk

Ow)=¢1+@2+-+tou—d1—da— ¢y + (N - Muw

M N
=D ee= D bt (N =M
k=1 k=1

|[H ()]

» O termo (N — M)w é uma fase linear que representa um
atraso de N — M amostras.



7 Resposta em frequéncia a partir de polos e zeros

Exemplo
Dada a funcdo de transferéncia

B 2492272
1 —0.94822~1 4+ 0.49002~2"

H(z)

Calcule o valor de H(e/™/*) a partir do diagrama de polos e zeros.
Solucao
Calculando-se os polos e zeros do sistema, obtém-se

z1 = 17 zZ9 = _1,
p1 = 0,4741 + j0,5150 = 0,7¢7926317
pa = 0.4741 — j0.5150 = 0,7¢ 9026317



7 Resposta em frequéncia a partir de polos e zeros
Exemplo (continuagdo): wy = /4

jIm()

2 o,




7 Resposta em frequéncia a partir de polos e zeros
Exemplo (continuacao)
» Para z = e/™/4 pode-se calcular
eI/t — 1 = —0,2929+ 70,7071 = r1e?¥1 =0,7654¢7 1963
™t 41 = +1,7071450,7071 = roel#? =1,8478¢/039%7
eI/t —0,4741— §0,5150 = diel? =0,3020¢70089
eI/ —0,4741+ 50,5150 = doel?? =1,2441¢71:3824

zZ— 21

2 U
2 U]

( ) =
(z — 29)
( )
( ) =

» Notando que ag = 1 e by = 2, o mddulo e a fase da resposta
em frequéncia em €70 = ¢I™/4 valem

borira

H jm/4
LG s

= 7,5282

o(m/4) = o1 + @2 — ¢1 — P2 = 0,2843 rad.



7 Resposta em frequéncia a partir de polos e zeros

Exemplo (continuacao)

IH(e!)|
o n £ D [o+]
T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

[H(Ee"*)] (dB)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1




8 Projeto de filtros notch

v

Relacdo entre frequéncia angular de tempo continuo e
frequéncia angular de tempo discreto

em que fys é a frequéncia maxima do sinal

v

Critério de Nyquist

v

Para f, = 2fy; temos

wy =21 fpud, = 27T%Ta =7

v

7 esta relacionado com a metade da frequéncia de
amostragem, ou seja, fq/2



8 Projeto de filtros notch — Exemplo

Um eletrocardiégrafo sofre interferéncia indesejada em 60 Hz. Para
eliminar essa interferéncia, projete um filtro com coeficientes reais
de menor ordem possivel e que tenha magnitude unitéria

(|H(e?)| = 1) em w = 0. Assuma que a frequéncia de
amostragem ¢ igual a f, = 360 Hz. Pede-se:

a) Projete um filtro notch do tipo FIR, obtendo a fun¢3o de
transferéncia em poténcias negativas de z.

b) Projete um filtro notch do tipo IIR, obtendo a fun¢do de
transferéncia em poténcias negativas de z e assumindo que o
médulo dos polos é igual 0,9.

c) Para cada filtro, esboce o médulo da resposta em frequéncia
em funcdo da frequéncia em Hz.



8 Projeto de filtros notch — Exemplo

Filtro FIR
» a frequéncia w = 7 radianos/amostra corresponde a
fa/2 =180 Hz.
» a interferéncia de 60 Hz corresponderd a /3 radianos (ou
60°)

> para que ele tenha coeficientes reais, ele deve ter zero em
zZ] = el™/3 e outro em 29 = 2] = e Im/3,



8 Projeto de filtros notch — Exemplo

Filtro FIR — diagrama de polos e zeros

Zero responsdvel pela
eliminacdo da interferéncia
de 60 Hz

Imposto para que o filtro
tenha coeficientes reais




8 Projeto de filtros notch — Exemplo

Filtro FIR — funcao de transferéncia
H(z) =bo(1 —z127)(1 — 20271)
=bo(1 — ™37 (1 — e I™/3,7 1)
=by(l— 214272

Neste caso, para que |H(e/%)| = |H(z = 1)| = 1, tem-se que
by = 1.

H(z)=1-—z"14 272




8 Projeto de filtros notch — Exemplo

Filtro IIR — diagrama de polos e zeros
Além dos zeros do filtro FIR, o filtro IR devera ter polos iguais a
p1 = 0,9¢77/3 e py = 0,9¢=97/3

Pélos com
modulo 0,9

e mesma fase
dos zeros




8 Projeto de filtros notch — Exemplo
Filtro IIR — funcao de transferéncia

1—z7 14272

H(Z) = bo D(Z)

Note que o polindmio do numerador veio do projeto do filtro FIR e

D(z) = (1—piz ) (1 —paz)
= (1—0,9¢"3271) (1 — 0,9e7™/3271)
=1-092"140,81272,

Neste caso, para que |H(e/%)| = |H(z = 1)| = 1, tem-se que
bo=(1—09+081)/(1—1+1)=009L.

1—z71 4272
1-0,9271 40,8122

H(z) =091




8 Projeto de filtros notch — Exemplo
Filtros FIR e IIR — mdédulos da resposta em frequéncia

3

2.5

Médulo
&n

0.5

0 60 120 180
freqiiéncia (Hz)



9 Efeitos em sinais de audio

Eco simples

» O som direto e um eco simples pode ser gerado por um filtro
FIR, caracterizado pela equacdo de diferencas

y(n) = z(n) + ax(n — R), laf < 1,

o que leva a funcdo de transferéncia

H(z)=1+az

> R representa o atraso em nimero de amostras: tempo que o
som leva para se propagar da fonte até o ouvinte devido a
uma reflexdo

» « (Ja| < 1) representa a perda do sinal causada pela
propagacdo e reflexdo



9 Efeitos em sinais de audio

Ecos multiplos

» Para gerar um nidmero fixo de ecos espa¢ados de R amostras
com um decaimento exponencial de amplitudes, pode-se usar
um filtro FIR com func3o de transferéncia

» Note que essa funcdo de transferéncia pode ser reescrita como

1—alVz-NR

H(z) = 1—az R

que é uma realizacdo IIR para o mesmo filtro.



9 Efeitos em sinais de audio

Ecos multiplos

» Um ndmero infinito de ecos espacados de R amostras com
decaimento exponencial de amplitudes pode ser gerado pelo
filtro

1
H(z)zl‘FOéz_R—i-OéQZ_QR"F'“:m




9 Efeitos em sinais de audio

Reverberacao
» Um reverberador mais realista pode ser criado com um filtro
passa-tudo
-R
a+z
H(z) = R
14+ az™

» Em regime, o balan¢o espectral do som ndo se altera devido ao
fato da resposta em frequéncia do passa-tudo ser constante.

Ha outros efeitos como flanging, chorus, etc. Quem tiver interesse,

consultar
S. K. Mitra, Digital Signal Processing: a computer based
approach, McGraw Hill, 2006.



10 Projeto 1

Filtro Notch
» Considere o sinal da radio amostrado com f, = 22050 Hz e
uma interferéncia senoidal de 1000 Hz.
» Projete um filtro notch IIR para eliminar essa interferéncia do

sinal. Considere, por exemplo que os polos tém mddulo igual
a0)9.



10 Projeto 1

Filtro Notch — Resposta em frequéncia
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10 Projeto 1

Filtro Notch — Espectrograma do sinal antes e depois da
filtragem

frequéncia (kHz)

frequéncia (kHz)

tempo (s)



10 Projeto 1

Filtro Notch — Densidade Espectral de Poténcia antes e
depois da filtragem
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10 Projeto 2

Efeitos em sinais de audio

» Projete um filtro FIR para inserir no sinal da radio o efeito de
eco simples

» Projete um filtro IIR para inserir no sinal da radio o efeito de
ecos miiltiplos e/ou reverberacdo



