O método dos minimos quadrados: andlise de regressao

@ O métodos dos minimos quadrados é um método famoso para lidar com dados
ruidosos. Sua justificativa segue diretamente do método da maxima verossimilhanga.
Para Y; dados medidos en valores das varidvel independente Xj, se a distribuicdo dos
residuos é gaussiana, entdo o log a verossimilhanga é a soma daso quadrados na

seguinte forma:
N

InL = cte. — Z&f(Yi — (X, a1, 02, ...))’,

i=1

onde &; sdo os pesos, usualmente inversamente proporcionais a variancia.

@ De fato, o método dos minimos quadrados é apenas isso: Buscamos os pardmetros
do modelo que minimiza

N
_ 1 : : 2
In L = cte. ?;(Y, w(Xi, 0a, az,...))

@ Trata-se apenas de um MLE e tudo que dissemos antes se aplica. Caso os erros n3o
forem conhecidos, ainda é possivel obter-se os pardmetros, mas n3o se pode estimar
a qualidade do modelo.

Eduardo Cypriano (IAG/USP) Anédlise de Dados em Astronomia I: AGA 0505 Primeiro semestre de 2016 15 / 46



O método dos minimos quadrados: andlise de regressao

A matriz das segundas derivadas que define a matriz de covaridncia das estimativas,
a matriz Hessiana, é de particular importancia no caso dos minimos quadrados, pois
é usado pelos métodos numéricos para a determinagdo dos pardmetros.

@ O valor do Hessiano no minimo sai como um sub-produto da minimizagdo. Esta
pode ser usada diretamente para a determinag¢do da matriz de covaridncia, sempre
que os modelos forem lineares em relagdo aos pardmetros (i.e. como
az® + Bexp(—2z) e ndo como o exp(—f£z) ).

@ Claro que um modelo pode ser aproximadamente linear préximo do minimo, mas
quanto? Em geral os problemas aparecem primeiro nas ‘asas’, das distribuicdes, de

modo que altos graus de significancia s3o dificeis de se confiar, a menos que tenham
sido calculados exatamente ou testados via métodos de monte Carlo.

Exemplo W&J P. 135
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O método dos minimos quadrados: andlise de regressao

@ Frequentemente n3o se pode fiar que estamos lidando com residuos gaussianos e a
razdo mais frequente para isso s3o os contaminantes - residuos que sdo
extremamente improvaveis numa hipdtese gaussiana.

@ Uma distribuicdo que tem uma “cauda gorda”, e contrasta com a gaussiana é a
exponencial

|x — p
2a a

prob(x) = iexp {f

@ Se os residuos sdo distribuidos exponencialmente é facil ver que a maxima
verossimilhanga resulta numa minimizagao da soma dos valores absolutos dos

residuos.

@ O problema s3o os rotinas numéricas que sdo um pouco mais pesadas. O método
dos minimos quadrados, em compara¢ido é muito mais desenvolvido.
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O método dos minimos quadrados: andlise de regressao

@ Voltemos agora ao ajuste do modelo y = ax + b via método dos minimos quadrados.
Isso leva as expressdes bem conhecidas para a inclinagdo (a) e o intercepto (b):

_ N XYi=> Xi> Y
N Y= (X X)?

o N

o Na auséncia de informagbes do “como e por que” da relacdo entre x; e y; qualquer
modelo de dois pardmetros pode se ajustados aos dados por simples transformagdes
de coordenadas, por exemplo:

> Um exponencial, y = b, exp(ax), requer a mudanga de y; para Iny; na expressdes
acima.

> Para uma lei de poténcia, y = bx?, mude y; para Iny; e x; para In x;

» Para uma parabola, y = b+ ax?, mude Xj para /x;

o Note que os residuos podem n&o ser gaussianos para todas essas transformagdes (e
de fato n&o sdo). Claro que sempre é possivel minimizar os quadrados dos residuos,
mas a justificativa formal para isso pode n3o ser mais vélida. Os testes do capitulo 5
sdo Uteis para verificar se o ajuste é aceitdvel, em particular o teste de runs.
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O método dos minimos quadrados: andlise de regressao

@ Essa formulagdo simples do ajuste por minimos quadrados é apenas a ponta do
iceberg. Existe uma enorme variedade de procedimentos para regressdo linear via
minimos quadrados. Dentre estes estdo as seguintes questdes envolvidas na escolha
do procedimento:

> Os dados devem ser ponderados ou n3o?

> (Relacionado a anterior) Os dados podem ser tratados igualmente? O mesmo o se
aplica a todos ou oy depende de y? O primeiro caso é chamado de homocedastico e o
segundo de heterocedastico.

> Devemos fazer um ajuste dos minimos quadrados ordinario de y em fungdo de x
(OLS(Y/X)) ou de x em y? Ou ainda algo diferente?

» Em caso de heterocedasticidade , com incertezas diferentes em cada Y; e
possivelmente em cada X;, como podemos usar essa informag3o para estimar as

incertezas do ajuste?

» Os dados foram truncados ou censurados de alguma forma? gostariamos de colocar
limites no nosso ajuste?
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O método dos minimos quadrados: andlise de regressao

o H& uma série de artigos de Feigelson e colaboradores (Isobe et al. 90; Babu &
Feigelson, 92; Feigelson & Babu 92) que leva todas essas questdes em considerac3o,
descreve suas complexidades e indica como encontrar erros a partir das técnicas de
reamostragem como bootstrap e jacknife.

© Recomenda-se a leitura dessas referéncias ao “ajustador” sério (bem como Sereno
2015), mas nesse interim vamos a um exemplo

Exemplo W&J P. 137
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O método dos minimos quadrados: andlise de regressao

@ O ponto do exemplo é que sabemos a resposta de antem3o: uma linha com
inclinacdo de 45°. Para uma correlacdo pequena, ainda que significativa, as linhas
OLS erram dramaticamente. Claramente a linha bissetriz chagaria na resposta
correta, bem como a linha obtida por regressido ortogonal, que minimiza as
distancias perpendiculares. Para o primeiro caso uns poucos contaminantes
rapidamente levariam ao erro. O segundo caso é o PCA.

@ Como j3 foi dito anteriormente, quando a dependéncia entre as varidveis n3o for
bem conhecida, o PCA é a melhor alternativa. Ele da o resultado correto nesse
exemplo pois diz qual é a relagdo entre x e y, sem a necessidade de assumir que
uma delas é “independente”.

o Frequentemente é necessdrio ajustar uma reta com erros em ambas as variaveis. |sso
é surpreendentemente dificil de se fazer, ainda que existam algumas solu¢des
praticas. Veja por exemplo em Gull (1989; Bayesian data-analysis: straight-line
fitting) ou Zellner (1987), para um tratamento completo.
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O Método do minimo qui-quadrado

@ O processo de modelagem classico na literatura de nossa drea é o minimo
qui-quadrado, uma simples extensdo do teste de qui-quadrado da qualidade do
ajuste descrito anteriormente.

@ Veremos ainda que ele estd intimamente relacionado com o método dos minimos
quadrados e, de fato, a estatistica no minimo qui-quadrado esta relacionada com o
método da maxima verossimilhanca, para erros distribuidos de modo Normal.

o Considere dados observacionais os quais podem ser (ou j§ sdo) “intervalados”, e um
modelo/hipétese que prediz a populagdo em cada intervalo. J& vimos que a

estatistica qui-quadrado é:
k

2
= Z (0i— E)
. E; ’
i=1
onde O; corresponde a observacio e E; ao valor esperado, em cada intervalo.

@ O método dos minimos quadrados para ajuste de modelos consiste em encontrar os
pardmetros que minimizam a estatistica

@ A premissa dessa técnica é de que o modelo esta correto e que as diferengas entre
dados e modelo sdo apenas devidas a flutuagles estatisticas.
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O Método do minimo qui-quadrado

@ Na pratica a busca pelos melhores pardmetros é ficil, sempre quando o ndmero de
pardmetros n3o seja maior do que 4. em caso contrario, simples ‘“varreduras’ pelos
valores dos pardmetros sdo extremamente ineficientes e métodos mais sofisticados
s30 necessarios.

@ O niimero de graus de liberdade associado com o x? para k intervalos e N
parametros é: v =k —1— N.

o Uma questdo essencial é, tendo achado os pardmetros apropriados, é estimar os seus
limites de confianga. A resposta (ver Numerical Recipes) é que a regido de confianga
é definida pela zona do espaco de pardmetros na qual

X = Xonin + A(X),

onde o A(x?) vem da tabela abaixo.

Ndmero de parametros

Confianca

c 1 2 3
0.68 1.00 2.30 3.50
0.90 271 461 6.25
0.99 6.63 9.21 11.30
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O Método do minimo qui-quadrado

@ O significado dessa tabela é que existe uma probabilidade ¢ de que essa dada regido
vai conter os valores verdadeiros dos pardmetros.

@ Isso é calculado via a equagio
(v, AX%) = P(v/2,|18x°/2),
onde P é a fungdo gama incompleta.

o E interessante notar que a probabilidade A(v, x*) depende apenas do niimero de
parametros envolvidos e n3o na qualidade do ajuste que se conseguiu (via Xmin)

Exemplo W&J P. 140
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O Método do minimo qui-quadrado

@ Ha trés caracteristicas boas sobre o método do minimo qui-quadrado e duas mas.
As boas:

© Como o x? é aditivo os resultados advindos de diferentes conjuntos de dados ou que se
aplicam a diferentes aspectos do mesmo modelo podem ser usados ao mesmo tempo.

@ A contribuicdo do x2 em cada intervalo pode ser examinada e regies de ajuste
excepcionalmente bom ou ruim podem ser delineadas.

© Vocé obtém uma medida de qualidade do ajuste “de graga”. A tabela B.6 indica
probabilidades do x? para graus de liberdade dados. E de se esperar que o modelo
tenha ao final uma probabilidade da ordem de 0.5. O pico da distribuicdo de x2 é em
~ v, quando v > 4. No exemplo acima, ha 7 intervalos e dois pardmetros
(v=7—-2—1=14). O valor de xmin de 4 é o que se esperava. A probabilidade desse
valor ser excedido, caso o modelo esteja correto, é de 0.4, de forma que o modelo
6timo é um ajuste satisfatério.

@ As ruins:

@ Baixas populacdes nas somas de x? causardo grande instabilidade. Como uma “regra
do ded30”, 80% dos intervalos devem ter E; > 5

@ Finalmente é importante repetir o mantra: divisdo dos dados em intervalos é ruim.
Causa perda de resolugdo e informagdo. Ainda pior é a possibilidade de resultados com
viés isso pode causar. Suponha uma distribui¢do muito distorcida com poucos dados.
A necessidade da divisdo por intervalos pode apagar essa distor¢do inteiramente.

e Fim da aula 10
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