Testes paramétricos: médias variancias, testes t e F

@ Uma quest3o que aparece frequentemente quando se tem dois conjuntos de dados,
ou conjunto e um modelo é se eles diferem em relagdo a locagdo e/ou espalhamento.

Os testes mais conhecidos que lidam com essas quest8es sdo o teste t de student
(comparagdo de médias) e o teste F (comparagio de varidncias). Ambos supdes que
os dados se distribuem Normalmente.

o Para contrastar os métodos classicos e bayesianos de teste de hipdtese olharemos
para o caso mais simples, o de comparagdo de médias.

@ Suporemos também distribuicSes gaussianas por comodidade.
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Testes paramétricos: médias variancias, testes t e F

@ Suponha que temos n dados X;, tirados de uma distribuicdo gaussiana de média
e outros conjunto com m dados, com distribuicdo gaussiana de mesma variancia que
a anterior, mas de médias y,. Calcule a varidncia comum o>

@ O método bayesiano é calcular a distribuicdo posterior conjunta:

00~ uﬂ [_ Sy - uy)2] |

1
prob(pux, fiy, o) o1 &P |~ 2 22

no qual usamos o a priori de Jeffreys para a variancia (prob(c) = 1/0).

@ Integrando sobre o pardmetro ‘irrelevante 'o, obtemos a probabilidade conjunta
prob(pux, t1y) € podemos usar isso, por exemplo, para calcular a probabilidade de pux
ser maior do que fuy.

@ A partir disso pode se obter a distribuicdo de probabilidades de px — u, (Lee, 2004,
cap. 5). O resultado depende dos dados via a quantidade:

r_ (ﬂxfﬂy)*(yfv)
svVm—l 4+ n-t

2 nS? + mS;

t

onde:

’
v

com as usuais médias quadraticas S, = S_(X; — X)?/n), similarmente para S, e
v=n+m-—2
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Testes paramétricos: médias variancias, testes t e F

o A distribuicdo de t’ é

) r[uT-H] 2 —(v+1)/2
= ——= - (1 —_—
prob(t) = i, 1 1] ( + 1/)

@ Por essa rota ndo estamos realmente fazendo um teste de hipdteses. Os dados sdo
supostos fixos e px — 1, como a varidvel e simplesmente calculamos a probabilidade
de qualquer diferenca nas médias.

@ Se ao invés disso usarmos a linha de pensamento classica ndo tratamos os 's como
varidveis. Supomos que a diferenca nas médias X — Y é a estatistica que
procuramos e calculamos a distribui¢do da hipdtese nula (px = py)

@ Encontramos que: o
X-Y
svm 14+ np 1

que segue a distribuicdo t com v graus de liberdade.

t=

Eduardo Cypriano (IAG/USP) Anédlise de Dados em Astronomia I: AGA 0505 Primeiro semestre de 2016 11/ 42



Testes paramétricos: médias variancias, testes t e F

@ De modo andlogo podemos chegar ao teste F para as varidncias. Novamente
supondo distribuicdes gaussianas. A hipdtese nula é ox = 0, os dados sdao

Xi(i=1,..,N) e Yi(i =1,...,N) e a estatistica teste é:

o DX =XP/N-1)

(Y =Y)R/(M-1)

@ Isso segue uma distribuicdo F com N — 1 e M — 1 graus de liberdade e o

procedimento de teste é o mesmo do teste t de Student.

o
o

0

1.0

0.5

0.0

— d1=1, d2=1

— d1=2, d2=1

—— d1=5, d2=2
d1=100, d2=1
d1=100, d2=100

o Claramente essa estatistica é particularmente sensivel a hipdtese de gaussianidade.
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Testes paramétricos: o teste de Bahrens-Fisher

E possivel derivar a distribuicdo da diferenca entre médias sem a suposicdo da
igualdade da variancias. A distribuicdo resultante é chamada de Bahrens-Fisher.

@ Esse é uma raro exemplo em estatistica de uma analise bayesiana sem andlogo
cldssico. N3o existe teste cldssico para o caso de varidncias diferentes.

A forma analitica da distribuicdo de Bahrens-Fisher é complicada e envolve uma
integracdo numérica, de modo que podemos usar o computador ja num primeiro
momento para fazer o cdlculo a partir do teorema de Bayes.

Suponha que os nossos dados foram gerados a partir de distribuicdes gaussiana de
média y e varidncias o2, A distribuicdo conjunta do posterior, usando o a priori de
Jeffreys em o é

- HX)T

202

>y — MT

X exp |—
o+l { 20%

1
prob(pix, fty, Ox, 0y) i1 &P
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Testes paramétricos: o teste de Bahrens-Fisher

@ Temos uma integragdo multidimensional para livrar-nos dos pardmetros irrelevantes
(ox e 0y) e para nos assegurarmos que a distribuicdo conjunta resultante estd
normalizada apropriadamente.

o Até o desenvolvimento, relativamente recente, da técnica de Monte Carlo - Markov
Chain (MCMC), essa integral para distribuicdes n3o-gaussianas era um grande
obstaculo ao uso de métodos bayesianos.

@ A derivagdo analitica da distribuicdo de Bahrens-Fisher elimina todas, menos uma
integracao numérica.

@ Essa teste ilustra dois pontos. Primeiro de que complicacdes relativamente inécuas
de questdes cldssicas levem a problemas muito complexos conceitualmente,
algebricamente ou ambos. Segundo, que o uso da forca-bruta para resolver o
teorema de Bayes pode requerem o uso de grandes recursos para resolver as
integragdes numéricas.
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Testes paramétricos: o teste de Bahrens-Fisher

@ Conceitos de erros e forca do teste t cldssico.
Exemplo W&J P. 101

oL
OO0 002 e .06 008 0.10
Type lermor rate

Forca versus erro do tipo | para um teste t simples, onde a diferenca verdadeira das médias
varia entre 1 (linhas de baixo) e 3 (linhas de cima). As linhas tracejadas corresponder a um
aumento de 25% no desvio padrio das gaussiana a partir das quais as amostras foram
geradas.

o Até agora, nesse tépico, supusemos apenas medidas sem ruido. Podemos ver o
efeito do ruido ao aumentarmos o desvio padrdo das distribuicdes (linhas
tracejadas). Nota-se como o ruido aumenta a for¢a do teste e ilustra a utilidade do

conceito de for¢a.
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Testes paramétricos: teste paramétrico nao-gaussiano

@ Quando n3o se conhece a distribuicdo dos pontos a suposi¢cdo usual é que ambos
conjuntos de ponto obedecem a uma mesma distribui¢do, ainda que desconhecida.

@ Caso tenhamos alguma informacg3o sobre as distribuices podemos usar métodos
bayesianos. O truque é usar uma generalizacdo multiparamétrica de uma
distribuicdo familiar, que tem pardmetros extra para acomodar as distor¢des em sua
forma. Finalmente marginaliza-se sobre esses pardmetros no intervalo de valores que

supomos a priori que eles se encontram.

@ O exemplo mais comum desse tipo de generalizagdo é a chama da série de

Gram-Charlier:
2
exp <_ﬁ) 1+ E,- ai Hi(x) |,

onde H(x) so os polindmios de Hermite e os coeficientes a; s3o os pardmetros livres.
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Testes paramétricos: teste paramétrico nao-gaussiano

o O efeito desses termos extra é o de alargar e distorcer a gaussiana.
04

Distribui¢cSes resultantes do uso de apenas dois termos numa distribuicdo Gram-Charlier. A

curva continua é uma gaussiana pura.

@ A prioris nesses parametros devem ser ajustados por julgamento. Os polindmios de
ordem par tem como efeito mudancas de escala, de modo que o a priori de Jeffreys
deve ser usado. Os de ordem impar mudam ambos, locacdo e escala, de modo que o
procedimento é menos Sbvio.
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Testes paramétricos: teste paramétrico nao-gaussiano

Esse procedimento esclarece o problema que os testes ndo-paramétricos tem que
resolver. Suponha que fixemos que nossos dados s3o realisticamente representados
com uma expansdo de Gram-Charlier com dois termos.

@ Para o conjunto de dados 1 a probabilidade posterior prob(,u(l),a(l), agl), agl)), e de
modo similar para o conjunto 2.

@ Se a nossa pergunta a esses dados for: "esses dados foram gerados a partir da
mesma distribuigdo?”, teriamos que testar varias possibilidades (24 de fato) tais

1) ( (2)

como: M > @ e g > o e all) > a&z) e agl) > ay’, o que seria bastante

tedioso.

@ Uma pergunta mais simples seria "est3o essas distribuicdes em posicdes diferentes
independentemente de seus espalhamentos?”, que requereria a marginalizagcdo dos
o's e a’s, ja que a localizagdo numa expansdo de Gram-Charlier é uma combinagdo

simples de p e a;.

@ Fimdaaula?
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