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Introducao

DG para egs.
elipticas e
parabdlicas

Bruno S.
Carmo m Embora os métodos de Galerkin descontinuo (DG) tenham

sido originalmente aplicados a problemas hiperbélicos,
mais recentemente formulacGes apropriadas para
problemas elipticos e parabdlicos tém sido desenvolvidas.

Introdugdo

Form. inconsistente
Form. consistente

m A principal motivac3o para isso é resolver as equacdes do
escoamento viscoso compressivel com uma tnica
formulacao, facilitando a paralelizacdo do cédigo.

m Apresentaremos as diferentes formulacées de fluxo difusivo
desenvolvidas e compararemos seus desempenhos.



Fluxo difusivo — formulacao inconsistente |

DGlpa.ra egs. . i . L . au 62u

elipticas e Equacdo de difusdo unidimensional: — = —.

parabdlicas 4 at 8X2

Bruno S Admitindo condicdes de contorno periddicas, aplicamos o

método dos residuos ponderados e fazemos a integracdo por
partes. Para um elemento €2; com centro geométrico em x = 0,
temos entado,

ou ou Ov ot _ [0u n
du guov. (01 9UY k0. (1
o 0t T Jo, axox & (aX>RVR+<aX>LVL 0- (1)

Assumindo a condic3o inicial,

Form. inconsistente

0 x<0
u(x,0) = u + Hx)(u™ —u), H(x)=14 1/2 x=0
1 x>0
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Form. inconsistente

Fluxo difusivo — formulacao inconsistente ||

Temos a solucao analitica
X

1 _ 1 _
u(x,t) = E(u+ +u )+ E(uJr —u)erf (\/E)

1
Em x =0, u(0,t) = =(ut +u~), Vt>0. Assim, uma

escolha natural para o fluxo numérico é a média dos valores a
esquerda e a direita da descontinuidade, ou seja,

(), =22y + (2]

Substituindo a expressdo do fluxo na expressdo (1), temos a
seguinte expressdo semidiscreta para uma malha equispacada

ou;
7-’_,_

1
at @[AUJ‘_]_‘FBUJ'"_CUJ_Q_]_] :0



Fluxo difusivo — formulacao inconsistente |ll

DG para egs.

elipticas e ~ . , L. .

parabélicas Essa formulacdo, embora seja estavel, é inconsistente. Por
Bruno S. uj
Carmo exemplo, tomando P = 0, teremos 671“1 =0.

Form. inconsistente

Form. consistente

Convergéncia da solucdo numérica da equacdo de difusdo com
condi¢3o inicial u(x,0) = senx, em um dominio x € [0, 27].



Fluxo difusivo — formulacdo consistente |

DG para egs.

elipticas e . .

parabélicas Nos concentraremos especificamente no fluxo devido a um
Bruno S. operador de segunda ordem (laplaciano), por isso,

Carmo

consideraremos o problema modelo:

_v2u = f em Q,
Form. inconsistente u=20 em 89

Form. consistente

Reescrevemos o problema como um sistema de primeira ordem
oc=Vu em €,

V-o=f em €2,
u=20 em 00



Fluxo difusivo — formulacao consistente |l

DG para egs.

elipticas e Lo - i .
parabélicas Multiplicando essas equacGes respectivamente pelas funcdes de
Bruno S. teste 7 e v e integrando num elemento Q€ e aplicando o

Carmo

teorema da divergéncia nos termos dos lados direitos:

/ ordx = —/ uVrdx + utnds,
e e 8Qe

/UVvdx:/ fvdx + ovnds.
Qe e Qe

Os espacos de funcdes apropriados s3o:

V= {v € L3(Q) : vlae € Pp(Q°) VO,
Yhi={r € [L2(Q)) : Tlae € [Pp(Q%)]? VQ°}.



Fluxo difusivo — formulacao consistente Il

DG para egs.

elipticas e

parabdlicas

Bruno S.

carmo Podemos ent3o aproximar os termos de fronteira com fluxos
numeéricos Ui e &

S otdx = — [ uVrdx + irnds,
Form. consistente € J e o0e

/ JVvdX:/ fvdx + ovnds.
B e e 8Qe

A escolha do fluxo afeta a estabilidade e acuracia do método,
assim como a esparsidade e simetria das matrizes.



Fluxo difusivo — consisténcia e conservacao
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O fluxo numérico é consistente se

i(v) = v]sqe, G(v,Vv) = Vv|gge

Form. consistente

sempre que v for uma funcdo suave que satisfaca condicSes de
contorno do tipo Dirichlet.

Os fluxos numéricos i e & serdo conservativos se U(-) e (-, -)
tem valor Gnico em 00°.



Fluxo difusivo — média e salto |

DG para egs.

s, Para uma variavel g, definimos a média {q} e o salto [q] de g
e & numa aresta e compartilhada pelos elementos Q! e Q2, cujas
Carmo normais ny e ny de e apontam para o exterior de QleQ?

respectivamente:
1
{ah=3(@+a).  d=aqm+amn
Tipos de
fluxos , N
difusivos Se q for escalar, o salto [g] é um vetor paralelo a normal da

aresta. Se g for um vetor, o salto é um escalar.

Temos a seguinte identidade:

/ane GePeNeds = /me[[q]]{go}ds + /me{q}[[gp]]ds



Fluxo difusivo — média e salto |l

DG para egs.
elipticas e
parabdlicas Portanto, podemos escrever:
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/ oTdx = —/ uVTdXJr/ [[E/]]{T}nds+/ {t}[r]nds,
JQe Qe o0e o0Ne
/ oV dx :/ fvdx+/ [5]{v}nds + / (5}[v]nds.
o e o o0° Jog:
Tipos de
fluxos Ou, alternativamente:

/e VuVvdx + /me([[D —ul{Vv} — {o}[v]) ds+
- /8(26({a — u}[Vv] = [6]{v})ds = /Qe fv dx.



Fluxo difusivo — operadores auxiliares

DG para egs.
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parabdlicas

Operadores de “lifting” r e I:
/ r(p)rdx = —/ p{r}ds, / I(g)Tdx = —/ q[r] ds
e Qe Qe e

oI (u,v) = /meﬂ[[u]] V] ds.

Bruno S.
Carmo

Form. i

Tipos de
fluxos
difusivos

onde i é uma penalidade.

o (uv) = [ ar(lul) - r([v1) dx.

onde 77 € um ndmero positivo.



Tipos de fluxos difusivos - formulacdo escalonada

DG para eds.
elipticas e
parabélicas
ks Method i oK
Bassi—Rebay [10] {un} {on}
Brezzi et al. [22] {up} {on} —ar(Jun])
B LDG [41] {un} = B-Tunl  {on}+Blon] —aj([url)
Tipos de IP [50] {un} {Vrhun} — o5([urn])
e Bassi et al. [13] {un} {(Vhun} — ox([un])
Baumann—Oden [15] {un} +nK - [un] {Vhup}
NIPG [64] {un} + 1k - [un] {Viur} — o ([urn])
Babuska—Zldmal [7] (unlK)lox —a;([un])

Brezzi et al. [23] (unlK)lok —ar([un])




Tipos de fluxos difusivos - formulacdo primitiva

DG para egs.

elipticas e Method Bp(w,v)
parabdlicas
BE‘;::;OS- Bassi-Rebay [10] g— {Vrw}, [v]) = ([w], {Vrv}) + (r([w]),r([v]))
Brezzi et al. [22] 9= {Vrwh [v]) = ([w], {Vro}) + (r([w]), r([v])) + a* (w, )
LDG [41] see (3.27)
IP [50] 9= {Vrw} [v]) = ([w], {Vav}) + ol (w,v)
; Bassi et al. [13] g— {Vrw}, [v]) = ([w],{Vrv}) + a*(w,v)
:T Baumann-Oden [15] g — {Vyw} [v]) + ([w], {Vrv})
oo de NIPG [64] g - {Vawh, To]) + ([w], {Vo}) +ad(w,v)
fluxos Babuska-Zldmal [7] g+ ad(w,v)
difusivos .
Brezzi et al. [23] g+ a"(w,v)

B (un,v) :/S;Vh“h‘vh”dx_/r([[uh]]'{V}LU}+{V}LU;L}~[[U]])ds
/(/3 Lun [[Vhv] + [Vaun18 - [v]) ds
+ [ 415 [un D] (T D) +103 - [o])di -+ uns ).



Fluxos difusivos — Consisténcia e estabilidade
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1P [50] LDG [41]
o e Baumann—Oden [15] Babuska—Zlamal [7]
Form. consistente Brezzi et al. [22]
Bassi-Rebay [10] Brezzi et al. [23]

Tipos de NIPG [64] Bassi et al. [13]
fluxos
difusivos

consistent methods (section 3.4) stable methods (section 4.2)



Fluxos difusivos - resumo

DG para egs.
elipticas e
parabdlicas

Bruno S.
Carmo Method Cons. A.C. Stab. Type Cond. H! L?
Brezzi et al. [22] v v v of no >0 hP hPt1
LDG [41] v v v o no >0 P ppHL
Form. inconsstente IP [50] v v v o no > n* hP o RPHL
o s Bassi et al. [13] v v v of no >3 h?P hPHL
U NIPG [64] v « v o >0 hP  RP
difusivos Babuska—Zlamal [7] x x v o momhT®  nP pPHL
Brezzi et al. [23] x x v aof no~h=2P  hP hPHL
Baumann-Oden (p = 1) v x x - - x x
Baumann—Oden (p > 2) v x x - - hP hP
Bassi-Rebay [10] v v x - - [RP]  [RPH]
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