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A equacido de difusdo (1/2)

Eq. Difusdo
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Carmo ~ ;. ~ 30
Procuramos a solucdo numérica da equacdo parabdlica:
Equagdo de
Difusdo au

5t = aViu

onde « é a difusividade.

Discretizando esta equacdo no espaco, chegamos a uma versio
semi-discreta (discreta no espaco e continua no tempo):

M—= = ali,
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A equacdo de difusdo (2/2)

A discretizacao temporal pode ser implicita ou explicita. A
formulacao explicita impde uma restricdo no passo de tempo,
que escala com o inverso do médulo do maior autovalor de
M~IL. Este autovalor cresce numa taxa O(P*) para métodos

de alta ordem. Portanto é mais interessante usar um método
implicito.

Exemplo de discretizacdo implicita — Euler para tras:

un+1 —_uy"

2 n+1
—_— = aV u
At

Rearranjando: V2u(x) — Au(x) = f(x) = Eq. de Helmholtz



Discretizacdo da equacdo de Helmholtz (1/2)

Eq. Difusdo V2U(X) B )\U(X) _ f(X)
Bruno S.
o onde A\ = 1/a/At é uma constante positiva e
f(x) = —u"(x)/aAt.
gi%:{:gao Aplicando o método de Galerkin:

(v, V2U)Q —Mv,u)q = (v,f)a

Utilizando o teorema da divergéncia para chegar a formulacao
fraca:

(Vv,Vu)g + A(v,u)g = (v,Vu-n)y—(v,f)q

onde

(v,Vu-n>:/ vVu - ndx
o



Discretizacdo da equacdo de Helmholtz (2/2)

Eq. Difusdo
e Dividindo a solucdo em uma parcela que satisfaz as condicbes
de contorno nas fronteiras de Dirichlet e a outra que é
homogénea nessas fronteiras:
Discretizagdo
Helmbotts u(x) = u™(x) + uP(x)

onde u™(0Qp) = 0 e uP(0Qp) = u(0Qp) = gp(0Qp)
Substituindo na equacdo de Helmholtz:

(VV, VUH)Q + A(Va UH)Q = <V7g/\f> - (V7 f)Q+
—(Vv,VuP)g — A(v, uP)q



Representacdo matricial
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Exemplos de matrizes elementares bidimensionais
(P =14)
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Tridngulo — base modal

Quadrildtero — base modal

Obs: Expansbes nodais geram matrizes laplacianas cheias.



Exemplos de matrizes elementares de Laplace para
tetraedros
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Montagem do sistema global

Eq. Difusio Considerando todos os elementos, e sabendo que u; = u€ e
Bruno S. f/ = E,

Carmo

[L® + AMC]i; = —(B®) T W°f,

Discretizagio Para impor continuidade C° da soluc3o entre os elementos, pré

da Eq. de .. ~ A A

Helmholtz multiplicamos por A". Usando a notac3o i, = Alig, e
representando por I' os termos de integral de superficie ndo
nulos,

ATILE + AM°JAib, = —T — AT(B)TWef,

Portanto, para resolver este sistema, é preciso inverter a matriz
de Helmholtz na forma fraca,

H=L+M=AT[L® + \ME]A,

sujeita as condicdes de contorno apropriadas.



Calculo dos termos de integral de superficie nao
nulos

Eq. Difusdo
Bruno 5 Esses termos aparecem quando temos condicdes de contorno
naturais ndo nulas. Eles sdo da forma
Discretizacdo re[n(pqr)] = / zq,VU . nC].X7 = r= ATre
da Eq. de aﬂemaQN

Helmholtz

onde n(pqr) representa o mapeamento dos indices p, g e r no
sistema de numerac3do global e 9€s as fronteiras onde
condicdes do tipo Neumann s3o especificadas.

A maioria dos elementos n3o contribui para esta integral. Para
aqueles que contribuem, a integral pode ser calculada
discretamente projetando a funcdo ga nos pontos de
quadratura e usando o jacobiano de superficie.
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Malhas utilizadas nos exemplos numéricos
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Malha e resultado — exemplo 2
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Exemplo 3d - malha e resultado
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Discretizacao temporal

Sistema de equacdes diferenciais ordinarias semidiscretas:

M8 _ g, = %g = oM~Li,

Este sistema pode ser integrado no tempo utilizando dois tipos
de métodos:

m Métodos de multiplos estagios: esquemas de Runge-Kutta
m Métodos de muiltiplos passos:
m Métodos com integracdo para frente

m métodos com diferenciacdo para tras
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Métodos de miltiplos estagios: Runge-Kutta

S3o métodos onde passos intermediarios sdo dados para obter
uma aproximacdo de maior ordem. Toda a informac3o gerada
num passo é descartada ao se avancar ao préximo passo.

Exemplo — método de Runge-Kutta de 4* ordem (RK4): Sendo
d4 — F(u, t), a integragdo numérica usando RK4 num passo de

tempo At, de u” para u"t! é&

ki = AtF(u",t")

k At
k2:AtF<Un+21,tn+2)

ko At

ks=AtF(u" 4+ =, t"+ —
3 <u -1-2, + 2)

ks = AtF (u" + ks, t" + At)



Métodos de miltiplos estagios vs. métodos de
multiplos passos

Eq. Difusdo

A m Em métodos de multiplos estagios, é necessario avaliar o

Carmo lado direito da equacao semidiscreta varias vezes num
mesmo passo de tempo. Para métodos de alta ordem, esta
€ uma operacao relativamente cara.

m Métodos de miltiplos passos usam informacdes dos passos
de tempo anteriores e ndo avancam em passos
Pt intermediarios.

temporal

m Podem ser mais eficientes do que métodos de miltiplos
estagios porque guardam e reusam informacdes de passos
de tempo anteriores.

m Métodos de miltiplos passos devem atender ao critério de
estabilidade de Dahlquist.



Critério de estabilidade de Dahlquist
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Carmo Teoremas de estabilidade de Dahlquist, que governam os
esquemas multi-passos:

Para um esquema implicito estavel de s passos, a ordem J
da aproximacdo é menor do que s + 3 para s par e menor
que s + 2 para s impar. Para um esquema explicito estavel

Sy a ordem J da aproximacao é menor do que s + 1.

N3o hd métodos multi-passos explicitos que sejam
incondicionalmente estaveis, e ndo ha métodos
multi-passos implicitos de ordem maior do que 2 que
sejam incondicionalmente estaveis.



Estabilidade de métodos multi-passos
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Carmo Considere o problema escalar onde % = Au (A < 0).
Considerando por exemplo o esquema de Euler para frente,
entdo podemos escrever
n+1 n
u™t —u
=" = 0" =1+ A"
At
Rcistizacag Neste exemplo, o esquema serd estavel se |1 + AtA| <1, o que
temporal
no plano complexo corresponde ao circulo de raio unitario
centrado em AAt = —1. Esta andlise pode ser estendida para

esquemas de alta ordem (J > 1) repetindo-a em termos dos
autovalores da matriz que opera sobre um vetor da forma
n+1 [un—',-l’ u” un—J]T_

g ey
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Métodos com integracdo para frente |

Os métodos com integracdo para frente sdo os métodos da
familia Adams. Os métodos explicitos sdo conhecidos como
métodos de Adams-Bashfort e os implicitos como métodos de
Adams-Moulton.

Os métodos com integracdo para frente baseiam-se na
integracdo no tempo da equacdo semidiscreta:

du tn+1 du tn+1
— F(u.t —dt =u"—u" = F(u, t)dt
a fwt) = T o n (u. 1)

Para calcular a integral no lado direito, aproximamos F(u, t)
por uma interpolacdo polinomial e calculamos a integral deste
polinémio.



Métodos com integracdo para frente Il
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O valor de F(u, t) calculado nos passos de tempo anteriores
sdo os pontos usados para a interpolacdo polinomial no método
explicito.

i, Para o método implicito, incluimos também o valor de F(u, t)

temporal - calculado no passo de tempo t"t1, que formar4, junto com o
termo u"*! do lado esquerdo da equacdo semidiscreta, a
matriz de coeficientes do sistema linear.
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Coeficientes dos métodos da familia Adams

J-1
un+1 —u"= (Z BanJrlQ) At
q

=0

Coeficiente | 1* ordem \ 22 ordem \ 32 ordem

Adams-Bashforth

5o 0 0 0

51 1 3/2 23/12

57 0 -1/2 -16/12

B3 0 0 5/12
Adams-Moulton

5o 1 1/2 5/12

51 0 1/2 8/12

157 0 0 -1/12

53 0 0 0
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Regides de estabilidade dos métodos com

integracdo para frente

N
%

A, At

Adams-Bashfort

AM, J=1,2,3 7
//// Stable
\\\ Unstable

-6 -4 -2
A, At

Adams-Moulton

Matrizes simétricas, como é o caso de M, L e M~1L geradas
por formulacdo de Galerkin, tém todos os autovalores reais

puros.



Métodos com diferenciacdo para tras |

Eq. Difusdo

Bruno S.
Carmo

d
Relembrando a eq. diferencial: d—l: = F(u, t)

Nestes métodos, a funciao u é aproximada por uma

interpolacdo polinomial feita a partir dos valores da funcdo em

passos de tempo anteriores e no passo de tempo futuro. A
Diccretizacio derivada %nﬂ é ent3o aproximada pela derivada deste

temporal polindmio no instante de tempo t"+1.

O resultado é uma expressdo do tipo:

n+1 J-1 n—
Tou™ — 3 G—0 aqu” 1 _ il
At ’

que é um esquema implicito.
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Métodos com diferenciacdo para tras Il

Um esquema explicito pode ser construido aproximando o
termo F"*1 por uma extrapolacdo polinomial do valor deste
termo em passos de tempo anteriores.

J-1

Fn+1 ~ Z Banfq

q=0
Os coeficientes do método s3o:

Coeficiente | 1* ordem | 22 ordem | 3% ordem
Yo 1 3/2 11/6
ag 1 2 3
o 0 -1/2 -3/2
o) 0 0 1/3
Bo 1 2 3
51 0 -1 -3
B 0 0 1




Regides de estabilidade dos métodos com
diferenciacdo para tras
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SE, J=1,2,3 e SI, J=12,3
N \\\\ Unstable

L 777/ siable

Discretiza¢do
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Espectro do operador Laplaciano fraco
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. da 1y A _
e —£ =ML, =Q'AQ
dt
Pré-multiplicando por Q e fazendo v, = Qi :
dv R
—£ = AV,
dt
que é um sistema desacoplado de EDOs.
Espectro do
d .. , . ~ .
Lonlaciano Portanto a estabilidade do método de integracdo no tempo vai

fraco

depender o maior autovalor do operador, Amax.

Os exemplos a seguir mostram que o maior autovalor escala
com O(P*%).
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