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Lista de Exercicios 4

1. Faga a secao 3.2 do tutorial de integracao, disponivel em http://doc.nektar.info/
tutorials/latest/fundamentals/integration/fundamentals-integration.html.

2. Usando o Nektar+-+:

a) Integre numericamente u(&;, &) = [€1]% X [£]® no dominio padrao quadrangular, ou seja,
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usando a quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre em ambas as direcoes, & e &, com
Q@ =4,5¢6.

b) Integre numericamente u(&1, &) = [€1]% X [£2]® no dominio padrao triangular, ou seja,
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onde 7 = 2(1 +&)/(1 — &) — 1 e ny = &, usando a quadratura de Gauss—Lobatto—
Legendre na diregao 7, e e a quadratura de Gauss—Radau-Legendre (incluindo o ponto
ne = —1) na dire¢ao 7y, com @ = 4, 5 e 6. Note que o fator (1 — 1,)/2 poderia também
ser incorporado na integragao usando a quadratura de Gauss—Radau—Jacobi—(1,0).

c) Considere um elemento quadrilateral de lados retos genérico, ¢, cujos vértices sao
(21, 23) = (0,0), («,27) = (1,0), (2f,2§) = (2,1) e («7,2’) = (0,1). Integre nu-
mericamente u(zy, To) = [21]% X [22]%, isto &,
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usando quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre em ambas as direcoes, & e &, com
Q) = 4,5e6. Serad necessario determinar o mapeamento local y;(&;,&) e calcular o
seu jacobiano. Para este caso o jacobiano pode ser calculado analiticamente ou nume-
ricamente usando as técnicas de diferenciagao discutidas. Note também que u(&1, &) =

[X1(&1, €))% X [xa(&1, €2)]°

d) Considere um elemento triangular de lados retos genérico, ¢, com vértices (x4, z45) =

(1,0), (zB,28) = (2,1) e (2{,2§) = (1,1). Integre numericamente u(xy,zs) = [11]® x
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usando a quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre na direcao 1; e e a quadratura de
Gauss—Radau—Legendre (incluindo o ponto 7, = —1) na dire¢ao 72, com @) = 4, 5 e 6.
Como no item anterior, sera necessario determinar o mapeamento local x; (&1, &) e calcular
0 seu jacobiano.

e) Usando os dominios elementares definidos nos itens c¢) e d), calcule Z = fQ sen xrj sen ry dx
para 2 < () < 8 e plote o erro, €, entre a solugao exata e a aproximada numérica em funcao
de @ num grafico monolog. Espera-se que o erro seja proporcional a C%, onde C' é uma
constante, e portanto que o grafico tragado se aproxime de uma reta.

3. Construa a matriz de massa elementar, M€, para uma expansao modal C° definida num
quadrilatero, ¢p(&1,&2) = ¥5(&1)Y5(&2) de ordem P = P, = P. Comece gerando um vetor
contendo cada um dos componentes das bases tensoriais unidimensionais, 15 (£1) e ¥7(&2), ava-
liados num conjunto de pontos discretos, £;; e §»;. Tipicamente, s6 é necessario calcular o valor
da aproximagao nos pontos de quadratura. Como a ordem do polinémio é a mesma em ambas
ass diregoes, podemos também fixar a ordem da quadratura em ambas as direcoes e fazé-la
iguala a ()1 = Q2 = @ Dependendo do tipo de regra de quadratura de Gauss adotada, podemos
definir () de modo que a integral calculada seja exata.Por exemplo, se utilizarmos integragao de
Gauss—Lobatto-Legendre, ao escolhermos () = P + 2 faremos com que cada um dos elementos
da matriz elementar de massa seja integrada de forma exata. Definimos entao dois vetores
bidimensionais basel[p][i] e base2[q][j] para 0 < p,q < P,0 < 1i,7 < @ tal que,

basel[p][i] = 1y (&),
base2[q][j] = Vg (€25)-

Se usarmos a mesma regra de quadratura em ambas as diregoes, entao os dois vetores basel[p]|i]
e base2[q][j] serao idénticos e somente um deles precisa ser definido. A matriz de massa pode
ser entao gerada da seguinte formas:
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onde w[i] = w?’o e wlj| = w?’o sdo os pesos de quadratura. Na operacao acima, n(p,q) e

m(r, s) denotam um mapeamento de um par de indices unidimensionais (p,q) e (r,s) para
uma numeragao simples e tnica que representa a localizagao de cada modo bidimensional na
matriz M. Ha muitas maneiras de numerar os modos e um esquema bastante direto pode ser



construido com as expressoes:
n(p,q) =p < (P+1)+q, m(r,s) =r x (P+1)+s.

Um esquema alternativo, também bastante comum, consiste em numerar os modos de fronteira
antes dos modos de interior.

a) Construa a matriz de massa bidimensional M¢ de N,, = (P + 1)? elementos para P = 7,
@Q = 9 utilizando a base modal C° e plote a estrutura da matriz.

b) Construa a matriz de massa M¢® para a base ortogonal utilizando polinémios de Legendre,
com P =17, =9. Lembre-se que este exercicio deve resultar uma matriz diagonal.

c) Construa a matriz de massa para a base nodal (que utiliza polinomios de Lagrange)
Opg(€1,62) = hy(&1)hy(§2). Neste caso a matriz serda ‘discretamente’ ortogonal quando
Q = P + 1. Para observar esta caracteristica, gere a matriz para P=7, Q) =9e P =17,

Q=5.

4. Construa a matriz de massa elementar, M¢, para uma expansao modal C? definida num
triangulo, ¢pe(&1, &) = V& (n)Yh,(n2). Usando o sistema de coordenadas colapsado, esta matriz
pode ser calculada da seguinte forma:
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Utilizando o tipo de quadratura de Gauss—Jacobi apropriado para absorver o fator (1 — 1y)/2
nos pesos da quadratura, obtemos os zeros, fil ¢ pesos wil Y Assim como no exercicios anterior,

calculamos dois vetores, basel[p][q] e base2[p|[q][j], para 0 < p,q < P, 0 <i,j < @, tal que

basel[p][i] = v; (&1}"),
base2[p](q][j] = ¥p, (&))-
Lembre-se que o vetor base2[p|[q][j] ndo precisa ter todos os elementos porque somente alguns

dos seus componentes sdo necessarios para calcular bases completas ¢pq(&1,82) = V5 () Zq(ng).
Tendo construidos os vetores basel[p|[i] e base2[p]|[q][j], podemos construir a matriz de massa,

Mty it o)) = [ vsnyentondn x [ oot ) (S5 ) doe =
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, 0,0 , 1,0 : ~ . .
onde w;li] = w;" e wy[j] = w;" /2. Diferentemente do caso da expansao em quadrilatero, nao



existe uma forma fechada de obter uma relagdo entre os indices n(p,q) e m(r,s). E também
necessario ter atencao na forma especial de considerar a contribuicao do vértice colapsado.

a)

b)

Construa a matriz de massa bidimensional M€ de N,,, = (P + 1)(P +2)/2 elementos para
P =14, Q = 16 e plote a estrutura da matriz. E preciso construir o codigo de forma que
os indices ¢ e s corram em lagos mais internos do que os indices p e r para que a matriz
tenha uma estrutura semi-ortogonal.

Construa a matriz de massa M€ para a base ortogonal utilizando polinémios de Legendre,
bpg(&1,62) = ¥p(m) Zq(ng) com P = 14, Q = 16. Lembre-se que este exercicio deve
resultar uma matriz diagonal.

5. Faga a secao 3.2 do tutorial de diferenciagao, disponivel em http://doc.nektar.info/
tutorials/latest/fundamentals/differentiation/fundamentals-differentiation.

htmll

6. Com o Nektar++, construa a matriz de diferenciacao unidimensional para os zeros da regra
de quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre, D[i][j]. Utilizando esta matriz,

a)

Calcule a derivada da funcao u(&;, &) = [&1]7 X [€2]° na regido padrao quadrilateral usando
os pontos da quadratura de Gauss-Lobatto-Legendre &;;, &5, isto €,

ou R
a—&(fm&g [€251° Z DIi][k](1x)" = T[€2:]® x [£55]°,
ou @l
0—62(511‘,523 [€ul” Z DIi][k](€2x)® = [€1]" x 6[&55]°.

Use Q1 = Q)2 =6, 7, 8 e 9 e verifique quantos pontos de quadratura sao necesséarios para
que se tenha uma resposta exata dentro da precisao numérica do computador.

Calcule a derivada da funcao u(&y, &) = [£1]7 x [£]° na regido padrao triangular usando os
pontos da quadratura de Gauss—Lobatto-Legendre na diregao &; e os pontos da quadratura
de Gauss—Radau—Legendre na direcao &. Este item é similar ao anterior, mas aqui é
preciso diferenciar com relagdo ao sistema de coordenadas local colapsado (ny,72) ao
invés do sistema de coordenadas cartesiano, e aplicar a regra da cadeia, isto é,
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Use Q1 = (Y2 =6, 7, 8 ¢ 9 e verifique quantos pontos de quadratura sao necessarios para
que se tenha uma resposta exata dentro da precisao numérica do computador.

Considere um elemento quadrilateral de lados retos Q¢ cujos vértices sao (24, 25') = (0,0),
(xf,xQB) (1,0), (z§,29) = (2,1) e (zP,2D) = (0,1). Definindo um mapeamento linear

= xi(&) e usando a regra da cadeia, calcule Ou/0dx; e Ou/0z, nos pontos de quadratura
de Q¢ sendo u(xy,z2) = [21]” X [22]®. Avalie o erro no calculo numérico das derivadas
parciais para ()1 = Q3 =6, 7, 8 ¢ 9.
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d) Repita o item anterior para um elemento triangular de lados retos, ¢, cujos vértices sao
(21, 23) = (1,0), (27, 2)) = (2,1) e (2f,2f) = (1, 1).

e) Para o elemento quadrilateral do item c) e para o elemento triangular do item d) calcule

d d
I = —/ — cos(x1 + x2) + — cos(xy + x2) | dx
dx T dx X2

para 2 < () < 8 e trace um grafico monolog do erro desta integral em funcao de Q.

7. A matriz laplaciana elementar L¢ é definida da seguinte forma:
Lé[m(pg)][n(rs)l = | Vp - Vs dx,
Qe

L* = (D3, B*) W*Ds, B* + (D}, B*) W*D:, B,
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a) Gere a matriz laplaciana elementar L para o elemento padrao quadrangular {)y usando
a expansao modal modificada C; ¢,, = Ypbg com Py = Py = 14 e pontos de quadratura
suficientes para integragao exata. Monte a matriz de forma que os graus de liberdade do
contorno estejam listados primeiro, seguidos pelos graus de liberdade do interior. Plote a
estrutura da matriz.

onde

Utilizando o Nektar-+-:

b) Gere a matriz laplaciana elementar L¢ para o elemento padrao triangular g usando a
expansao modal modificada C°; ¢, = @Dgz/)gq com P, = P, = 14 e pontos de quadratura
suficientes para integragao exata. Monte a matriz de forma que os graus de liberdade do
contorno estejam listados primeiro, seguidos pelos graus de liberdade do interior. Plote a
estrutura da matriz.



