Prof. Bruno S. Carmo

Programa de Pés-Graduagdo em Engenharia Mecénica
Escola Politécnica da Universidade de S3o Paulo

2017




Sumario |

MultiD: Op. Introducdo

Elem.

B. S. Carmo

Integracdo em Qg

Diferenciacao em Qg

Operacdes em elementos de forma qualquer

Calculo discreto do Jacobiano de superficie

I Projecdes e transformacdes elementares

Fatoracdo de soma em operacdes com produto de tensores

B Apéndice: féormulas de integracdo de Gauss—Jacobi



Introducdo

MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo Para as operacdes elementares, continuaremos trabalhando na

Introducio regido padrdo Q.
Formulacdo de Galerkin para o operador Laplaciano:
(Vo1 96) = [ Vor-Voydx= [ Vo Veude
Qe Qs
onde J é o Jacobiano da transformacdo de coordenadas.
Portanto, precisamos saber como integrar em Q;, diferenciar

em Qg e realizar a transformacdo de coordenadas necessaria
para ir de Qg a Q¢ e de Q° a Q.



Integracdo em : Quadrilateros

Multio: op.  Relembrando quadratura de Gauss:

Elem.

B. S. Carmo

1 Q-1
/1 u()de = 3 wiu(&) + R(u),
- i=0

Int. em Qg

Para quadrilateros:

1 1
/Q2 u(&1,82) d61dé> = /_1 [/1 u(81,82)le, dﬁz] dé,

Q-1 Q-1
/Qz u(6r, &) derdés ~ > w; {Z V‘/j“(fli,&j)] =

i=0 =0
@1—1

= > wif (&)

i=0



Para hexaedros:

/Q Ul €. 6) dérdezdes

Q-1 Q-1 Q3—1
> wi { > w [Z WkU($1i>€21,§3k)]}



Integracdo em () : elementos ndo estruturados
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B. S. Carmo

m Para elementos n3o estruturados, a integragdo usando
coordenadas cartesianas envolve limites n3o constantes.

Int. em Qg

m Para lidar com isso, fazemos uma transformacio de
coordenadas para o sistema colapsado apropriado, de
forma que a integral tenha limites constantes.

m O preco a se pagar é o calculo do Jacobiano, que
entretanto é incorporado a quadratura utilizada como
veremos a seguir.



Integracdo em Qg Tridngulos |

MultiD: Op. 1 &
B. SE"ecn;mo /7? u(&1, &2) d6rdéa = / / u(&1,&2)déidé =

= / / u(m,n2) e, &) dnydn,
Int. em Qg (7] m )

0(&1,&2)/0(m, m2) € a matriz Jacobiana da transformagdo de
coordenadas cartesianas para o sistema colapsado, cujo
determinante é
’3(51,52) 1
8(771’ 772) 2

Portanto:

Lo 11 R 1— 1,
/I/IU(m,nz) 5 dmdip = > wi | Y wiu(mima) 5
T J

i=0 j=0

|
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Int. em Qg

Integracdo em Qg Tridngulos Il

Um jeito vantajoso de calcular esta integral é utilizar a regra de
Gauss-Jacobil®, que é mais geral que a regra de Gauss, pois
inclui um fator (1 — &)?(1 — €)? no integrando:

1
/(1—5) (1+ &) u(e)de = Zwaﬁ

-1

onde w®¥ e ff"ﬁ s30 0s pesos e zeros correspondentes 3
escolha dos expoentes « e 3.

'Veja no apéndice as férmulas dos zeros e pesos desta regra.
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Int. em Qg

Integracdo em Q: Tridngulos Il

Podemos incluir o termo do Jacobiano (1 — 72)/2 diretamente
nos pesos da quadratura se tomarmos o =1, § = 0:

vt 1—m R 0,0 R 1,0
//U(Th,ﬁz) > dpdne = > w7 | > W uln, maj)
-1/-1 i=0 j=0
onde
1,0
~10 _ )
;o2

Portanto, o uso da quadratura de Gauss-Jacobi neste caso
envolve menos pontos de quadratura que a quadratura de
Gauss-Legendre, obtendo a mesma acurécia.



Integracdo em Qg Tridngulos IV

SIS O Na integracdo de uma regido triangular, normalmente
em. .- . . .~ . ~ . .
. c utilizamos a distribuicdo de Radau na dire¢do 7, (incluindo o
. . armo
ponto 72 = —1) pois assim evitamos o célculo de qualquer

informagdo no vértice colapsado (n1,72) = (—1,1). Embora
calcular o valor da aproximac3o neste vértice ndo seja um
problema, calcular a derivada da aproximac3o é.

Int. em Qg

A
ol
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Int. em Qg

Integracdo em Qg Tetraedros |
Regido de integrac3o:
TP={-1<6,6%8&, G+&L+ &< -1}

Sistema de coordenadas colapsado:

201+ &) _2(1+&) _
1—ﬂ—17 2 = 1- & 1, n3=2_&.

Integral:

1 1 el
/T3 u(é1,82,&3) d&1déadés = /1 /1 /1 u(n1, n2,m3)J dnrdnadns

_l-m(1-m 2
2 2

Jacobiano:

J= ‘ 8(&1752753)
8(77177727 773)
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Int. em Qg

Integracdo em () : Tetraedros Il

Usamos regra de integragdo de Gauss—Jacobi com o« =0, =0
e pontos de Lobatto na direcdo 71; o =1, § = 0 e pontos de
Radau (incluindo 7, = —1) na diregdo my e a =2, f=0¢e
pontos de Radau (incluindo 173 = —1) na dire¢do 13. Com isso,
excluimos dos pontos de quadratura os vértices

(£1,82,83) =(-1,-1,1) e (&1,62,&3) = (—1,1,—1) e a aresta

que os Iiga.

1 —m (1—-m)\?
u(m1, 172, 1m3) 5 > dnydndns

Q1—-1Q>-1Q3—-1

Z Z Z ,,71’ 77]21 777§k0) OOﬁ/JlO 50

i=0 =0 /=0

onde



. Integracdo em (): Tetraedros Il




Integracdo em Q: Prismas

MultiD: Op. .
“Elem. _ Sistema de coordenadas colapsado:
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2(1
m = (1;'_&.&;) - 1) €2> €3‘

Int. em Qg

Integral:
1 1 1
_ I/
/ / / u(7r, £2,&3) dnrdé>dés
—1J-1J-1
Q1—-1Q2—-1Qs3-1 10 Lo
=D > Dl & &)W w
i=0 =0 i=0
onde
1,0
~1,0 Wi



Integracdo em g Pirdmides

MultiD: Op.

Elon, Sistema de coordenadas colapsado:
B. S. Carmo
WZLlJF&)—l 772272(1+§2)—1 m =&
1-& ’ 1-& ’
Int. em Qg
Integral:
1,1 pl 2
_ 1—m3 _
/ / / u(m1,m2,M3) =B dprdipdns
1J-1J-1 2
Q1—-1Qx-1Q3—-1
0,0 20 0,0 0,0~20
Z Z Z u(m; 77721”73k)W Wi W
i=0 =0 =0
onde
W2,0
V’\Vi70 — k



Diferenciacdo em € |

MuliD: Op- Regra da cadeia:
u_0udh  0ude | Oudg

6X1 N 861 6x1 6&2 8X1 (3{3 8X1
Dif. em Qg

As derivadas das coordenadas locais & em relacio as
coordenadas fisicas x serdo estudadas adiante, quando
tratarmos do mapeamento paramétrico.

Relembrando a representacdo de uma expansio modal com
polindmios de Lagrange de mesma ordem

p=0

P
W) = a6p(8) = uphp(€)
p=0



Diferenciacdo em Qg |l
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o e Como hi(&) = 6, entdio u, = u’(&p). Esta propriedade de

“colocacdo” pode ser utilizada também na descricdo da
derivada,

Dif. em Qg P

5 P
- () = uphp(©)
p=0

Este resultado & bastante significativo para o célculo de termos
ndo lineares como aqueles da equacio de Navier—Stokes.



Diferenciacdo em Qg Il

MultiD: Op.
Elem. 5 8U5 P
B. S. Carmo u (El)aig(fl) = Z Uphp(fi)
p=0
p
Dif. em Qg = Z Uphp(fi)
p=0

/
= uju;

pOiS hp(f,') = 5p,' e hq(g,') = 5q,'.

Oh
Z Uqaig(fi)

q=0

Z U;hq(@)

q=0

E necessario atentar ao fato de que o produto u®(£)du® /OE(€)
€ um polindmio de ordem 2P — 1, e portanto ndo pode ser
representado exatamente por um polinémio de Lagrange de
ordem P, embora os valores de u,uj, sejam idénticos aos valores

de Ué(fp)aué/af(fp)-



Diferenciacdo em €: Quadrilateros |

MultiD: Op.
Elem. P1 P> @Q1—-1Qx—-1
B. S. Carmo 61 52 Z Z “pq@bpq 51’ 62 Z Z quhp (52)7
p=0 g=0 p=0 g=0
onde
Dif. em Qq¢

qu = U6(§1P7€2q)7 Ql < P17 Q2 < P27

e &1p € &g sdo tipicamente os zeros de uma determinada
quadratura de Gauss. A avaliagdo de upq a partir de dpq € uma
transformacdo para trés.

A derivada parcial em relagdo a & é, portanto,

P1 P

85 (51752 Zzupq fl)h (&2).

p=0 g=0



Diferenciacdo em €: Quadrilateros

MultiD: Op.

Elem. Esta é uma operagdo de ordem O(P?). Entretanto, se
B.S. Carme  avaliarmos o valor da derivada num né (&17,&»/), a operagdo
passa a ser O(P), pois hq(&2j) = dgj, OU seja,
Dif. em Qg

ou’ P1 P>
8721(51:'3521 ZZ [qu dé; fl/ :| Zupj dé; 51/

p=0 g=0

Portanto, o custo de calcular as derivadas em O(P?) pontos de
quadratura & O(P3). A derivada parcial em relagdo a & é
calculada de forma similar, chegando a

ou®
§ 51/7521 Zu’qdé“ 521



Diferenciacdo em € Triangulos |

MultiD: Op.
Elem.
- P1 P Q—-1Qx—-1
B. S. Carmo
(61752 g § qu¢pq 771a772 § E upq 772)
p=0 g=0 p=0 g=0
Dif. em Qg onde

14+&
Upg = U6(771p7772q)7 m= 21 S -1, m==%&.

Aplicando a regra da cadeia:

o > o
061 _ 1—mom
) Lm0 0

- - _|_ I
&> L—n0n O



Diferenciacdo em €g;: Tridngulos I

MultiD: Op.
Elem.
B.s. Carmo Ag derivadas em relacdo ao sistema colapsado sdo calculadas da
mesma forma que para quadrilateros:
Dif. em Qg¢ 8U5

877 7711; 7721 Z Upj 771/

ou ” dhq
8772(771:, 772_/) - qZ:O U/q%(n@)-

E possivel sim calcular a derivada no vértice colapsado, mas se
evita o trabalho usando pontos de quadratura de Gauss—Radau.



Diferenciacdo em € ;: Hexaedros |
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Dif. em Qut 51’62 &) = ZZZ Upqr P(gl CI(§2) r(€3),

p=0qg=0 r=0
A derivada parcial em relacdo a & é:

Py Py P3

B 1
37;(51752753 ZZZUqudé (€1)hq(&2)hr(&3),

p=0qg=0 r=0



Diferenciacdo em € ;: Hexaedros Il

MultiD: Op. . . L P
Elem. Quando avaliamos essas derivadas nos nés do polinémio de
B. S. Carmo Lagrange:

oud 2L dhy
o 9 (&1, &), &3k) = pz:% UpjkE(fli):
du’ P2 dn
8?2 (&1, &), &3k) = qZ:o UiqkTé’(fzj)y
ou® P dh,
96 (&1, &2), &3k) = ; Uijr@(fak)-

Portanto, calcular as derivadas em O(P3) pontos é uma
operagio de ordem O(P%).
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Dif. em Qg

Diferenciacdo em € ;: Tetraedros

Para os elementos n3o estruturados, deve-se utilizar a regra da
cadeia.

0 s

0&1 (1 —=m2)(1 —m3) Om

o || im0 2 o

0 | | O—m)1—-m)om 1—mon

o 2itm) 0 1im o 0

083 (1—m)A=m)0n 1—-n3dnp O3
onde

21+ &) 1 ~2(1+ &)

— T s s b - _17 = )
S ™= m =&



@B
f

[

{

@

!

MultiD: Op.
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9
961
Dif. em Qg i —
2
9
0&3
onde
_ 1+&
1=2
"

-1, m=2

E{_j
b : .. oA
é( | Diferenciacdo em Q: Pirdmides

2 0
1—n3 0t
2 0
1—n30n2
1+ 8 | 1+m &
1L—m30m  1—m30n

1+ &

-1
1-&3

s

n3 = &3.



Diferenciacdo em €2: Prismas

MultiD: Op.
Elem.
B. S. Carmo a 2 a
&1 1—mn30n1
o9 (_] 92
Dif. em Qu & B &2
9 L+m o 9
0&3 1—m0m 0
onde 14¢
— 1 —
m —21_53 L, m3=4&.

Utilizamos integracdo de Gauss-Radau nas direcBes 15 e 13 para
tetraedros e na direcdo 13 para prismas e pirdmides.



Operacées em elementos de forma qualquer:
Mapeamento

MultiD: Op.
Elem.
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Mapeamento em duas dimensdes:
Mapeamento X]- = Xf(é.l? 52)7 X2 = X§(§17 €2)

Em trés dimensdes:

x1 = X1(61,€2,83), x2 = x5(£1,€2,8), x3 = x5(&1,2,&3)
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Mapeamento

Mapeamento elementar para elementos de lados
retos: Quadrilateros

Se o elemento tiver lados retos, apenas informacées sobre os
vértices sdo necessarias. O mapeamento pode ser construido
utilizando-se os modos de vértice.

Mapeamento bilinear:

Aal—&1-86  pgl+&1-6

1-41 1 1
+xD 1146 XC +& +§27 =12
2 2 2 2

E importante garantir que o Jacobiano do mapeamento & nio
nulo e de mesmo sinal do mapeamento. Para este

mapeamentos, isto significa que todos os angulos tém que ser
menores do que 180°, ou seja, que o quadrilatero seja convexo.



Mapeamento elementar para elementos de lados
retos: Tridngulos

MultiD: Op.
Elem.
52 ST Sendo C o vértice colapsado, utilizando o sistema colapsado de
coordenadas:
1—-m1-—
e A m 2
Mapeamento Xi = Xi (7717 772) - Xi 2 2 +
I+ml—mn L+m .
B c
X > Xy = 1,2
ou utilizando o sistema de coordenadas cartesiano:
—& — 1+ 1+ .
xi = X;(€1,62) = XiA 2 & +xB & +Xic <2 =12

2 o2 2 7 ’
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Mapeamento

Mapeamento paramétrico para elementos com lados

curvilineares |

O mapeamento para elementos de lados retilineos poderia ser
escrito na forma:

Pr P
51752 Z Z qQSPq 51762)
p=0 pq=0
onde, para quadrilteros, ¢pq = ¥5(£1)15(62) e =0, exceto

para os modos de vértice que tém os valores
i _ A i _ B s . C i _ D
X00 = Xi s Xpo = Xis Xpp, =Xis Xop, = Xi -
A construcdo de um mapeamento baseado nos modos da

expans3o pode ser estendido para incluir elementos de lados
curvos usando o que chamamos de mapeamento isoparamétrico.



Mapeamento paramétrico para elementos com lados
curvilineares ||

MultiD: Op.
Elem.

5 s came  Usar esta técnica significa que a geometria é representada por
uma expansdo de mesma forma e grau polinomial utilizada para
o célculo do problema em si.

Tipicamente, necessitamos de uma definicio do mapeamento
da forma de cada aresta em termos das coordenadas locais,

A B C D S

(&), £ (&2), £5(&1) e £7(&2). A defini¢do deste
mapeamento pode ser considerada como parte do procedimento
de geracdo de malha, discutido adiante.

Mapeamento

P
FAG) ~ D A&, Dby Z Kn0tp(&1).
p=0



Integracdo em elementos de formato geral |

MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo Em duas dimensdes:
/ u(, x2) dxydg = / u(€1, )| op| dérd,
€ Qst

Mapeamento  onde J,p & a matriz jacobiana em duas dimensdes, devida a
transformacdo de coordenadas.
6X1 8X1

%1 02 oade  Ouda
Ox 0% | 96, 0¢, 06 0
0&1 08

Jop =
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Mapeamento

Integracdo em elementos de formato geral |l

Para elementos bidimensionais de lados retos, os Jacobianos de
elementos triangulares e de quadrilateros paralelogramos sio
constantes. Para os outros casos, o Jacobiano pode ser
calculado e armazenado nos pontos de quadratura. Isso equivale
a representar o Jacobiano como uma funcio polinomial e pode
portanto aumentar a ordem do polindmio do integrando.

Notamos também que a integracdo num elemento triangular
envolve duas transformagdes, (x1,x2) — (£1,&2) e

(&1,&2) — (m1,7m2). Entretanto, a segunda transformagdo,
(&1,&2) — (m1,m2), pode ser absorvida inteiramente nos pesos
da quadratura, conforme discutido anteriormente.



Diferenciacdo em elementos de formato geral |

MultiD: Op.
Elem.

B.S. Carmo Regra da cadeia:

9 8 & 0 O
oo || mon T anoe

Mapeamento N i N % i % i
aXQ aXQ 8f 1 8X2 852

Para uma funcdo geral de duas variaveis, u(&1,&2), a variagdo
total é dada por

0 0
uld§1 + id&-

du(1,62) = %6 96
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Ox
081
O0xo

[ Xm ]
dX2 N _ <
&1

que pode ser invertido, obtendo:

d§1 1
de, | M

Mapeamento

0%
062

B O0xo

o6

Diferenciacdo em elementos de formato geral Il

Substituindo u(&1,£2) por x1 = x1(&1,£2) € x2 = x2(&1, &2):

Ox
062 { d&y ]
6X2 dé—
= 2
062
_Ox
agz Xm
(9X1 dX2

%
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Mapeamento

Diferenciacdo em elementos de formato geral Il

Entretanto, como o mapeamento deve ser um-para-um e ter

inversa &1 = (x1) Y (x1, x2) e & = (x2) " Y(x1, x2), podemos
aplicar diretamente a regra da cadeia a & e &:

061 06
A || o ox dxy
d£2 @ % dX2
8X1 6X2

Igualando as duas expressdes:

851 1 aXQ (951 1 (9X1 852 1 6><2 862 1 8x1

Ox1 [J]0& Oxp 0% x| 0& Oxa || 0&

Isso permite o calculo do operador gradiente pois todas as
derivadas parciais s3o expressas em termos de derivadas de & e

&2



Calculo discreto do Jacobiano de superficie
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.S Came  Necessario por conta do calculo de integrais da forma:

Nel

(v,en) 2/ vgn dS = Z/ vegn dS®
o0 = Joay noas

Jac. superf.

que aparecem para operadores Laplacianos na formulacdo de
Galerkin, como termos forcantes (RHS) do sistema.

Esta integral pode ser calculada como uma série de integrais de
linha (em 2d) ou superficie (em 3d), que sera feita na regido
padrdo e portanto necessitara de um Jacobiano, que
chamaremos de Jacobiano de superficie.



Jacobiano de superficie de um elemento 2d |

MuliD: Op.  Integral de linha:
Elem. b
B. S. Carmo / f(X]_,X2)dS
a
onde ds = /(dx1)? + (dx2)? & o comprimento diferencial.

Para cada um dos elementos na fronteira,

Jac. superf.

x1 = Xx1(&1,62), x2 =x35(£1,&2)

entdo uma mudanca diferencial em &; e & pode ser descrita,
usando a regra da cadeia, por

axl axl
d —d
X1 96, &1+ %, dé2
dxp = aX2d€1 8X2 dé2

&1 06
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Jac. superf.

Jacobiano de superficie de um elemento 2d Il

Ao longo de fronteira de qualquer elemento, a aresta é
completamente parametrizada por & ou &, pois a outra
coordenada local é constante com valor 1 ou —1. Usando como
exemplo a aresta para a qual & = —1:

ds = 4/(dx1)? + (dx2)? =

2
%] 2 9xa
(551 @:—1) (e + (351

2
(d&1)2.
Er=—1
Entdo podemos escrever:

_ 1 8X1 8X2
/mensf(xl,xz)ds—/_ (51@2)\/(861) + (851) dé,

que pode ser calculada usando a quadratura de Gauss padrio.




Jacobiano de superficie de um elemento 3d |

MukiD: Op.  Integral de superficie:

Elem.

B. S. Carmo

/ f(X17X27X3)dS.
o0

A superficie bidimensional pode ser parametrizada por duas
coordenadas locais, enquanto a terceira é constante e igual a 1
Jac. superf. ou —1. Considerando &3 = —1,

X1 :Xf(glvééa_l)’ X2 :X§(§17£2a_1)7 X3 :X§(§17€27_1)'

Uma mudanga na posicdo da superficie dx = [dxy, dxo, dx3] T &
dada por

dx = 8& dé1 + 52 déa,

onde Ox/0&; e Ox/0&, sdo vetores tangentes as linhas de &7 e
&> constantes, respectivamente.



Jacobiano de superficie de um elemento 3d Il

MultiD: Op.
Elem.

8.8 Crme Portanto, ao longo de uma linha de & constante a mudanca do

comprimento diferencial dl¢, devido & uma mudanga diferencial
em & é

- % -
23!
aX N 8X2
| d&= %, déy
8X3

L 9

Jac. superf.




Jacobiano de superficie de um elemento 3d Il

MultiD: Op.
Elem.
B.s.Crme Analogamente, ao longo de uma linha de &; constante a
mudanga do comprimento diferencial dl¢, devido a uma
mudanca diferencial em &, é
Jac. superf. [ % 1
92
ox 8X2
dle, = —| d&=| = | d&
S Ll o
8X3
L 08 |




Jacobiano de superficie de um elemento 3d IV

MultiD: Op.
Elem.

5 s come  Como dlg,; e dlg, ndo sdo necessariamente ortogonais, a area
diferencial dS e dada por

S = [dlg,lidle, | sen 6 = [dlg, x dlg, | = |- 2% x 2%

06 0%

dé1d&o.

Jac. superf. PortantO

/ f(x1,x2,x3)dS =
09 00

[ [ e |2 22

que pode ser avaliada usando a quadratura de Gauss.

d§1d§27




Projecdes e transformacdes elementares

MultiD: Op. - . -
Elem. Representacdo da aproximac3o:
B. S. Carmo
Np—1 Np—1
1 ~ N
u (X) = Z Umﬁbm(g) = Z qur¢pqr(£)a x € Q°.
m=0 m(pqr)=0

onde m(pgqr) representa a conexdo entre os indices tensoriais p,
g e r e um indice m global. Em analogia com a transformada
Proj. & . . .
L | de Fourier, nos referimos a u%(x) como a variavel no espaco
fisico e 0m e {pqr como a variavel no espago transformado.

m Espaco fisico — espaco transformado: transformacio para
frente;

m Espaco transformado — espaco fisico: transformacdo para
tras.



Notacdo matricial e vetorial |

SIS O Notacdo introduzida para simplificar o uso de indices. Note que

em. . . .

o e nem sempre & necessario ou vantajoso do ponto de vista

. . armo

computacional construir as matrizes explicitamente,
principalmente quando se trabalha com bases tensoriais.
Vetores u e (i

Proj. & U[m] - U(Sm),

Trans.

(ndo estamos utilizando mais o superscrito d para simplificar.)
u[m(ijk)] = u(&1i, &), E3k),

onde m(ijk) =i+j- Q1+ k- Q1- Q2, com
0<i<@—-1,0<<@Q—-1,0<k<Q@3—1. Por
convencdo, i (£1) roda primeiro, seguido de j (£2) e finalmente

k (&3).



Notacdo matricial e vetorial |l

a[m] = dm, = G[m(pqgr)] = dpqr,
onde, para uma expansdo ortogonal num hexaedro,
m(pgr) =r+ q(P>+ 1)+ p(P> + 1)(P3 + 1), com
0<r<P;,0<qg< P, 0<p<Py. Por convencio, r roda
primeiro, seguido de g e finalmente p. Esta ordenacio se
mostra vantajosa para bases tensoriais, pois aproveita a
ortogonalidade parcial das expansdes tensoriais generalizadas
(elementos n3o estruturados).

Para uma expans3o ortogonal numa regido triangular,
bpg = gzﬁl";(m)d)gq(nz), de ordem P, Ps, o sistema de indices
pode ser definido da seguinte forma:
p(2P2 +1 —p)
2
onde 0 < p,q, p< P, p+q< P, PL< P

m(pq) = q +



Notacdo matricial e vetorial [l

MultiD: Op.
Elem.

Para expansdes tensoriais modificadas, ndo ha uma forma
“close-pack” de m(pgr) devido a introdugdo dos modos de
fronteira, entdo ndo ha como definir m(pgr) de forma analitica.
O que é feito ent3o & ordenar os modos de forma consecutiva,
colocando primeiro os modos de vértice, seguidos pelos modos
de face e finalmente os modos de interior, e deixamos que r rode
primeiro, seguido de g e ent3o p para cada grupo de modos.

B. S. Carmo

Proj. &
Trans.




Notacdo matricial e vetorial IV

MultiD: Op.

Elem. Matrizes de peso e de base: W e B
B. S. Carmo
W é uma matriz diagonal que contém os pesos da quadratura
de Gauss multiplicado pelo Jacobiano nos pontos de
quadratura, e é definida de forma a ser consistente com u
calculado no conjunto de pontos de quadraturas.
B Sendo Jjj o valor do jacobiano J(&17, &2), &3k):

Trans.

W[m(ijk)][n(rst)] = Jijwwiw;WiGmn,

onde m(ijk) e n(rst) sdo definidos de forma consistente com os
indices de u:

m(ijk) = n(ijk) =i+j- Q1+ k- Q1- Q2.



MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Proj. &
Trans.

Notacdo matricial e vetorial V

Os pontos de quadratura sdo definidos de acordo com o
elemento considerado. Por exemplo, para o hexaedro,

w; = WI.O’O, wj = ij,o e Wy = WE’O, enquanto para o tetraedro,
0,0 ~1,0 ~2,0
Wi =W, W =W e Wi = W

A matriz B tem nas sua coluna n os modos de expansdo ¢n(&)
calculados nos pontos nodais &,,, onde m & o niamero da linha.
Isto &,

B[m][n] = ¢n(&rm)-
Usando os indices previamente utilizados na nota¢&o tensorial:

B[m(yk)][n(pqr)] = ¢pqr(§1iv €2ja £3k)~

A matriz é construida de forma que as colunas s3o ordenadas de
forma consistente com u e as linhas de forma consistente com .



MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Proj. &
Trans.

Notacdo matricial e vetorial VI

Matriz de diferenciacdo: Dy,

Relembrando que

Q Q2 @3

géul(éli’ijvg3k ZZZUm 51, o(E2)he(E310),

r=0 s=0 t=0

podemos definir uma matriz de diferenciacdo que atua sobre u
de forma que

Ou

~— —-D
o et

onde
. / dhr
D¢, [m(ijk)][m'(rst)] = E(éli)hs(&j)ht(&k)

m(ijk) = m'(jjk) = i+j- Q1+ k- Q1 Q.



Notacdo matricial e vetorial VI

SIS O A matriz de diferenciacio pode ser utilizada para calcular a
em. ) .
derivada das bases de expansdo nos pontos de quadratura:

B. S. Carmo
o¢
S22 (En) = (D5 B) [l
A matriz D¢, & bastante esparsa, pois hs(§2;) = ds; e
ht(€3k) = Ok-
Proj. &

Trans.

Matriz de coeficientes diagonais: N(c)

A matriz diagonal A(f(&1,&2,£3)) € uma matriz diagonal cujos
componentes sdo a fungdo f(&1,&2,£3) nos pontos de
quadratura, isto &,

N(f (81,82, 83))[m(ijk)][n(rst)] = f(&1i, §275 §3k)Gmn,
onde m(ijk) = n(ijk) =i+j - Qi+ k- Q- Q.



MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Proj. &
Trans.

Notacdo matricial e vetorial VIII

Essas matrizes s3o utilizadas principalmente onde é necessario
utilizar a regra da cadeia. Por exemplo, sabemos que

Ou _ 9& Ou L 9% 0& du s 0&3 Ou
6'x1 8X1 851 8X1 8{2 8X1 3§3

Podemos calcular du/dx; nos pontos de quadratura do seguinte
modo:

ou 06 &2 &3
i = NG s 8 (G 0 (55 ) o



Notacdo matricial e vetorial IX

MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo
Também podemos representar a derivada com relacdo ao
sistema colapsado de coordenadas. Por exemplo, para um
elemento triangular:

2
D¢, =A D
Proj. & & 1 —m 2

Trans.




Transformac3o para tras

MultiD: Op.
Elem.

& s camo  Transformagdo do espago de coeficientes g, para o espaco
fisico u(&1,&2,£3). Envolve simplesmente a soma dos
coeficientes multiplicado pelos modos. Para os valores nos
pontos de quadratura:

"0(&1i, &2y E3k) = Z lpqropgr(&1is §2j, &3k )-

Proj. & m(pqr)

Trans.
Em termos das matrizes e vetores:
u = Ba.

No caso de expansdes nodais, B = I.



Transformac3o para frente |

MultiD: Op.
Elem.

5. Cme.  Consiste em achar os coeficientes {pqr da expansdo a partir dos
valores da fungdo no espago fisico u(¢1,£2,&3). Usaremos o
método de residuos ponderados para isso.

Exemplificando em 2d: considerando uma fungdo u(&1,&2) que
ndo esta totalmente contida do espaco polinomial da base de

Proj. &

expans3o, haverd um erro de aproximacio entre
o B 5 .
u’ =3, 4 dpgPpq € a funcdo u(&) que denotaremos por R(u):

Trans.

W (€1,62) — ulé1, &) = ) bpgdpa(E1,&2) — u(ér. &2) = R(u).

p,q



Transformac3o para frente |l

MultiD: Op.
Elem.
o < o Empregando o método de residuos ponderados com uma fungio
peso v(&1,&2):
( Zupq¢pq> (v,u) = (v,R(u))
Proi. & Impomos que o termo no lado direito seja zero, (v, R(u)) =0,
Trans. entéo

(sz 0pq¢pq) = (v,u)

psq

Podemos usar, por exemplo, projecdo de coloca¢io ou de
Galerkin.



Transformacgdo para frente por colocacdo
(interpolacdo)

MultiD: Op.
Elem.
B. S. Carmo
Usamos vy, = 6(&,,,), sendo Np, o nimero de nés &,,. Assim,
temos:
Npm—1
5 A
u’(€n) = Z ndn(€m), n=0,...,Nn—1
n=1
Proj. &

Trans.
O sistema sera possivel e determinado se tivermos um namero
de incégnitas (coeficientes) igual ao namero de equagdes (nds).
Se o namero de incégnitas for diferente do nimero de equagdes,
podemos usar o método dos minimos quadrados, por exemplo.



Transformac3o para frente por projecdo de Galerkin |

mukiD: 0p.  Neste caso, v(£1,&2) = ¢rs(£1,&2), portanto:

Elem.

o (d)rsa Z ﬁpqd)Pq) = (¢rs, U) = Z (¢f57 ¢P‘7) ﬁpq = (d)rsa u)

p.q p,q

O sistema é possivel e determinado (N, equagdes para Np,
incégnitas). O termo (s, Ppq) representa a matriz de massa
M. Vejamos como construir o sistema matricial.

Proj. &
Trans.

A integral do produto interno do lado esquerdo pode ser
calculada exatamente usando quadratura de Gauss, desde que
um namero suficiente de pontos de quadratura seja utilizado.

O lado direito da equacido envolve uma funcdo arbitraria
u(&1,&2) que pode ndo ser um polindmio, mas se for
suficientemente suave o erro na integrac3o serd consistente com
o error da aproximacgo [(v,u) = (v, u)s + €.



Transformac3o para frente por projecdo de Galerkin
I

SIE: @ Podemos calcular o valor desta funcdo nos pontos de colocacio
em.
e escrever a forma discreta da equacio:

B. S. Carmo

Z(¢r57¢pq)5 0pq = (¢r57u)57 v r,s.

P.q

Escrevendo o produto interno,

(veus = [ Ve @u(er. )l deade

Proj. &

Trans.

e discretizando a integral,

Q1—-1Qx—-1

(v,u)s = Z Z wiw;v(&1i, §27)u(€is 27) [ i

i=0 j=0
Na forma matricial:

(v,u)s = v Wu = B"Wu[m(rs)]



Transformac3o para frente por projecdo de Galerkin
I

MultiD: Op.

Elem. Analogamente, podemos escrever a forma matricial do produto
B.s. Carmo  interno do lado esquerdo da equacdo, que é a matriz de massa:
(615, pg)s = M[m(rs)][n(pq)] = BT WB[m(rs)][n(pq)]
Portanto, o sistema matricial é
(B"WB)i = B"Wu,
Proj. &

Trans.

e a solucdo para os coeficientes & dada pela expressio:
i=(B'"WB) B"Wu = (M)"1B"Wu.

Note que se u esta no espaco polinomial utilizado para a
definicdo da base e a integracdo é exata, os dois tipos de
projecdo dardo a mesma resposta.



Transformac3o para frente por projecdo de Galerkin
\Y,

SIS O Caso estejamos trabalhando com expansdes nodais, teremos
em.

B=1=BT ¢, portanto,
B. S. Carmo

i=(B"WB) 1B"Wu = (IW) 1IWu = W Wu = u.

Qualquer que seja a expansdo, uma condi¢3o suficiente para a
matriz M ser positiva definida é

Proj. & 4'Ma >0, Vi nio nulo.
Desenvolvendo, e usando a definicdo da transformada para tras:
a'Ma=a"(B"WB)a = (Bi)'W(Bi{) = u' Wu.

Voltando a notacdo de produto interno:

u' Wu = (u°, )5 = /(u5)2d§1d§2 > 0.



Projecdo de Galerkin discreta para o espaco fisico

MultiD: Op.

Elem. Transformagdo para frente: G = (M)"!BTu

B. S. Carmo
Reavaliando a funcdo projetada nos mesmos pontos de
quadratura no espaco fisico, ou seja, fazendo uma
transformacdo para tras:

u’ = P°u = B(M)'B "Mu
Proj. & 5 2 ) . . .
Trans. onde P? & uma proje¢do de Galerkin para o espaco fisico que

tem a propriedade PP%u = Plu:
P°P°u = B(M)"'B"WB(M)~!B"Wu
=B(M)"IM(M)"!1B"Wu
= B(M)'B"Wu = P°u



MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Proj. &
Trans.

Operador Laplaciano fraco |

Relembrando a equagdo de Poisson: V2u(x) = f(x)
Formulago de Galerkin: (v, V2u) = (v, f)

Aplicando integracdo por partes:
(Vv,Vu) = / vVu-ndS — (v, f)
o0

O termo (Vv, Vu) é o Laplaciano fraco, que em duas
dimensdes é:

ov Jdu dv Odu
(VV,VU) = <6X1’ 8)(1) + <(9X278X2> .



Operador Laplaciano fraco |l

MultiD: Op.
Elem.

B.s. camo  Usando formulac3o de Galerkin e aproximando todas as integrais
com quadratura de Gauss, a forma matricial deste operador é:

= [(n (G o en (52 e o] w(n(52) pur
L 50 oo+
|(n(5e) o on (G2 ) e8] w(n () Par
WESLALIL



MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Fat. soma

Fatoracdo de soma em operacées com produto de
tensores |

Crucial para a eficiéncia dos métodos espectrais, reduz a
contagem de operacdes.

Exemplo: soma em r e s de um vetor f,5, com as funcdes h;, e
hjs para todos os indices i e j:

P P
Ui =) fshichs, Vi,
r S

Se frs = f(&1r,&2s), hir = he(&1i) € hjs = hs(&2)), entdo esta
soma representaria os valores da interpolacdo polinomial de
pontos (&17,&2;) usando polinémios de Lagrange cujos zeros sdo
(&1, &25). Assumindo que todos os indices variem numa faixa
de tamanho O(P), esta operag¢do constitui entdo uma soma
O(P?) em r e s para cada um dos O(P?) indices i e j, de
forma que a operacdo total seja O(P%).



Fatoracdo de soma em operacées com produto de
tensores |l

MultiD: Op.
Elem.

& s camo  Entretanto, podemos fatorar o termo h;, para fora da segunda

soma: p p
Uj = Z hir (Z f,shjs) . Y.
r S

Podemos entdo calcular separadamente a soma em s e
substituir os termos em parénteses por

P
Er = Z frshjs'

A construgio de f;, ¢ O(P3), pois estamos efetuando uma soma
O(P) em s para todos os O(P?) indices j e r.

Fat. soma



Fatoracdo de soma em operacées com produto de
tensores ||

MultiD: Op.

Elem. A soma original pode ent3o ser reescrita:
B. S. Carmo
P
Uj =Y hifir, ViJ.
p
que também & O(P3), pois estamos efetuando uma soma O(P)
em r para todos os O(P?) indices i e j.
S Vemos ent3o que esta fatoracio reduziu o custo de uma

operagdo O(P*) para 2 operagdes O(P3) com o custo extra de
meméria de um vetor O(P?).

No caso tridimensional, a reduc3o seria de uma operacio

O(P®) para 3 operagdes O(P*) com o custo extra de memdria
de dois vetores O(P?).



Exemplos de fatoracdo de soma: transformacio para
tras em quadrilateros

MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

u(éai, &) Zw,, &17) Zupqw (&)

521 Z qul/)q 521
q=0

Fat. soma

511’6-2'/ pr 511 52}



MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Fat. soma

Exemplos de fatoracdo de soma: transformacio para
tras em hexaedros

P> Ps3
u(&1i, &7, E3k) Zw,, &1/) {ng(szj) [Z apqrwf(&;k)] }
= r=0

pq §3k

fo(&2), &3k)

u(&ai, &2, &3k)

Z qurwr 53/()

r=0

P>
=) V3(&7)foq(E3k)

qO

Z Va(&i) o245 E31)



Exemplos de fatoracdo de soma: transformacio para
tras em triangulos |

MultiD: Op. ~ . . a
o P Expansao tensorial generalizada em tridngulos:

B. S. Carmo

u(niis m2j) = Z Z Opg3 (1)1 g (12))
P q

v&/f 8 7 6 1
Z R = S .
i %ll%%n%/ 14\\v/ 5@

,A w%’u%@/ g
Fat. soma 9 v 3




Exemplos de fatoracdo de soma: transformacio para
tras em triangulos

MultiD: Op.
Elem.
B. S. Carmo . a
Temos necessarlamente que fatorar o0 termo 1/Jp(7]]_,'),
n117772] E wp 771! [E upquq T12j ]
7721 E :upquq 7721)
Fat. soma

u(mi, n2)) Zd)p mi)fo(125)

Note que os limites superiores das somas foram
deliberadamente omitidos.



Exemplos de fatoracdo de soma: transformacio para
tras em triangulos IlI

MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Para expansdo ortogonal, & possivel determinar uma forma
analitica para os limites (0 < p,q, p < P1, p+ g < P»), mas o

mesmo ndo pode ser dito para a expansio tensorial modificada
Co.

Pode-se produzir um vetor esparso de i,q de forma que a soma

e, come pode ser feita com os limites 0 < p < Py, 0 < g < P, ou, mais
eficientemente, considerando somente os valores n3o nulos
deste vetor.



MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

Fat. soma

Exemplos de fatoracdo de soma: transformacio para

tras em triangulos IV

O vértice degenerado, que estamos chamando de vértice 2,
precisa ter duas entradas no vetor esparso de g, pois 0 modo
referente a ele & na verdade a combinacio dos dois modos

b0,p; (11, 1m2) + dpy, P, (111, M2)-

®0,p,(£1,62) = 1+& _ <1—771 N 1+771> 1+ m

2 2 2 2

= [¥§(m) + ¥, (m)lvg p, (12)-

Para elementos n3o estruturados tridimensionais, deve-se seguir
a mesma regra, sendo a multiplicidade de entradas igual ao
namero de vértices que foram colapsados para gerar o vértice
em questao.



Apéndice: Integracdo de Gauss—Jacobi

MultiD: Op.
Elem.

B. S. Carmo

X; = gbﬁ i=0,...,Q—-1
W;"’ﬁ:Hﬁ"g i=0,...,Q—1
R(u) =0 se u(x) € Pag-1([—1,1])

B 208 N(a + Q+ 1)F(B+ Q + 1) i 0B
ol fia = Qe+ B8+ Q+1)[1—(x)? |dx (PQ (X))

Gauss—Jacobi

—2
X—X,‘:|




MultiD: Op.

Apéndice: Integracdo de Gauss—Radau—Jacobi

Elem. Incluindo o ponto x = —1.
B. S. Carmo
) -1 i=0
o X&?—Bl_l i=1,...,Q—1
(B+1)BYs , i=0
of 0,Q-1

BIOfQB—l = 17 ; Q -1
Ap: Int.
Goussiacebt u)=0 se u(x) € Pag-2([-1,1])

BYY 20T (0 + Q)F(S + Q)1 — x)
i,Q—1

(@ D3+ Qr(a+ 5+ Q+1) [Py ()]



Apéndice: Integracdo de Gauss—Lobatto—Jacobi

MultiD: Op.
oo -1 i=0
- xi=Q xH i=1...,Q-2
1 i=Q -1
1)cp =0
(B+1)Go2 !
wl =0 cf, i=1,...,Q -2
(@+1)CF g0 i=Q—1
Ap: Int.
Gauss—Jacobi R(U) = O se U(X) [ 7)20_3([—1,1])
cof | _ 2411 (a + Q)T (8 + Q)
Q-2

(@-1)(@-1M(a+A+0+D) [Py (x)]
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