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Introducdo

Objetivos: explicar as razdes para diferentes escolhas de
bases, bem como discutir a implementacdo computacional.

Todas as expansdes discutidas neste capitulo sero
consideradas dentro de uma regido padrdo Q.

Duas dimensdes: tridngulos e quadrilateros. Trés
dimensdes: hexaedros, prismas, piramides e tetraedros.

Bases tensoriais: ¢pq(£1,£2) em 2d e ¢pgr(&1,&2,£3) em
3d. &1, & e &3 sdo as coordenadas cartesianas. S3o
interessantes pela eficiéncia computacional. Exemplos:

Ppq(&1,&2) = 1/’;(51)1/13(52) ou
Ppq(&1,82) = hp(€1)hqe(&2)



Expansdes tensoriais para quadrilateros e hexaedros |

Bases multi-
dimensionais

Bruno S. Regides (ou elementos) padrio:
2
Qi =Q ={-1<&,L <1}
Exp. tens.:
quad e hex
Desomposicte Q=0 ={-1<6,6&<1}
interior
e As bases multidimensionais s3o construidas multiplicando as
Sist. colap bases unidimensionais de cada direc3o.
Sist. colap
3d
e e, As bases unidimensionais podem ser entendidas como tensores
-0

C

unidimensionais, de forma que as bases multidimensionais s3o
Dir. Hom. geradas através de produtos tensoriais.

Dom.
cilindricos



ExpansGes tensoriais para quadrilateros e hexaedros
I

oot i Relembrando as expansdes unidimensionais mais usadas:
e Base modal C°
17
1/’03(5) = Téa p =0,
Exp. tens.:
wacie (9 =0 ) = (55) (BY) P, 0<p<P,
interior wp(f) = ng p= P.
Sifr. coord
24" “°:a" Base nodal (C°)
B:Jst. colap
(€~ D(E+ DL(E)
3. e $p(&) = hp(€) = i, 0<p<P.
‘ P(P+1)Lp(&p)(& — &p)
Sindricos Base ortogonal ao produto interno L2

¢p(f) = &;(f) = Lp(é)-



ExpansGes tensoriais para quadrilateros e hexaedros
I

Bases multi-
dimensionais

Bruno S.

Carmo O subscrito simples p denota tensor unidimensional. As bases bi
e tridimensionais sdo entdo definidas:
Exp. tens.:
qu:dfehex ¢pq(§1a§2) = ¢p(§l)¢q(§2)a 0<p,q;, p< P1; g <Py

Decomposicio
contorno—
interior

e Ppar(§1,£2,€3) = Dp(£1)0q(£2)9r(E3),

Sist. colap
2d

2 o 0<p,q,rip<Pi;q<Pyr<Pps

S Note que a ordem do polindmio em cada direcdo pode variar.

Dom.
cilindricos
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Expansdes tensoriais para quadrilateros e hexaedros
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Decomposicdo contorno—interior |

As bases unidimensionais que tém decomposicio
contorno—interior automaticamente geram bases
multidimensionais com esta propriedade. Em duas dimensdes,
os modos de contorno sdo os modos de vértice e aresta,
enquanto que em trés dimensdes os modos de contorno sdo os
modos de vértice, aresta e face.

P ‘7 .,
Vertex modes ‘%&@@ @%’@ Face modes

Edge modes



Decomposicdo contorno—interior |l

Basesmult- A identificacdo dos modos de contorno pode ser feita olhando
e S, os indices p e g, tomando como referéncia o sistema das figuras
Carmo a seguir.

P
’Ic D

Decomposigdo

Font?rno—

interior

q

Sist. coord

S:ii:t colap 0 A B

2
ist. cola 0 ——

i p P

Exp. ort.

Exp. mod.

C

Por exemplo, o modo do vértice A corresponde aos indices

= O p=0,q=0 ouseja, poo(&1,&2) = ¥§(§1)1§(&2). Os modos
clindrices da aresta AC correspondem aos indices p =0, 0 < g < P>, ou

seja, ¢0,0(81,82) = ¥§(61)v5(£2) (0 < g < Pa).



Decomposicdo contorno—interior |l

o s Dessa forma, os modos de vértice para quadrilateros s3o:
Bruno S. Vértice A: ¢o0(1,&2) = ¥§(61)v§(62)

Vertice B: ¢p, 0(1,&2) = ¥ (§1)¥5(E2)

Vertice C:  ¢op,(£1,&2) = ¥§(1)¥p,(&2)
v < Vertice D: ¢p, p,(€1,&2) = ¥p (&)v3,(&2)-
merer os modos de aresta s3o:
Sift coolrd AreSta AB . ¢P,O(£1’£2) = 7/),33(51)7»/}8(52) (0 < p < Pl)
2 o Aresta CD: ¢pp,(61,82) = ¥3(&0)vp,(&2)  (0<p<Pr)
L Aresta AC:  ¢0,4(61,62) = ¥§(&)v3(&2) (0<g<P)
Ew med! Aresta BD : op, q(£1,&2) = ¥p (&)vi(&2) (0<qg< P)
Dir. Hom. e os modos de interior:

Interior : ¢Pq(§17£2) = wg(gl)wg(éé) (0 <p,q, p< P17 qg< PZ)



Expansdes tensoriais modais generalizadas |

Bases multi-
dimensionais

Bruno S.
Carme m Expansdes tensoriais para elementos de malhas
n3o-estruturadas; por exemplo, tridngulos e tetraedros.
SR m As expansdes sdo geradas utilizando um sistema de
imterior coordenadas baseado no mapeamento de um quadrado
Exp. tens.

num tridngulo através do colapso de um dos vértices.

modais gen.

Sist. coord

Sist. colap ~ . . .
o m Estas bases ndo tem simetria rotacional, mas tem as
ist. colap L.
o vantagens de serem tensoriais e cobrem um espago
5 otk polinomial idéntico aquele das expansées ndo-tensoriais

com simetria rotacional.
Dir. Hom

Dom.
cilindricos



Expansdes tensoriais modais generalizadas |l

Bases multi-
dimensionais

Bruno S.
Carmo
m Portanto, na auséncia de erros de integrac3o, elas s3o
equivalentes a qualquer outra base polinomial usada com
. 3 formulacdo de Galerkin.
T
e
Eere m A falta de simetria rotacional n3o afeta a construcdo
modais gen. . .- . ‘A
RN multi-elementar no caso bidimensional (com tridngulos),
ist. cola T . .
R mas no caso tridimensional, especificamente para
Sist. colap . ~ o~ . ~
I tetraedros, impde uma restricdo de orientacido que pode
b Gk . . . . .
Exp. mod. ser satisfeita de maneira trivial.

C

Dir. Hom.

Dom.
cilindricos



Sistemas de coordenadas: sistema colapsado
bidimensional |

o sl Relembrando o sistema de coordenadas empregado para um
imensionais .
quadrilatero:

Bruno S.
Carmo

@’ ={(&.&)-1<&,6<1}

Para uma regido triangular, utilizando o sistema de coordenadas
cartesianas, os limites de cada coordenada n3o s3o definidos de
Decomposicio .
contorno— forma independente:

T?={(.&)|-1<&.6 &+ & <0}

Sist. coord

Sist. colap.
2d
Sist. colap
3d

Exp. ort.
Exp. mod.
0

Dir. Hom.
Dom.
cilindricos

(=1,-1) (1,-1) (-1-1) (1-1)



Sistemas de coordenadas: sistema colapsado
bidimensional Il

Bases multi-

dimensionais . A ytilizacdo de um sistema de coordenadas para o qual a

Bruno S.
Carmo

definicdo dos limites da regido padrio utiliza limites para cada
coordenada independentes das outras coordenadas é vantajosa
na medida em que permite a construcdo de bases tensoriais.

Decomposicie | Jm sistema que atende este requisito para elementos
interior . L ~
triangulares & dado pela transformacio:

Sist. coord 1+&

gilst. colap. 7”1 = 2 — 1, 772 = £2y
Sist. colap ]- - 52

3d

Exp. ort. .

= mod. que tem a Inversa

C

Dir. Hom.

Dom. 51 - 2 - 17 52 =T2.

cilindricos




Sistemas de coordenadas: sistema colapsado
bidimensional Il

Bases multi-
dimensionais

(=L

=250
Bruno S. ! a-g)
Carmo
n=%
gz(“"‘_)(l’flz)_l
- :‘ 2 (-1
Decomposigdo ==t =0 =t ﬂl;-l n.;1) n;:l
_cont_orno—
interior
Utilizando este sistema de coordenadas (71, 72), o elemento

Sise coord padrdo triangular é definido por:

Sist. colap.

2d

iat. cola _ 72 _

il Qi =T ={(m,m)| =1 <m,m < 1}
Exp. ort.
Exp. mod. ~ . s . .
o A transformac3o mapeia o dominio triangular num quadrado.

Uma consequéncia é que a coordenada 7; tem valor multiplo

Dir. Hom.

Dom, em (n1 = 1,m2 = —1). Este tipo de singularidade também
aparece em sistemas de coordenadas cilindricos e esféricos,
entdo n3o representa um problema.



Bases multi-
dimensionais

Bruno S.
Carmo

Decomposicio
contorno—
interior

Sist. coord
Sist. colap
2d

Sist. colap.
3d

Exp. ort.
Exp. mod.
0

Dir. Hom.

Dom.
cilindricos

Sistemas de coordenadas: sistemas colapsados
tridimensionais |

Para gerar os sistemas de coordenadas para os elementos
tridimensionais, aplicamos um procedimento analogo aquele
utilizado para gerar o sistema apropriado para o tridngulo.

Comecando com uma regido hexaedral e aplicando a
transformacdo inversa, podemos chegar a um novo sistema de
coordenadas na regido tetraedral 73:

T2 ={(1,6,8) —1 < &,6,8, & + &+ & < 1}



Sistemas de coordenadas: sistemas colapsados
tridimensionais |l

o s Comegando com o sistema de coordenadas locais (11,12, 13),
e onde todas as coordenadas s3o delimitadas por valores
Carmo constantes (—1 < n1,m2,m3 < 1), aplicando o colapso de vértice
no plano (71,73) obtemos uma nova ordenada 7:
__ (M +m)A—m)
Decomposisdo m= 2 B 1’ 3 =13-
o O novo sistema (71, 772, 73) cobre uma regido prismatica (de
e base triangular).
"S'ZJSt colap
Sist. colap. Aplicando agora a transformagdo inversa no plano (72,73), e
%‘:; o introduzindo as ordenadas &, e £3:
(L4 n2)(1 —m3)
Dir. Hom 52 = 2 - 1) €3 =13,
Dom.

cilindricos

percebemos que as coordenadas (—1 < 71, &2,&3 < 1) cobre
uma regido piramidal (de base quadrada).



Bases multi-
dimensionais

Bruno S.
Carmo

Decomposicio
contorno—
interior

Sist. coord
Sist. colap
2d

Sist. colap.
3d

Exp. ort.
Exp. mod.
0

Dir. Hom.
Dom.
cilindricos

Sistemas de coordenadas: sistemas colapsados
tridimensionais Il

Por fim, aplicamos a transformagdo inversa no plano (71, &2)
definindo a ordenada &;:

(1 +711)2(1—772) 1L -6

&1 =

Desse modo, a transformacio de coordenadas apropriada para
elementos tetraedrais é

_2(1+&) C2(1+8&) _
l_ﬂ_l’ 772—71_53 1, m=¢&;,

de forma que a regido 73 tem limites constantes

T3 = {(n,m2,m3)] — 1 < m1,me,m3 < 1}



Sistemas de coordenadas: sistemas colapsados
tridimensionais 1V

Bases multi-

dimensionais  Dominios piramidais e prismaticos sdo gerados parando a
Ernoly sequéncia de transformagdes no passo intermediario apropriado.

Carmo

_(m)-n)

Decomposigio m 7l
contorno— ——
interior

Sist. coord

Sist. colap

2d

Sist. colap.
3d

Exp. ort. g,

Sun, medh

0 5,
Dir. Hom. e 0m)ion) | 3

Dom.
cilindricos

_2(148)
") ‘%



Sistemas de coordenadas: sistemas colapsados
tridimensionais V

Bases multi-

dimensionais & § g
Bruno S.
Carmo
201+ g)
==

n, (1- &) %z / Ex
Decomposicio
contorno—
interior

§20rE) 20+g)
Sist. coord TO(1-§) T (-§) g,
Sist. colap .
2d
Sist. colap. =
3d
Exp. ort.
Exp. mod. 2(e5) 20 t)
@ e LT n,= 20 -1

W= Ee) 2= T1-g,) &
Dir. Hom. AN
Dom.
cilindricos
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Expansdes ortogonais bidimensionais |

No caso bidimensional, ou seja, para elementos triangulares, a
expansdo ortogonal é construida a partir do produto de um
tensor unidimensional ¢/5(x) com um tensor bidimensional

Dpa(x): L
¢pq(€17 €2) = 1/’;(771)1/1,%(772)

Na pratica, o que isso significa &€ que para cada valor de p da
fungdo principal 13(m1), ¢gq(n2) tem uma forma diferente.

As. fu.nc,:é.es &g(nl),.@zé’q(ng) e if,q,. sdo chamadas de fun¢ées
principais ortogonais, e tem a seguinte forma:

7a 0,0 7b 1-x\*" sops10
B0 = P, T = (T3 PO,

i 1—x\PHe 2p+2g+2,0
Tl = (F5) PP



Expansdes ortogonais bidimensionais |l

Bases multi-
dimensionais

Bruno S.

Carmo Pode-se entdo definir as expansdes apropriadas para cada tipo
de elemento a partir de um produto tensorial generalizado. Com
isso, as expansées bidimensionais sdo definidas da seguinte

© forma:
Decomposiséo
quadrilateros:  dpq(&1,82) = Vp(&1)v5(E2),

ist. coor 15 . — 7 7 b
SS!iist coladp trlangulos. prq(fl, 52) = wz(ﬁl)iﬁpq(nz)a
Sist. colap
Esz. ort. Onde 1 5
Exp. mod. + 1
s m=2 -1, m=~&.

1-&

Dir. Hom.

Dom.
cilindricos
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Expansdes ortogonais

§,E182) = Ty () T (ne)

-~

‘T’f;q(n 2)

ip

Tyn))

bidimensionais |11
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Sist. coord
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Expansdes ortogonais tridimensionais

Ja as expansdes tridimensionais s3o definidas em termos das

funcdes principais do seguinte modo:

hexaedros:  ¢pqr(1,£2, &3
prismas: bpgr(&1,&2,€3
piramides:  ¢pqr(&1,&2,&3
tetraedros:  ¢pgr(&1,£2,&3
onde
_ 1+&1 1+&6
m = 2—52 —&3 -1, =21 &

)=
)
)
)=

-1,

$a(&)3
Dp(m)Y
D3
(m)

(£)02(&),
2(&)0h (&),
( )¢pqr(773)

m

f) Uit wpq (772)¢pqr(773)

21-0—52

1— 53_1 773263'

Estas expansdes sdo polinémios tanto em termos das
coordenadas locais colapsadas quanto em termos das

coordenadas cartesianas.



Expansdes ortogonais 2d: cobertura do espaco
polinomial

o sl Os espagos polinomiais cobertos para as expansdes
imensionais - . . - -
bidimensionais sdo definidos por

P = Span{{f gg}(pq)e’fv

onde T é definido para cada tipo de elemento

Bruno S.
Carmo

Decomposigdo

contorno— quadrilateros: T = {(pq)|0 < p,q, p < P1, g < P>},

interior

triangulos: T ={(pq)|0 < p.q, p< P1, p+q < P2, PL< P}

Sist. coord

Sist. colap
2d

Sist. colap.
3d

Exp. ort.
Exp. mod.
<'°F

Dir. Hom.

Dom.
cilindricos




Expansdes ortogonais 3d: cobertura do espaco
polinomial

Bases multi- Ja para expansdes tridimensionais, os espacos polinomiais s3o
dimensionais

B S. — P ¢q ¢r

(I;::r:\o P = Span{fl 52 53}(pqr)e’1“a

onde T é definido para cada tipo de elemento

hexaedros:
o T =A{(par)|0 < p,q,r; p< P1; q< Pp; r < Ps},

interior

prismas:
Sis. coord T ={(par)l0 < p,q,r; p< P1; g < P2; p+r < P3; P < P3},
Sist. colap
2d
Sise. colap pirdmides:
Exe. ort T={(par)l0 < p.q,ri p<P1; g< P2 p+q+r<Ps
o e Py1, P2 < Ps},
Dir. Hom. tetraedros:
Dom.
clindices T={(par)l0 < p.q,r; p<P1; p+q< P p+q+r< Py

Py < P, < Ps3}.



Expansdes modificadas C°

Bases multi-
dimensionais

Bruno S.
Carmo

Assim como no caso de elementos estruturados, é interessante

modificar as bases ortogonais de modo a facilitar a imposicio
Ssanmeise de continuidade CO nas expansdes globais sem prejudicar as
o boas qualidades da base do ponto de vista numeérico.

Sist. coord

Sist. colap Apresentamos a seguir as fungdes principais modificadas, 1?(x),
S PR(x) e P (x) (0<i<[,0<j<J, 0<k <K):

Exp. ort.

Exp. mod.

C

Dir. Hom.

Dom.
cilindricos



Funcdes principais modificadas |

Bases multi-
dimensionais

Bruno S.
Carmo

=

Introdugéo

Exp. tens.:
quad e hex

Decomposicio
contorno—
interior

Exp. tens
modais gen

Sist. coord.

g;s:, colap. wia

Sist. colap.
3d

Exp. ort.
Exp. mod.
OP

< 1—x
Exp. Fourier

" 700 = P, 1<,

cilindricos




Funcdes principais modificadas Il

Bases multi-
dimensionais

Bruno S.
Carmo

Decomposigdo

W' Wij WYiik
o
Sist. colap. . )
E Y7 (x), i=0,0<j<J,
xp. mod. .
e b( ) (FTX)IJA’ 1<i<!I, j=0,
S(x) =

o e ’ (32) P (), 1<i<l 1<) <,
cilindricos

¥3i(x), i=1,0<j<J.
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Sist. coord
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Exp. mod.
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Dir. Hom.

Dom.
cilindricos

Yix(x) =

P? Wi})
Vi(x),
Vi),
(),

(32" BRI ),

ACHE
Uj(x),

Wik

i=0,0<j<J 0<k<K,
0<i<I, j=00<k<K,
1<i<l, 1<j<J, k=0,
1<i<l,1<j<J, 1<k<K,
0<i<l,j=J 0<k<K,
i=1,0<j<J 0<k<K,
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Expansées modificadas C° bi e tridimensionais

As expansdes apropriadas, C°, para cada elemento s3o ent3o,
para elementos bidimensionais:

quadrilateros:  ¢pq(£1,&2) = wg(&lwg(&),
tridngulos: Dpq(1. €2) = VA )V, (n2),

e para elementos tridimensionais:

hexaedros:  ¢pqr(&1, 62, &3) = Vp(1)v3(62)¥7(63),
prismas:  Ppgr(&1,&2,€3) = YA(T)VE(&2) 5 (&3),
piramides:  dpqr(€1,€2,83) = V(M) Y g(m2)Y5qr(13),
tetraedros:  @pqr(£1,€2,€3) = V3(M)¥pq(12) V54, (m3),



Expansdo modificada C°: elemento triangular |

Bases multi-
dimensionais

§,E182) = Yy () Wy (n)

Bruno S.
Carmo

Introdugéo

Exp. tens.:
quad e hex (

Decomposicio
contorno—
interior

Exp. tens.
modais gen

q
Ssift. coord. w[;;q('ﬂz)
2:'5:, colap.

Sist. colap.
3d

Exp. ort.
Exp. mod.
0

Exp. Fourier

Dir. Hom. q
Dom.
cilindricos

1
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Sist. coord
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Expansio modificada C%: elemento triangular Il

Assim como foi feito para um quadrilatero, num tridngulo
podemos discernir os modos de contorno e interior através dos
indices dos tensores. Por exemplo, os modos dos vértices A e B
da figura sio:

Vertice A = goo(m,m) = ¥3(m)vby(n)
Vértice B : ¢P1,0(7717772) = wfvl(nl)wglo(m)

No vértice colapsado CD, somamos as contribuicdes relativas
aos indices correspondentes aos vértices C e D, ou seja:

Gop, (111, 12) 6Py Py (11, 112) = UG (M) Ugp, (12) + Uy (M )P, p, (112)-

Da definicdo de 5 (172) vemos que 1/}6’,32(772) = 1/1,‘31,,2(772),
portanto:

Veértice CD: (¥§(m) + 1/1‘9131(771))1/1(1)7P2 (m2)-



Expansio modificada C%: elemento triangular |11

Bases multi- Mas 1 1
dimensionais — 771 + 771
Bruno S. wg(nl) + wla:’l (771) = 2 + 2 = 17
Carmo
portanto
) 1+m
4 . .b
Veértice CD: gp,(172) = 5
imertor Por fim, os modos de aresta s3o
Sist. coolrd Aresta AB : ¢p,0(771a 772) = ¢z(771)w50(772) (O <p< Pl)
Sist. colap
S colop Aresta AC:  ¢oq(m1,m2) = V§(m)voe(n2) (0 < q < P2)
Eee. mod Aresta BD 1 ¢py q(m,1m2) = ¥, ()1, o(m2) (0 < q < P2).
o osdeinterior (0 < p,q; p< P p+q< Py PL<Py):

bpg(n1,m) = wZ(n1)¢§q(n2)~
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Expansio modificada C%: elemento triangular 1V

Boundary-Boundary
Matrix

Interior-Boundary
Matrix

*iInterior-Bourdary
Matrix
(Symmetric) v

Interior-Interior
Matrix

Upper Bandwidth
2)+(P-3)+1




Expansdes modificadas C%: elementos
tridimensionais

Bases multi-
dimensionais

Bruno S. Para os elementos tridimensionais, podemos usar o mesmo

Carmo . o N

procedimento utilizado para o tridngulo, tendo em mente que
além de vértices, aresta s3o colapsadas.

Decomposicio

_cont_orno—

interior

Sist. coord

Sist. colap

2d

ngt colap

Exp. ort.

Exp. mod. . . . -

) Finalmente, o espaco polinomial coberto pelas expansées que
utilizam a base modificada é o mesmo daquele coberto pelas

Dir. Hom.

pom) expansdes ortogonais.

cilindricos
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Dominios com uma ou mais direcdes homogéneas

Em muitas aplicacdes, tais como o escoamento entre placas
paralelas ou ao redor de um cilindro, hd ao menos uma direcio
homogénea, ou seja, uma direcdo sem um comprimento
caracteristico.

Chamando esta direcdo de £3, podemos construir uma base
tridimensional ¢pq-(&1, &2, &3) em termos de qualquer uma das
bases bidimensionais discutidas anteriormente d),%g’(&l,ﬁg),
multiplicada por uma expansio completa em &3, representada

por ¢,(&3):
Dpar(€1.£2,€3) = 23 (61,&2)r(&3).

Esta expressdo é um produto tensorial da base bidimensional
com a expansio ¢,(&3). Como ndo ha um comprimento
caracteristico na direcdo &3, € vantajoso utilizar uma expansio
puramente espectral, ou seja, somente do tipo p, como ¢,(£3).
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Dominios com uma ou mais direcdes homogéneas:
escolha da expansio

Se condi¢des de contorno do tipo Dirichlet ou Neumann s3o
necessarias nos extremos da direcdo homogénea, ent3o diversas
expansdes polinomiais podem ser utilizadas, como polinémios
de Legendre ou de Chebyshev.

Se o dominio é periédico na direcdo homogénea, entio
normalmente se usa uma expansdo de Fourier:

: 2
pr(€s) = €72, onde f=
L€3

e L¢; € o comprimento periédico. A grande vantagem é o uso
de FFT para ir do espaco transformado para o espaco fisico.



Dominios com uma ou mais direcdes homogéneas:
uso de expansdo de Fourier

o s Além disso, considerando operadores diferenciais lineares,
imensionais
notamos que

Bruno S.
Carmo a
) 96,
v¢pqr(‘£17§2v§3) = [vr] ¢pqr(§la§2a€3) = i ¢pqr(fla§27§3)a

Dscempouite 0
interior |r/8
ST Vpar(61,6,83) = [V2] bpar(1,62,63)
ngt colap 82 82 5 o
;gz o = <8£12 + @ —rep > Gpqr(&1, 62, €3).
Dom, A introducgo dos operadores V, e V2 significa que um

problema tridimensional linear pode ser reduzido a uma série de
r problemas bidimensionais nos planos de Fourier.
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Dominios cilindricos: expansdes com séries de
Fourier

m Utilizacdo de uma expansdo de Fourier na direcdo azimutal.

m As equacdes de transporte devem ser formuladas em
coordenadas cilindricas.

m Singularidade para r = 0 pode ser tratada utilizando uma
base que tenha decomposicdo contorno—interior. As
mudancas importantes se referem as condicdes de contorno
para r =0 e também 3a regra de quadratura utilizada nos
elementos que tocam o eixo (r = 0).!

!Referéncia: Blackburn H. M. & Sherwin S. J. (2004) Formulation of a
Galerkin spectral element—Fourier method for three-dimensional
incompressible flows in cylindrical geometries, Journal of Computational
Physics, 197(2): 759-778.
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