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Introducdo

Introducdo

Trataremos de integracdo e diferenciacdo.

Para integracdo usaremos quadratura de Gauss, uma
técnica muito acurada e para a qual necessitamos conhecer
o valor do integrando numa série de pontos no intervalo de
integrac3o.

Portanto, para a formulacdo de Galerkin, necessitaremos
conhecer o valor das derivadas de uma funcio nestes
pontos discretos.

Em ambos os casos, precisamos de procedimentos
automaticos.
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Conceitos

em 1D: op. O procedimento de integragdo numérica consiste em aproximar

elementares

uma integral por uma somatdria ponderada na forma

1 Q-1
/1 u(€)dE = > wiu(&)
- i=0

onde w; sdo os pesos e & os  pontos discretos ao longo do
intervalo —1 < ¢ < 1.
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Integragdo

Vamos representar a fun¢do u(&) com polindmios de Lagrange

hi(§):

0
L

u(§) = U(&) hi(€) + €(u),

i

¥
o

onde €(u) é o erro da aproximag&o.
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Conceitos Fazendo a integral desta expressio:
em 1D: op.
elementares Q-1

-1

1
Bane / u(€)de = Y wiu(&) + R(u),
i=0

onde

Integragdo 1 1
wi= [ h©d e Rw= [ o)

-1 -1

Como a aproximacgdo &€ um polinémio de ordem @ — 1, a
integragdo sera exata se u(§) for um polindmio de ordem menor
ou igual @ — 1, independente da escolha dos pontos de
integracdo &;.

Entretanto, hd uma escolha melhor de zeros que permite que a
integracdo seja exata para polindmios de ordem maior do que
@ — 1. Esta é a esséncia da quadratura de Gauss.
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Integracdo

Ha trés tipos de quadratura de Gauss:
Gauss inclui pontos interiores ao intervalo;

Gauss—Radau inclui um dos pontos extremos do intervalo

(=-1lou&=1)e

Gauss-Lobatto ambos os pontos extremos do intervalo

(€ = +1).



Tipos de quadratura de Gauss Il

Conceitos Chamando de 5?‘;35 os P zeros do polinémio de Jacobi P,O;f’ﬁ, tal
em : op. 5
elementares q ue
Bruno S PaP(et)y=0, i=01,....,P—1
runo S. P (ghp)_ s |1 = sy ooy ,

Carmo

onde

& <&p < <0,
podemos definir os zeros e pesos apropriados para cada
quadratura da seguinte forma.

Integracdo

Gauss—Legendre
&=69 i=0,..,Q-1,

0.0 2 [a

-2
W, = 7(’- (5))‘ ] ) i:Ow-wQ_]-a
1= (&7 |06 g

R(u) =0 se u(§) € Pag-1([-1,1])
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o Gauss—Radau—-Legendre incluindo ponto { = —1
em : op.
elementares
-1 i=0
Béuno S. é‘l — 071’ . 17 .
armo &'i—l’Qfl? i=1,..., Q -1,
0,0 1-& .
< W, = e —— i=0,... -1
Integracdo 1 QZ[LQ—l(fi)]27 ) 9 Q bl

R(u) =0 se u(£) € Pag-2([-1,1])

Gauss—Lobatto—Legendre

—1, i=0,
1,1 .
gi: 5,'_]_7Q_27 I:17"'7Q_27
1, i=Q-1,
2
w0 = i=0,...,Q—1,

" QQ-DLe-a(én*
R(u) =0 se u(§) € Pag-3([-1,1])
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Conceitos

em 1D: op. N3o ha forma explicita para o calculo dos zeros &;, isso tem que

elementares

Srune & ser feito numericamente. Um algoritmo para o célculo dos zeros
Carmo de um polinémio de Jacobi qualquer, usando o método de

Newton com deflacdo polinomial, é:

for k=0:m—1do
r ka:n/2,71/2
if (k > 0) then
r=(r+xx-1)/2
end if
repeat
s=010 1/(r —x)
5= =P P(n)/([PP(N) — PyP(r)s)
r=r—+9¢
until (§ < ¢)
Xk = r
end for

Integracdo
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Integracdo

Célculo dos zeros de um polinémio de Jacobi |l

€ &€ uma tolerancia especificada, e

Y212 <21 + 17T> , i=0,...,m—1,
2m

k,m

sdo os zeros do polindmio de Chebyshev, que € um polinémio de
Jacobi que tem férmula explicita para os zeros, e que portanto
servem como estimativa inicial para o calculo dos zeros dos
outros polindmios de Jacobi.



Diferenciacdo

Canvefien Assumindo um polinémio da forma
em I op.
elementarZS P P
Bruno S. U(S(X) _ 0 ¢) ( 71) _ 0
Carmo - PP X -
p=0 p=0
diferenciamos usando a regra da cadeia
Diferenciagdo
i du‘;(ﬁ) . dU Z d¢p
dx df dx tp d¢ dx'

Portanto precisamos avaliar d¢(j§(£) e

[N

X

Consideraremos que ¢,(£) € um polinémio de Lagrange para
avaliar a sua derivada; esta técnica é conhecida como
diferenciacio no espaco fisico ou diferenciacio de colocac3o.
Qualquer expansio polinomial modal pode ser representada em
termos de polinémios de Lagrange.
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Conceitos

emibiop. Assumindo que u’(€) € Pp([—1,1]), podemos expressar a
Bruno . aproximagdo em termos de polindmios de Lagrange h;(§)
Carme usando um conjunto de @ n6s & (0< i< Q—1)

= 1556 — &)
=0 J
Diferenciagdo U(é) = u(é")"”(&)’ hl(g) = L]#I
i=0 HJ 0,]#1( éj)
onde @ > P+ 1.

A derivada de u(&) é entdo
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Conceitos
S op. Normalmente, s6 precisamos da derivada nos nés &;
Bruno S.
Carmo Q_l
du "
d(f)‘ = Z dju(§;), onde dj = a/(ﬁ)
f é:f,' j:0 € 52&

Diferenciacgo
Assim, chamando ud[i] = du/d¢|¢;, D[i][j] = djj e u[i] = u(&),
podemos formular o seguinte algoritmo,
ud[i]=0
fori=0:Q—1do
forj=0:Q—1do
ud[i] = ud[i] + D[i[j]ulj]
end for
end for
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Conceitos

em 1D: op.
clementares Para montar a matriz de diferenciacdo D, & mais conveniente
Siune S utilizar uma representacdo alternativa do polindmio de
Lagrange:
Q-1
iferenciacido gq(g)
Diferencia hi(€) = e, galé) = [[(€-&).

g8 -¢&)’

j=0

A derivada de h;(£) é entdo

dhi(€) _ 80(E)(€ — &) — 8a(€)
d¢ go&NE—&)?
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Diferenciagdo

Matriz de diferenciacdo |l

Quando & — &;, o numerador e o denominador desta express3o
vao para zero. Usando a regra de L'Hospital:

_dhi¢) . go&)  gg(&)
M Tde T M ag@) T 28h(@)

de forma que os elementos d;; podem ser determinados por

go(&) 1 .
FAD =Tk
84 (&) .
PEADE =7

dj =

Esta é a representacdo geral da matriz de derivadas utilizando
polinémios de Lagrange. Escolhendo os nés de forma
conveniente, podemos chegar a formas alternativas de g, () e

84 (&)
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Diferenciagdo

Matriz de diferenciacdo Il

A situacdo mais comum na formulacdo de Galerkin é que
necessitemos dos valores das derivadas para depois realizar uma
integracdo. Assim, partindo do pressuposto de que utilizaremos
a quadratura de Gauss para calcular as integrais, necessitaremos
ent3o dos valores das derivadas nos pontos da quadratura.

Sendo ff‘;f os P zeros do polindmio de Jacobi P,‘iﬁ(g)

Pl(Ed) =0, i=01,....P—1,

a matriz de derivadas dj; usada para calcular du(&)/d¢ em &;,
isto &,
Q-1
du
S =Y ),
9 leg,

j=0

é definida da seguinte maneira, de acordo com a regra de
quadratura empregada:



Gauss—Legendre
6’.:5?,787 i=0,...,Q—]_,

Lo (&) . .
g — ) Te@)E=5) i#£j,0<ij<Q-1,
i =

T, =
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Diferenciagdo

Matriz de diferenciacdo: Gauss—Radau-Legendre

Gauss—Radau—Legendre incluindo ponto £ = —1

—(Q—l)(Q+1)

LQ 1({1) 1— £ . . ..
Lo- 1<§,) =gy 75H0<ihi<@-1,

my 1<i=j<Q-1



Matriz de diferenciacdo: Gauss—Lobatto—Legendre

Conceitos
em 1D: op.
elementares GaUSS—LObattO—Legendre
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_17 I = 07
— 1,1 .
=4 o, im1..,0-2,
1, i=Q—1,
Diferenciacdo
70(4(?71), IIJ’:O7
Lo-1(&) 1 o .. B
dj = Lo &g ! #5,0<ij<Q-1,
AGA = j=@-1

\
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