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Bases de expansdo unidimensionais

m Descreveremos as bases de expansio que sdo normalmente
utilizadas em cédigos de MEE/hp, assim como os
procedimentos de diferenciacdo e integracdo necessarios
para calcular a matriz A e o vetor de carregamentos b do
sistema A0 = b.

m Definicdo de um elemento padrio, Qg para o qual
definiremos as expansdes padrio.

m Por que polindmios? Uso histérico de séries de Taylor,
regras de integracdo discretas que facilita implementacio
computacional.



Expansdes polinomiais: extensdo do tipo p
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Bruno S m Dominios complexos — dificuldade em identificar

expansdes globais analiticamente

Extensdo p

m Geometrias complexas — diferentes escalas na solugdo,
com estruturas localizadas

Decomposicio
contorno—
interior

Polingmios de m A discretizacdo do tipo h contribui para a solucdo destes

Sene modl empecilhos. Estender a discretizacdo com uma abordagem
do tipo p pode ser uma forma bastante eficiente do ponto
de vista numérico de se chegar a uma solucdo com

baixissimo erro.
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Definicdo do espaco de elementos hp em uma
dimensdo

Dado o elemento padréo, {2, e 0 mapeamento de coordenadas
Xx€(§) de Qg para a regido elementar Q¢, chamamos o espago

de todos os polindmios de grau P definidos no elemento padrio
Qst de PP(Qst)-

O espaco da expansio hp discreta X & o conjunto de todas as
funcdes u°(x) que existem em H! e que sdo polindmios em ¢
dentro de cada elemento (ou seja, u®(x®(¢)) € Pp(Qus)),
formalmente descrito como

X% = {1’ € HY, 0 (x°(€)) € Ppe(Qui) e =1,..., Na}.

Esta definicdo permite que tanto o mapeamento x¢(£) e a
ordem do polindmio P¢ variem de elemento a elemento,
permitindo tanto o refinamento h, que altera x¢(§) e N,
quanto o refinamento p, que altera P€.



Construgdo de uma base polinomial

Conceitos
em 1D — i L. - - . i
Bases m Base polinomiais adequadas sdo aquelas que sio favoraveis
Bruno S. dentro da regido padrdo e podem ser facilmente
implementadas numericamente.
m As bases ditas favoraveis sdo aquelas que s3o ortogonais ou
. quase ortogonais dentro da regido padro.
Decomposicio
contorno—
e m Estas bases s3o entdo modificadas de forma a facilitar a
Jacobi . ~
e el implementac3o.

Base nodal

m Tipicamente, a base & decomposta em modos de fronteira
e interior porque isso simplifica a decomposicdo do dominio
em elementos e facilita o atendimento de requisitos de
continuidade.



Bases nodais e modais (ou hierarquicas) |
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Carmo Para explicar a diferenca entre estes tipos de base, definiremos
trés bases diferentes ¢0f,\(x), ¢E(X) e ¢E(X) na regido
Qi = {x] -1 <x <1}
Base A
li ial _ _ .
f——— &, (x) = x?, p=0,....F~
contorno—
interior P
Polinsmios de [T,— (x—xq)
Feld 5 (x) = g2t p=0,...,P;
e modda;l [g—0,qp(xp—%q)

¢g(x) = Lp(x), p=0,...,P.






Bases modais (ou hierarquicas)
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B S. A _ —

g:r]r‘;o q);é(X)—Xp, p_07 7P1

& (x)=Lp(x), p=0,...,P.

B ~ ~ . . L, .
polinomial As expansdes d);\(x) e ¢g(x) sdo modais ou hierdrquicas: a
St base de ordem P — 1 esta contida na base de ordem P.
interior
;—’o'in&_mios de
S A expans3o Cbg(x) além de hierarquica é também ortogonal

(Lo, Lafo)) = | Labo)La()dx = 52

————0pg-
—1 2p+1 Pa



Bases nodais
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B _ I1 =0,9%# (x—xq) _
Bruno 5 OB (x) = g0t ) P
armo [g=0,q2p(Xp—xq)
. Ja a base definida pelos polinémios ¢§(x) é uma base nodal e
ase
. . ~ . L . . B .
pelivomial  ndo hierarquica. Esta base tem a propriedade ®;(x;) = dpq €,
s por consequéncia:
Polindmios de
Jacobi
Base modal P P
Base nodal 5 ~ B ~ 6 ~
u’(xq) = E Up®, (xq) = E UpOpg = Ug,
p=0 p=0

ou seja, os coeficientes i, sdo iguais a solugdo aproximada em
Xg-
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Escolha de uma base |

A escolha de uma base dependera de fatores como eficiéncia
numérica, condicionamento das matrizes geradas, independéncia
linear da base e propriedades da aproximacio.

Para ilustrar, consideraremos as expansdes tbf,‘(x), ¢5(x) e
¢g(x) numa projecdo de Galerkin (ou projecdo L?), que é achar
u® € X9 tal que

(v, u’) = (V0,f), Wl e.

N3o vamos especificar condicdes de contorno por enquanto
(ndo é necessario).
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Escolha de uma base Il

Fazendo u9(x) = v(x) = ZE:O (p®p(x), este problema
equivale a resolver a equacdo matricial

Mi =1,
onde
Mpq = ((bp,(bq), 0= [[)05 T >L7P]Ta fp = (¢'p> f)-

A matriz M é chamada de matriz de massa, uma matriz
quadrada, n3o-singular de ordem P + 1 que pode ser invertida
para determinar a solu¢do

=M1f.

O custo computacional é composto de duas partes: construgio
da matriz e inversdo da matriz. Tanto um quanto o outro
tornam-se mais baratos quando a matriz tem algum tipo de
estrutura conhecida.



Escolha de uma base Il

e ¢g\(x) : Matriz M tem apenas metade dos elementos, mas a
em -

Bases inVersa é Cheia.

Bruno S.
Carmo

M[p][q] = (®2, &) = / 11 Py — [ P+ ] |

p+q+1
B 2
pjlsi:omial — p+q+1° P + q par,
Decomposissio 0, p -+ q impar.
interior

Polindmios de
Jacobi

Base modal

B tbf(x) : Se os nés forem equispacados, M e M1 s3o cheias.
¢I§(x) : Matriz diagonal (base ortogonal).

2

Miplla] = (o5 05) = [ (Lol = 5=
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Escolha de uma base IV

Outro aspecto importante diz respeito ao condicionamento da
matriz M, que esta relacionado & independéncia linear da
expansdo e é importante na operacdo de inversio da matriz.

O namero de condicionamento x5 é dado por
k2 = ||M[l2 - ||M~]2.

Quando a matriz & mal condicionada, erros de arredondamento
nos valores da matriz podem levar a a um grande erro na
solucdo do sistema matricial.

Além disso, quando procedimentos iterativos sdo utilizados para
a resolucdo do sistema, a convergéncia do procedimento & pior
para sistemas mal condicionados.



Moment exparfsion

Lagrange expansio
10° - (Equi-spaced nodes)

Condition number

Legendre expansion

100 1 1 |
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Polynomial order




Decomposicdo contorno—interior |
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e m Existe uma dificuldade em utilizar a melhor base polinomial

Carmo (ortogonal e hierarquica) em uma decomposicdo elemental
do tipo h, mantendo um grau de continuidade (tipicamente
CO) na fronteira dos elementos.

Decommonisto m Aplicar este requisito de continuidade diretamente nas
nterior bases modais acopla todos os modos de elementos

Polinémios de

Jacobi vizinhos, e destréi a ortogonalidade do sistema global.

Base modal

Base nodal

P

P
LTS SR
p=0

p=0



Decomposicdo contorno—interior |l

Conceltos A solucdo normalmente adotada é construir bases que tenham
D

Bases apenas alguns poucos modos com magnitude ndo nula no
Bruno S.

contorno, e o restante homogéneo no contorno.

Carmo

Por exemplo, para uma expansdo definida em
Q= {§| -1 <€ <1} tal que

Decomposicao ]-7 p= Oa 17 p = P7
contorno— _1 — 1 —
me_, Lo 020 ww={g 70

Base modal

Base nodal

continuidade C© & imposta assegurando que
. netl etl
8505(1) = 5105 (~1).

Os modos n3o nulos na fronteira s3o chamados de modos de

fronteira ou contorno e os outros s3o chamados de modos de
interior ou bolha.
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Decomposicdo contorno—interior |l

m Expansdes nodais ja tem este tipo de decomposicio
naturalmente, desde que nés sejam definidos na fronteira.

m Para bases modais o que no normalmente se faz é
acrescentar polindmios de grau 1 & base para serem os
modos de fronteira. Como os modos de interior terdo grau
igual ou maior a 2, é possivel assegurar que tenham valor
nulo na fronteira.

m As bases modais s3o normalmente baseadas em polinémios
de Jacobi, com extensdo para assegurar continuidade C°.



Polinémios de Jacobi: definicdo

Conceitos

A e = Representados por P,‘;"ﬁ(x), sdo a familia de solugdes
o polinomiais a um problema singular de Sturm-Liouville que na
Carmo regido —1 < x < 1 é descrito por
d 14a 143 d a B
= | =) (LX) —up(x) | = Ap(1=x) (14x) up(x),
dx dx
ST onde up(x) = PSP(x) e Ap = —p(a+ B+ p+ 1).

Polinémios de
Jacobi

Base modal

Base nodal
Formula de Rodriguez (o, f > —1):

O R AR e R e S L C RS Lo




Polinémios de Jacobi: relagdo de ortogonalidade

Conceitos

em 1D — Estes polindmios tem uma relacdo importante de ortogonalidade

Bases

o com relagio ao peso (1 — x)*(1 + x)”:
Carmo-

1
/ 1(1 — x)*(1 + x)? P3P (x) PP (x)dx = Cdpg,

onde C é dado por:

Decomposigdo
contorno—

Eu 20841 T(p+a+1)(p+4+1)

Jacobi

C =
EEN) 2p+a+p+1 plip+a+pB+1)

Base nodal

Quando o = 3, estes polindmios sdo chamados de
ultraesféricos. Casos bastante conhecidos s3o os polinémios de
Legendre (o« = 3 = 0) e de Chebyshev de primeiro e segundo
tipo (o = 8 = F3).



Polinémios de Jacobi: construcdo recursiva

Conceitos
il Polinémios de Jacobi podem ser construidos usando a seguinte
Bruno S. relacdo recursiva:
Carmo
Py =1,
1
Plavﬁ(x) = E[CM — B + (Oé —+ B + 2))(]’
i as 3P 11(%) = (35 + a3) PR () — a1 P (),
i at=2(n+1)(n+a+B+1)2n+a+p),
a2=(2n+a+B+1)(? -2,
B2 =@2n+a+B)2n+a+B+1)2n+a+B+2),
ay =2(n+a)(n+ B)(2n+a+ B +2).
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Derivada de polinémios de Jacobi

Construcdo recursiva:

B3 P (x
b}(x
bi(

o

Relacso especial:

ipa,ﬁ

dx "

(x)

2

= (2n+a+B)(1-x%),

ba(x) P (x) + ba(x) Py (),

n

1
(a+ B+ n+1)Pr 1 (x)



¢p(€) = "/’p(g) =

Definimos a expanséo ¢,(§) no intervalo
Qo ={{l-1<¢<1}

=, p=0,
1—‘£) (#) PIL(€). 0<p<P,

p=P.
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Qualquer polinémio de Jacobi que satisfizesse condi¢bes de

contorno homogéneas poderia ser utilizado, mas o polindmio
1,1 ) .

P,”; mantém um alto grau de ortogonalidade e gera uma

matriz pentadiagonal.

metia = [ (15) (455 Pt

-1

0,0 , . 2.2 o
Py gera uma matriz heptadiagonal e P, uma matriz diagonal
com forte acoplamento contorno-interior.
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4=0

=15

Matrizes de Massa:

15

=15

2,2
Pp
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Entretanto, considerando a matriz laplaciana
0,0 -
L°[p][q] = (dvp(&)/dE, dipg(€)/dE), Pp™ gera uma matriz
: 11 o 2,2
pentadiagonal, P,’" gera uma matriz diagonal e P, uma
matriz cheia. Por este motivo, a escolha natural & Py,

q=0

=15

Matrizes Laplacianas:

Fisle
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Expansdes polinomiais nodais

m E necessario que os nés incluam os pontos do contorno;
fora isso, podemos escolher arbitrariamente os pontos
nodais interiores ao dominio.

m Uma escolha eficiente em termos de estabilidade e
condicionamento do sistema é tomar os zeros da regra de
integracdo de Gauss—Legendre—Lobatto, pois esta escolha
evita que aparecam oscilacdes préximo aos pontos
extremos.



Conceitos
em 1D —
Bases

Bruno S.
Carmo

Decomposicio
contorno—
interior

Polindmios de
Jacobi

Base modal

Base nodal

Polinémios de Lagrange

Dado um conjunto de P + 1 pontos nodais, denotados por xg
(0 < g < P), o polinémio de Lagrange hp(x) é o polinémio
(tnico) de ordem P que tem valor unitario em x, e & zero em
Xg (P # q). Ou seja, hp(xq) = 0pg-

Este polindmio pode ser escrito na forma

g (x = xq)

hp(X) _ g=0,q;ﬁp
Hq:O,q;ép(XP o Xq)

Interpolacdo polinomial:
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Usar um polinémio de Lagrange com zeros da regra de
integracdo de Gauss—Legendre—Lobato, que sdo as raizes do
polindmio g(&) = (1 — &)(1 + &) Lp(€), equivale a seguinte
expansao:

17 5: 5[37

(E—1)(E+1)LL(E) =P=
PP G0 &7 &

$p(&) = hp(§) =

A matriz de massa gerada com regra de quadratura de
Gauss—Legendre—Lobatto com P + 1 pontos é diagonal,
equivalente & matriz de massa concentrada (lumped).

A matriz laplaciana é cheia, independente do niimero de pontos
de quadratura.
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