Nocdes de Processos Estocasticos
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1. Definicédo
Um processo estocastico é uma sequéncia de variaveis aleatdrias no tempo: {X(t)}7

2. Processo de Wiener ou Movimento Browniano

E um processo estocéstico com as seguintes propriedades:

i) W(0)=0

i) dwi(t) é iid

iiiy dw(t) =+Vdt.e, e~N(0,1)

iv) W (t) é continuo e ndo derivavel em nenhum ponto (sé tem bicos!)

V) VQ=dW(t).dW(t)=dt . A Variacdo Quadréatica (VQ) € ndo nula! Isso é
consequéncia da Lei dos Grandes Numeros. Lembrar que a VQ de uma
funcdo determinista com derivada continua é nula.

A VQ amostral, dada uma partigdo IT do intervalo [0,T], € definida como
m—1

Van = ) (W(t) - W)’

j=0
A VQ é o limite de VQr, quando ||[IT|| - 0
vi) dW(t).dt=dt.dW(t)=dt.dt=0
vii)  E(W(T))=0;Var(W(T))=T;VOQW(M)=T
3. Processo de Itd
Um processo de 1td segue a equacdo diferencial estocastica (EDE)

dx(@®) = a(t, X())dt + b(t, X(©))dW (¢) <

T T

X(T) = X(0) +fa(t,X(t))dt+fb(t,X(t))dW(t)
onde a segunda i(r)ltegral do lado dirgito é uma integral de It0.
4. Integral de It0

a) Definigéo

Supondo convergéncia em quadrado médio, € possivel definir-se a integral de 1td como
o limite da série:

1) = [ @AW = lim—ms £t JW(E)-W( )

N—o0

tal que

lim E[z W) -W(E )] [T (u)dW(u)j -0



onde W(t) ¢ um movimento browniano e f(t) uma funcéo de variéncia finita,
J-mensuravel e Ji-adaptada

Obs.: Os conceitos de convergéncia em estatistica sao:
) Convergéncia em probabilidade: Seja a sequéncia {X; };_,, entdo Xy converge
em probabilidade para c se e somente se
Ve>0,vs>03N/VT =N P(X; —-¢|>5)<e
i) Convergéncia em quadrado médio: Seja a sequéncia {X;};_,, entdo Xy
converge em quadrado medio para ¢ se e somente se
Ve>0,IN/ VT >N E(X; —-C)*<¢
Convergéncia em quadrado médio implica convergéncia em probabilidade, mas a
reciproca ndo € verdadeira, ou seja, a primeira € mais forte que a segunda.

b) Propriedades:

i) aintegral de It6 € um martingal

E[ jot f (U)dW (u)] 3} - j:f AW (@U) t>s

i)  Isometria de I1td

EK j;f (u)dw (u)ﬂ _ E[ j; f(u)zdu}

iii)  Variacdo Quadrética

Definicdo: Seja f(t) uma funcgdo definida para 0 <t <T . A variagdo quadréatica
defatéotempo T é

m—

[t 1= fim, S [e 0 @)

mj0 &

onde IT={t,,t,...t }e O=t, <t <...<t =T

m
Assim , a variacdo quadrética da integral de It6 é

1, |](t)=j f 2(u)du

iv) paraf(ot)eg(ot) e V(0O,T)e0<s<t<T(Véaclasse de fungdes de
variancia finita, 3;-mensuravel e Ji-adaptada )

LTf dW (u) = jtf dW (u) + ff dw (u)

IT(cf +9)dW (u) = C.JTf dW (u) + JTg dW (u) (c constante)



E[ LTf dw (u)} -0

h
I f dW (u) é mensuravel em 3t
S

obs.: Se (Q, 3, P) é um dado espaco de probabilidade, entdo uma fungdo Y:QQ — R" é
chamada de 3-mensuravel se Y*(U) := {o € Q; Y(0)eU}e 3 para todos 0s conjuntos
abertos U < R" (isto €, para todos os conjuntos de Borel U < R")

c) Exemplo de Integral de Ité:

T
f W ()dw (t) = %WZ(T) - %T
0

Notar que é diferente do caso determinista:
T T

fX(t)dX(t) = fX(t)X’(t)dt = %XZ(T) ,X(0)=0

0 0

5. Movimento Browniano Geométrico (MBG)

Black&Scholes supdem que o preco de uma acdo sem dividendos segue um tipo
especial de processo de It6, conhecido como MBG:

dS(t) = uS(t)dt + aS(t)dW (t)
onde p € o retorno esperado do ativo e ¢ € a volatilidade do retorno do ativo.

A solucdo dessa equacao é

S(t) = 5(0).exp [(,u - %02) t+ O'W(t)]

e S(t) segue uma distribuicdo lognormal.

Temos dois pardmetros nesta equacgdo: retorno esperado (p) e volatilidade (o). A
volatilidade é ndo observavel e dificil de estimar, mas mesmo assim é mais facil que
estimar o retorno esperado, que depende da funcéo utilidade dos agentes. Mas é possivel
simplificar o problema e reduzi-lo a apenas um parametro (volatilidade). Para isso B&S

recorrem ao teorema de Girsanov, que estabelece as condi¢cbes em que 0 processo
t

W) =w() + j 0(w)du

0
também é um browniano numa medida de probabilidade P equivalente a P (P é a
medida de probabilidade empirica subjacente ao processo de S(t)) para uma certa funcao
0(t). A medida P também é chamada de Medida Martingal Equivalente.
Neste caso



o(t) = % = dW() =dw () + %dt

onde r é a taxa de juros livre de risco (suposta constante). 6(t) € conhecido como
“preco do risco”, pois mostra o excesso de retorno esperado sobre a taxa de juros sem
risco necessario para compensar uma unidade adicional de risco. Fazendo as devidas
substitui¢cdes, mostra-se que

ds(t) = rS(t)dt + oS(t)dW (t)

Essa equacdo descreve a evolucdo do preco da acdo, mas agora num mundo neutro ao
risco, ou seja, num mundo em que o retorno esperado do ativo € igual a taxa de juros
sem risco e com medida de probabilidade (neutra ao risco) P. A solugdo dessa EDE é
semelhante a original, mas elimina-se a necessidade de estimar o retorno esperado do
ativo, bastando estimar o parametro de volatilidade o.

A solucdo é

1 ~
S(t) = 5(0).exp [(r - 502) t+ O'W(t)]
e S(t) segue uma distribuicdo lognormal, mas agora num mundo neutro ao risco.

No modelo B&S, o numerario associado a medida neutra ao risco € o processo de
desconto

D(t)=e "t

e 0 processo do preco do ativo descontado, D(t).S(t), € uma integral de Itd, e portanto
um martingal:

d(D(t)S(t)) = aD(t)S()dW (t)

6. Teoremas Fundamentais de Financas

Teorema I: Um modelo de mercado tem uma medida de probabilidade neutra ao risco
se, e somente se, ele ndo admite arbitragem.

Teorema Il: Um modelo de mercado com medida neutra ao risco é completo se, e
somente se, essa medida for Unica.

7. Lemade It

Seja {X(t)}] um processo de It6. Seja f(t,X(t)) uma fungdo de X(t) e do tempo com
derivadas parciais fi(t,x), fx(t,x), f«(t,x) definidas e continuas. Seja W(t) um movimento
browniano. Entdo, para todo T = 0, {f(t, X(t)}] também é um processo de It6 e vale a
equacéo



T T
F(T,X(T)) = £(0,X(0)) +f fe(6,X(1))de +f a(®)f,(t, X(t))dt
0

0

1 T T
+§f bz(t)fxx(t,X(t))dt+f b f.(t, X())dW (t)

Informalmente

af = [fi + a(t, XO)fe + 500 XW) i dt + (e XO)fudW ()

8. EDP de B&S
Aplicando o Lema de 1t6 na equacdo do MBG sob a medida neutra ao risco temos que
qualquer derivativo f(t,S(t)) com as derivadas parciais acima definidas e continuas segue
0 processo de 1td

df(t,S@®) = [—f+ rS(t) ag > asj':

Juntando essa EDE com a EDE do preco do ativo, chega-se a equagéo

of

a2S2(t) l dt + aS(t) ﬁdW(t)

of 1 5252 2f
—a—dt 50°S (t) — 652 = —df(t,S(1)) + dS(t)
O lado direito da equacdo acima a variagdo no valor de uma carteira I composta de a—];
unidades do ativo compradas e uma unidade do derivativo vendida.
af
=—-f+ gs = .
_ of Of v L 262000
dll = df+anS— 6tdt 50 S (1:)652

Essa carteira é livre de risco no intervalo dt, pois a Unica fonte de risco (W (t)) foi
eliminada, e o seu retorno tem de ser igual a taxa de juros livre de risco

dll = rlldt =
O 1,0 of
o 205 Wgsz= <f+ S(t))

Rearranjando, mostra-se que, na auséncia de ganhos de arbitragem, a seguinte equacao
diferencial parcial (EDP) tem de valer para derivativos do tipo europeu:

of f 1
at+ S(t)%+2 ag25%(t)

0% f

ﬁl =rf(t,S())

Essa equacdo € conhecida como a EDP de B&S. A solucdo especifica para cada
derivativo vai depender das condi¢Ges de contorno, particularmente do resultado do
derivativo (pay off) no vencimento.

Exemplo: f(T) = Max(S(T)-X,0) para call e f(T)=Max(X-S(T),0) para put.

9. Teorema de Feynman-Kac

Esse teorema mostra que a solucdo da EDP acima é equivalente a calcular o valor
presente de uma esperanca condicional. Assim, o valor na data t de um derivativo f do
tipo europeu é igual ao valor presente da esperanca condicional do seu valor no
vencimento no mundo neutro ao risco:



f@) =e T OE[f(D)]t]

Para call europeia temos

c(t) = e TTDE[Max(S(T) — X,0)|t ]
Para put europeia temos

p(t) = e TT-DE[Max(X — S(T),0)|t ]

10. Férmulas de Black & Scholes para ativos sem dividendos

Resolvendo as equagdes acima para call e put europeias e usando as propriedades da
distribuicdo lognormal prova-se que

c(t) = S(t).N(d1) — X.e TT-D_N(d2)

p(t) = X.eTT-D N(=d2) — S(t). N(—d1)

ln¥+(r+laz).(T—t)

2
dl =
o NT —t
d2=dl1 -0 NT —t

d
1 W
N(d): fﬁe 2" dx

(funcéo de distribuicdo acumulada da normal padréo)
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