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Prefacio

O presente texto didatico foi originalmente elaborado tendo em vista compor um dos
capitulos de um livro de Mecanica Geral destinado a alunos de graduacdo em
engenharia, nos moldes do curso ministrado na Escola Politécnica da Universidade de
Sdo Paulo. Entendeu-se, entdo, ser interessante uma analise mais extensiva, 0 que

levou a edicdo da presente monografia.

No entanto, quando o assunto tratado enquadra-se na categoria dos denominados
“classicos”, dos quais a Mecdnica constitui talvez o caso particular de maior
importancia, posto que ocupa lugar nobre na historia da ciéncia e ao seu estudo tao
melhores e aprofundados textos foram dedicados, qualquer tratamento apresentado
corre 0 sério risco da simples redundancia, para dizer o minimo. Assim, nao espere 0
leitor algo surpreendente, do ponto de vista didatico, mas tdo somente uma tentativa
de sistematizar e organizar notas de aula que abrangem um /imitado espectro, tanto ao

nivel de completude como de profundidade no tratamento da matéria.

O desenvolvimento do texto reflete, em grande monta, a forma com que este autor
acredita deva a formacgdo de um engenheiro “conceitual” ser conduzida. D&-se énfase
a deducdo e discussdao dos “modelos da mecanica”, procurando-se explicitar as
hip6teses sobre as quais sdo construidos, particularizando-os entdo as diversas
situacBes de aplicacdo que se apresentam Uteis ao estudo da mecénica e da
engenharia. Foge propositalmente, portanto, de uma abordagem usualmente
encontrada em livros de cunho mais técnico que, pode-se dizer, adotam “o caminho
que vai do particular para o geral”, seguindo a orientagdo oposta, cuidando para ndo
se desviar do conteudo conceitual, contudo sem ingressar no formalismo e rigor

matematicos excessivos.

A deducdo e a discussdo das equacdes do movimento sdo conduzidas de maneira
relativamente detalhada, por vezes até um pouco exaustiva, quando diversas formas
Uteis de sua aplicacdo sdo entdo apresentadas. A notacdo vetorial é utilizada, embora,
quando pertinente, notagdo matricial seja empregada como alternativa atil a
compreensdo fisica, a sintese ou a aplicacdo numérica. Admite-se que o leitor

apresente conhecimentos elementares de algebra vetorial, algebra linear e de célculo
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diferencial e integral além de possuir alguma familiaridade com os fundamentos da
Mecénica Classica, ai incluindo os capitulos relativos a estatica, a cinemdtica do

ponto e de um corpo rigido, € a dindmica do ponto.

O agora Prof. Dr. Eduardo Aoun Tannuri, quando cursava o terceiro ano de
Engenharia Mecatrénica, EM 1996, ofereceu-se para auxiliar-me na elaboracdo dos
exemplos, na revisdo do texto e em sua edi¢do. Mais do que um auxilio, o que se viu
foi um trabalho efetivo, na solucdo de boa parte dos exemplos propostos e na
elaboracdo de figuras, seguido por uma revisédo cuidadosa, que acabou por apontar
diversos erros de impressdo por mim cometidos e sugestdes de melhorias na redacéo.
A ele os meus mais sinceros agradecimentos. Agradecerei também, imensamente,
contribuicdes do leitor no sentido de identificar quaisquer outros erros, eventualmente

ainda presentes.

Agradeco também a valiosa contribuicdo de todos os colegas docentes da equipe de
Mecénica Geral da Escola Politécnica, através de proveitosas e inspiradoras
discussbes, ao longo dos ultimos anos. Em especial, menciono: G.E.O. Giacaglia,
L.N.F. Franga, A.L.C. Fujarra, A.N. Simos, C.A. Martins, D.C. Zachariadis, D.C.
Donha, L.R. Padovese, L.S. Macedo, M. Massarani, P.C. Kaminski, R.G. Lima, R.B.
Salvagni, R.M. de Souza, R. Ramos Jr. e R.S. Barbosa.

Esta versdo de marco de 2009 sofreu corregoes gramaticais e algumas melhorias de

exposicdo, com corregoes, particularmente na se¢do 06.2.

Séo Paulo, outubro de 2001, dezembro 2004, marcgo 2009.

C.P.P.
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1. PRELIMINARES

Do ponto de vista cinemético, um Corpo Rigido (C.R.) pode ser definido como um
corpo material que guarda a propriedade de invariancia de distancia relativa entre
quaisquer pontos que o constituam. Esta é a propriedade fundamental de um C.R..
Trata-se, obviamente, de uma idealizacdo, um modelo da realidade, porquanto

inexistem, senso estrito, corpos materiais totalmente indeformaveis.

Um sélido admitido indeformavel concretiza o conceito de um C.R.. A hipotese de
indeformabilidade é, no entanto, plausivel quando os deslocamentos relativos sdo
fisica e matematicamente despreziveis face a escalas de comprimento outras que
caracterizam o problema em estudo; por exemplo, escalas do movimento do corpo
como um todo. Embora aparentemente bastante restritiva, a hipotese de C.R. encontra
aplicacOes praticas de grande relevancia. O estudo dos movimentos de um navio
quando sujeito a acdo das ondas do mar, por exemplo, é em geral conduzido dentro da
premissa de C.R.. No entanto quando o foco das atencdes recai sobre fendbmenos de
vibracdo estrutural da embarcacéo, esta hipotese ndo mais é aplicavel. O mesmo pode
ser dito quando do estudo do voo de areonaves e naves espaciais, do movimento de
veiculos automotores, rotores e mecanismos flexiveis em geral. O principio da
solidificagdo é entdo aplicado, e 0 movimento € estudado, sob hipdtese de pequenos
deslocamentos relativos, como composto por um movimento de corpo rigido atuado
por forcas e momentos de forca associados a tais deslocamentos; ver, p.ex.,
Meirovitch, pagina 483. O tratamento completo do tema, embora cléssico, € objeto de
textos mais avancados (ver, também, p. ex., Sommerfeld, Mechanics of Deformable

Bodies, 1950) e foge, portanto, do escopo do presente livro.

Este texto fica restrito a casos onde a hipétese de C.R. for aplicavel. Permeia
definicbes, conceitos e enunciados de teoremas gerais. O tratamento, embora algo

matematico, procura fugir propositalmente do rigor, atendendo ao formato didatico
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pretendido. Além das aplicacdes de carater conceitual, foram escolhidos exemplos

que, embora ainda idealizados, s&o mais préximos do campo da engenharia.

Inicialmente 0 Teorema do Movimento do Baricentro € enunciado, a partir de
consideracdes elementares que definem o baricentro de um sélido, em particular, de
um corpo rigido. O Teorema da Energia Cinética € abordado a seguir, a partir do
conceito geral de energia cinética. E deduzida a expressdo associada ao movimento de
um corpo rigido, quando entdo emerge 0 conceito de matriz de inércia. Suas
propriedades principais sdo enunciadas e discutidas. O conceito de quantidade de
movimento angular OU momento angular € abordado no contexto do movimento de
um C.R. Sua rela¢do com a recém definida matriz de inércia € entdo introduzida e o
Teorema do Momento Angular, que relaciona a variagdo desta quantidade a resultante
dos momentos do sistema de forcas externas aplicadas ao C.R. é enunciado.
Completam-se assim as equacfes que regem o movimento de um C.R., partindo-se

para algumas aplicac¢Ges de carater conceitual.

O problema plano é discutido e exemplificado, como primeiro tratamento de
problemas mais praticos, por encerrar menores dificuldades. S&o adentrados entéo
problemas mais complexos, de cunho tridimensional. O Bindrio Giroscopico €
definido e tratado através de exemplos didaticos ‘classicos’. O carater conservativo do
efeitos giroscopicos é discutido. O problema de Balanceamento de Rotores € entdo
abordado de forma sistematica, iniciando-se com a ‘medida do desbalanceamento’ e
culminando com a construcdo de um procedimento sistematico de ‘balanceamento’. O
Movimento em Torno de um Ponto Fixo € elaborado com algum detalhe. As equagdes
gerais do movimento sdo estabelecidas em termos dos angulos de Euler e os
problemas do giroscopio e do pido tratados de forma progressiva. Elementos dos
conceitos de estabilidade, do ponto de vista fisico, sdo apresentados. O conceito de
precessdo estaciondria € abordado e discutido através de exemplos, incluindo o
movimento de um girocompasso simplificado e finalizando com uma discussédo a
respeito de movimentos mais gerais, onde os conceitos de cone do corpo e cone
espacial, generalizacBes tridimensonais dos conceitos de base e rolante, S&0
introduzidos. Como suplementos decidiu-se incluir alguma discussdo a respeito do
significado da adocdo do referencial terrestre como sistema de referéncias ‘primario’

e, ao final, elementos do estudo da precessdo pseudo-regular, cuja discussédo,
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acredita-se, pode ser bem apreciada por um aluno de graduacdo em fase algo

adiantada ou por um aluno de p6s-graduaco.

O anexo contém, ainda, a proposi¢do de uma série de exercicios de modelamento e
simulagdo computacional, que sd0 acompanhados de exemplos de analises
detalhadas, os quais devem ser trabalhados através de modulos de simulacdo de
sistemas dinamicos como, por exemplo, 0 mdédulo SIMULINK do programa
MATLAB, ou ainda o0 médulo SCICOS do programa SCILAB. O primeiro € marca-
registrada de MathWorks Inc., e 0 segundo é de dominio plblico®, Estes exercicios
ilustram série regularmente aplicada na disciplina PME2200, Mecanica B, ministrada
na Escola Politécnica a alunos da Grande Area Mecanica (habilitagbes em Engenharia
Mecanica, Mecatronica, Naval e Producdo) e conta com a contribuicdo de diversos
colegas do Departamento de Engenharia Mecénica, cujos nomes sdo citados no
devido tempo. A nosso ver tem-se constituido em diferencial pedagdgico, porquanto
permitem o exercicio do modelamento e da analise de diversos problemas da

dindmica de um C.R., com ganho de percepcao fisica, analitica e conceitual.

Antes porém de adentrarmos a Dinamica do Corpo Rigido, prorpiamente dita, alguns

fundamentos de cinematica serao revisitados.

1.1. FUNDAMENTOS DA CINEMATICA DE UM C.R.

No estudo da cinematica de um corpo rigido existe um vinculo cinematico, bastante
especial, que relaciona a velocidade de dois pontos quaisquer deste corpo. Este
vinculo é prontamente derivavel da hipétese fundamental de um C.R. De forma geral
pode-se dizer que este vinculo permite estabelecer, a cada instante, 0 campo
cinemdtico (de velocidades e aceleracées) que caracteriza um “movimento rigido”

e serda empregado neste texto repetidas vezes, nas diversas deducGes e teoremas que

seguirdo. Atraves do vinculo cinemdtico de C.R., basta o conhecimento da velocidade

! (ftp://tp.inria.fr/INRIA/Projects/Meta2/Scilab/distributions).

2 j.e., um movimento que satisfaz o vinculo cinematico representado matematicamente pela férmula
fundamental do C.R. (1.2)
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de um ponto pertencente ao corpo em estudo, ponto este arbitrariamente escolhido, e
do vetor de rotagdo deste mesmo corpo, para que todo o campo de velocidades esteja
univocamente determinado.

Figura 1 C.R. e propriedade fundamental.
Seja (P, - P;) o vetor de posicdo relativa entre dois pontos quaisquer, £, e P,, de um

~ 2 2
mesmo C.R. Entéo ‘(Pi - Pj)‘ =r," = constante, de tal forma que

Sln-p) =Sln-r)-r-p)2v, v ) (m-P)=0 @y

onde v, € o vetor de velocidade de um ponto P, do C.R. medida em relagdo a um

referencial abitrariamente escolhido. A relacdo (1.1) demonstra que a velocidade
relativa de dois pontos pertencentes ao mesmo C.R. é perpendicular a reta que 0s une

(ou, seja, perpendicular ao vetor de posigéo relativa).

De equacdo (1.1) mostra-se também (ver, p.ex., Franca e Matsumura, 2001) que
existe uma relagdo univoca entre os vetores de velocidade de dois pontos de um

mesmo C.R. Esta relacdo é dada por,

V.=V, +QA(B-P) : (1.2).
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e constitui a jd& mencionada formula fundamental da cinemdtica do C.R., ou ainda,
vinculo cinemdtico de um C.R. O vetor 2 ¢é o vetor de rotagdo do corpo rigido,

unico para cada instante considerado. Assim, uso sera sistematicamente feito de (1.2).

A derivada de (1.2) em relagéo ao tempo fornece o campo de aceleracdo de um C.R.

a,=a,+Q2A(P-P)+2A[QA(F-P)] . (1.3)
Vem também de (1.2) que,

V,-u,=v, -u, =y, =constante;

u, =02/|Q; 220 o (14

invariante, portanto, com respeito a todo ponto pertencente ao C.R, onde u, € um

versor que orienta (2. Em palavras, a componente v, =v u,, do vetor de

velocidade de qualquer ponto de um mesmo corpo rigido, na direcdo de seu vetor de

rotacdo, independe do ponto considerado.

Pode-se mostrar entdo que, a cada instante, existe um lugar geométrico (L.G.) de
pontos que tem o vetor de velocidade paralelo ao vetor de rotagcdo. Este vetor € o
mesmo para todos os pontos deste L.G. e tem modulo minimo. O L.G. é uma reta,

denominado "eixo helicoidal instantaneo™ e é paralelo ao vetor de rotacao.

De fato, seja £ um ponto genérico do C.R., pertencente a este L.G., e O um ponto

qualquer do mesmo C.R.. Entédo v, = f.Q2 =v, u,. Segue entdo de (1.2) que

V=V, +Q2A(E-O)=v,u, (1.5)
e portanto, (E-O)A2=v,—-v,u,, de onde,

O2nv,
2

que € a equacdo vetorial de uma reta paralela a 2. Ou seja, a cada instante o

(E-0)=

+yQ2; yeR : (1.6)

movimento geral de um C.R. pode ser interpretado como um "ato de movimento
helicoidal”, i.e., a combinacdo de um "ato de movimento translatério, paralelo ao

vetor de rotacdo™ com um "ato de movimento de rotacdo”, em torno do "eixo
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helicoidal instantaneo™, expresso por (1.6). De (1.4) e (1,5) segue também que |v | é

minimo.

Um caso particular € o de movimento plano. Neste caso o campo de velocidades é
perpendicular ao vetor de rotacdo e o "eixo helicoidal instantdneo™ é sempre
perpendicular ao plano do movimento. O traco deste eixo com o plano de movimento

considerado é denominado, entdo, de Centro Instantineo deRotag¢do (CIR).

Por fim, dados trés pontos distintos e ndo alinhados (O, 4, B), do mesmo C.R. (i.e.
(A-O0)A(B-0)=#0), cujas velocidades, v,,v,,v,, sd0 conhecidas e, portanto,
obedecem, duas a duas, a relagdo (1.1), o vetor de rotagdo 2 =(£2 2 ,(2 ), deste

C.R., pode ser prontamente determinado de (1.2), e expresso na base solidaria ao

corpo (i, j, k), na forma,

Q — (VAZ _VOZ )‘xB _(VBZ _VOZ )‘xA
' ZpY4—Z4)B
Qy — (vAx _VOX )yB _(VBx _va )yA ’ (17)
XpZy —X4Zp
(vAy — Vo )ZB - (vBy Vo )Z 4

YeXy = VaXp

Q =

onde

(A_O):(XA’yA’ZA)
(B=0)=(x3,Y5:25)

vV, =V0xl+v0y_]+v02k
v, :VA,vl+vAy.]+VAzk

Vy=vgitv jtvyk
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2.MOVIMENTO DO BARICENTRO

2.1. BARICENTRO

O centro de gravidade de um corpo material € um caso particular do conceito de
centro de um sistema de for¢as paralelas, quando o sistema € constituido por forgas-
peso. E um ponto especial do eixo de momento minimo®, (nulo, quando o sistema de
forcas € paralelo). Pode ser definido como a interseccdo dos eixos de momento nulo
correspondentes a duas orientagdes arbitrdrias do corpo, relativamente ao campo
gravitacional. Sendo o sistema considerado constituido por forcas-peso, estas séo
linearmente proporcionais as massas dos elementos que constituem o corpo material.
Posto ainda que o campo € constante e paralelo, o centro de gravidade coincide,

portanto, com 0 centro de massa do corpo material.

Considere um corpo material continuo. A posicdo de um elemento de massa dm é

dada pelo vetor de posigéo (P—O), relativamente a um ponto O de referéncia,
arbitrariamente escolhido. Seja (G—O) 0 vetor de posicdo do centro de massa ou

baricentro. Segue entdo que

[(P-0O)am

(G—O):WT , (2.1)

% Ver, p.ex., Franca e Matsumura, 2000.
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onde m é a massa do corpo. O simbolo de integral é aqui empregado com propriedade
e por facilidade de notacdo, visto que o corpo em consideragdo é suposto continuo. O
dominio de integragéo € definido como o espaco ocupado pelo corpo considerado em

um dado instante.

Em casos particulares, idealizados, onde o corpo é formado por um conjunto de N
corpos, a notacdo ainda assim € consistente, posto que, da propriedade associativa do
operador linear de integracdo e da definicdo do centro de massa de um sistema de

pontos materiais,

i Corpo
(G - 0) = N = N == m
Zm, Zm,-
i=1 i=1
(2.2)
Corpo =0, C,
Em particular se O for o proprio centro de massa G segue de (2.2) que
[(P-G)dm=0 . (23)

Corpo

2.2. TEOREMA DO MOVIMENTO DO BARICENTRO

Considere um corpo material continuo, de massa m e um referencial inercial em
relacdo ao qual se estuda o0 movimento do corpo. Seja O um ponto de referéncia deste
referencial. Da conhecida lei de Newton aplicada a um elemento de massa dm do

corpo considerado, supondo invaridncia da massa no tempo, segue que

df = adm , (2.4)
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onde df é a resultante das forcas agentes sobre o elemento de massa. A expressdo
acima se integrada em todo o dominio ocupado pelo corpo, considerando o sistema de
forcas internas equivalente a zero, consequéncia do usual principio de acdo e reacdo

da mecanica, conduz a

R= [adm , (2.5)

Corpo

onde R ¢é a resultante do sistema de forcas externas agentes sobre o corpo. Segue

entao que,
R = I d—Z(P—O)dmzﬁ J.(P—O)dm:mi(G—O) : (2-6)4
Corpo dtz dtz Corpo dtz
e, portanto,
R =ma, (2.7)

A expressdo acima constitui-se no Teorema do Movimento do Baricentro, valida para
um corpo material genérico, sob a hipdtese de invariancia de massa. Em palavras: o
movimento do baricentro corresponde ao movimento de um ponto material de mesma
massa do corpo considerado, caso sobre ele agisse a resultante do sistema de for¢as

externas que propulsiona este corpo.

Note que nada foi assumido até o presente momento, no que concerne a hipétese de
indeformabilidade. O campo cinematico que caracteriza um C.R. sera agora suposto
valido. Sejam entdo P um ponto genérico deste corpo que posiciona o elemento de

massa dm e Q, um ponto especifico que executa um 'movimento rigido' solidério ao

* Estamos tratando de um dominio de integragdo que contém, sempre, a mesma quantidade de matéria.
Dai a possibilidade de inverter a ordem de aplicacdo dos operadores linerares de diferenciacdo e
integracdo. Nao devemos aqui confundir o dominio de integracdo com o usual conceito de volume de
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corpo (em particular, um ponto do préprio corpo). Do vinculo cinematico de C.R., a

aceleracdo a de P sera dada por

azaQ+Q/\(P—Q)+Q/\(V—VQ)
com : (2.8)
(V—VQ)IQ/\(P—Q)

onde Q é o vetor de rotacdo do corpo. Se substituida em (2.5), a expressdo acima

conduz a,

R = J-(aQ+Q/\(P—Q)+Q/\(V—VQ))dm:

Corpo

=a, Idm+QA J-(P—Q)dm+Q/\ I(V—VQ)dMI : (2.9)

Corpo Corpo Corpo

=a,m+QA I(P—Q)dm+Q/\(Q/\ I(P—Q)dmj

Corpo Corpo

Segue, entéo, de (2.1) que,

R=mla, +QA(G-0)+QA(QA(G-0)) . (210)

Caso o ponto Q escolhido seja o préprio centro de massa G, a expressao acima fica
simplificada na forma geral (2.7). Note que, alternativamente, e partindo desta
expressdo geral, a equacdo (2.10) seria prontamente recuperada, aplicando-se o

vinculo cinemaético de corpo rigido entre os pontos G e Q.

controle, por sua vez presente na deducéo das equagdes de movimento de massas fluidas, e através do
qual pode existir fluxo de massa (ver, p.ex., Meirovitch, pagina 483).
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2.3. ADOCAO DE UM REFERENCIAL FIXO NA
TERRA

O referencial terrestre € em geral a escolha mais natural. Este referencial é,
estritamente, ndo-inercial, posto que apresenta rotacdo. A segunda lei de Newton é
valida para referenciais Newtonianos ou inerciais, no entanto. Assim, a equacéo (2.7)

deve ser reinterpretada, se o refencial adotado é fixo na Terra.

Note, em primeiro lugar, que qualquer tentativa de medicdo da acdo gravitacional,
espelhara ndo apenas a prépria atracdo gravitacional, mas também a 'forca de inércia’
conhecida como “forca centrifuga”. Ou seja, se denominarmos F, a forca de
gravitacdo e C a "forca centrifuga” decorrente da rotacdo da Terra, a forca peso P que

efetivamente estard sendo medida é , na realidade a resultante de F e C,

F+C=P L (2.11)

com

C=-mQ, A(Q, A(G-0) . (212)

onde Q, € o vetor de rotagéo do referencial terrestre, G o centro de massa do corpo

considerado e O’ a origem deste referencial, assumida em algum ponto de seu eixo de

rotacao.

Assim, sendo R a resultante das forcas externas agentes sobre o corpo, cujo
movimento é objeto de estudo, designando F', as forcas externas outras que nao de

origem gravitacional, sobre ele agentes, pode-se entdo escrever,

R=F+F =P-C+F' . (2.13)

Por outro lado, a aceleragéo do centro de massa do corpo é dada por,
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aG=a,+Q, A(Q,A(G-0))+2Q, AV, +ag, . (219)

onde os dois primeiros termos correspondem a aceleracdo de arrastamento, o terceiro
é a aceleracdo de Coriolis do centro de massa e o Ultimo a aceleracdo do centro de
massa em relacdo ao referencial fixo na Terra. Desta forma, sendo as forcas de

inércia, centrifuga e de Coriolis, dadas respectivamente por,

C=-mQ Q G-0'
Q2 A (@A (G-01) . (215)

FC = _Zer A VGrel
vem, utilizando-se de (2.13) e do Principio de D*Alembert,

R+F, =0 (2.16)
aplicado equivalentemente a (2.7), onde

F, =-ma, (2.17)
€ 0 conjunto das forgas de inércia, e desconsiderando a,,, que

R=P-C+F' =-C-F, +ma,, : (2.18)
Assim,

mag,, =P+F +F, : (2.19)

Esta é a equacdo que efetivamente deve ser integrada, quando a posicdo é medida

relativamente ao referencial Terra.

® Note que J-ZQe AV, ,dm=2Q A jvrddm =20, Amv,, =2Q, AQ

Corpo Corpo

rel
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3. ENERGIA CINETICA DE UM CORPO
RIGIDO

3.1. ENERGIA CINETICA DE UM CORPO RiGIDO E A
MATRIZ DE INERCIA

Considere um corpo rigido e dois referenciais. O primeiro, em relacdo ao qual é

medido o movimento e o segundo solidario ao corpo. Sejam  (O,x,y,z) €

(O',x',y',z") os sistemas cartesianos que 0s orientam, respectivamente.

Figura 2 C.R. e sistemas de referéncia.

A energia cinética de um elemento diferencial de massa que compde o corpo rigido &,

por defini¢do
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1
dT = EVde : (3.1)
A energia cinética do corpo, como um todo, fica entdo escrita,

= [va .62

Corpo

Seja r’' = (P — 0') o vetor de posicao relativa do elemento diferencial de massa dm ao

onto O’, pertencente ao corpo (ou que executa um 'movimento rigido' solidario ao
p 14 q 8

corpo). Da férmula fundamental da cinematica de um C.R., equacdo (1.2), vem

V=v, +QAr’ : (3.3

e, portanto,

=5 J. +Q/\r dm=%{ J.VO,ZdH’Z+ '[Z(VO,.Q/\r’)dm+ J.(Q/\r’)zdm}z

Corpo Corpo Corpo Corpo

:%{vo,z .[dm+2v0,-Q/\ J.r'dm+ I(QAr’)zdm}

Corpo Corpo Corpo
(3.4)
A integral no primeiro termo € facilmente identificavel como a massa do corpo. Da
definicdo de centro de massa, equacdo (2.1), por sua vez, a integral do segundo termo

pode ser escrita,

[rdm=mr; =m(G-0) . (3.5)

Corpo
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Denotando, ainda, 2 :(a)x,,a)y,,a)z,) er'=(x',y,z'), o leitor podera verificar que o

terceiro termo fica,

J‘(Q A r')zdm = w’, j(y’z +z’2)dm+ a)i J(z’z +x’2)dm+ o’ I(x’z +y’2)dm+

Corpo Corpo Corpo Corpo

20,0, J.y’z’dm—Za)Z,a)x, J-z’x’dm—Za)X,a)y, Ix'y’dm

Corpo Corpo Corpo
1 (3'6)
que também pode ser escrito, compactamente, na forma matricial,
1 N2 1 t 6
Ecj(gm) dm=—{Q}'[3, J{Q} 3.7)
orpo
onde a matriz quadrada de ordem trés,
I(y’z +Z’2)dm - J.x'y’dm - Ix’z’dm
Corpo Corpo Corpo
[Jo,]: — Iy'x’dm I(z’z +x'2)dm — Iy'z'dm (3.8)
Corpo Corpo Corpo
— j-z’x’dm — Iz’y’dm I(x’z +y’2)dm
L Corpo Corpo Corpo i

constituida por ‘momentos de massa de segunda ordem’, & denominada ‘matriz de
inércia’ do corpo em relagéo ao sistema considerado. Os termos da diagonal principal

sdo denominados ‘momentos de inércia em relagdo aos eixos (x',y',z')’,

respectivamente e aqui serdo denotados por J..,J,.,J_.. Os termos fora da diagonal

J

yrzr y

J

Z'x' "

sdo denominados ‘produtos de inércia’ e aqui serdo denotados por J

xryr )

Note que, por construcdo, a matriz de inércia é simétrica.

® O super-escrito 7 indica a operacao de transposicao.
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A matriz de inércia € uma entidade fisica de extrema importancia, pois ‘mede’ a
distribuicdo de massa de um corpo em relagdo a um dado sistema de coordenadas.
Goza de diversas propriedades e é fundamental ao equacionamento do movimento de

um corpo rigido. Estas propriedades serdo apresentadas e estudadas mais adiante.

Voltando a atencdo a energia cinética e substituindo as expressodes (3.5) e (3.7), a

equacéo (3.4) fica escrita na forma,

T=omvg v, QA G-0)+ {0} [3,](e) NEY)

O primeiro termo esté associado a translacdo do corpo; o segundo termo & translacao
e a rotacdo; o terceiro termo, apenas a rotacdo. Se a escolha for tal queO’' =G, a

expressao da energia cinética ficara simplificada na forma,

1 1
T= Eva2 +E{Q}t[JG]{Q} . (3.10)
Ou seja, ‘a energia cinética de um corpo em movimento rigido, medida em relacdo a
um dado referencial, pode ser decomposta em duas parcelas: a primeira associada

apenas ao movimento do centro de massa e a segunda associada a rotagéo’.

Outro caso particular merece especial atencdo dada sua importancia conceitual e

pratica.
e Se O’ for um ponto fixo

Neste caso tem-se, a expressdo da energia cinética reduzida apenas a parcela

associada a rotacao,

T = %{Q}T[JO, J{©}; O’ um ponto fixo (3.11)

Genericamente, por outro lado, da identidade envolvendo o produto misto de trés
vetores a-bAac=b-cra=c-aab , a expressdo (3.9) pode ser alternativamente

escrita na forma
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T=omvy =006 nmv, + {0 [3,](0) (3.12)

O segundo termo da expressdao acima pode entdo ser identificado como o produto
escalar entre o vetor de rotacdo do corpo e 0 momento angular, calculado em relacéo
ao centro de massa do corpo, que seria obtido se toda a massa do corpo fosse

concentrada no ponto O

3.2. MATRIZ DE INERCIA

A matriz de inércia de um corpo material constitui-se, na realidade, em um conceito
mais amplo, e pode ser definida mesmo para corpos nao rigidos, como por exemplo
para um corpo elastico. Neste caso, no entanto, a matriz de inércia depende do
instante considerado e o célculo da energia cinética ndo pode ser feito através da

aplicacdo do vinculo cinemadtico de corpo rigido.

Do ponto de vista puramente matematico a matriz de inércia enquadra-se dentro de
uma classe mais ampla de grandezas, denominadas tensores. E comum, em textos
algo mais avancados, a referéncia tensor de inércia. Em particular a matriz de inércia
é um tensor de segunda-ordem, gozando, portanto, de todas as propriedades inerentes
a esta classe especial. Estas observacgdes visam tdo somente situar o leitor, motivando-
0 a um estudo mais aprofundado do assunto, tarefa que obviamente foge ao objetivo

do presente texto.

As definicdes, conceitos e propriedades tratadas a seguir atém-se tdo somente ao

desenvolvimento necessario & mecanica geral, ao nivel de graduacdo em engenharia.

3.2.1. Momentos e Produtos de Inércia

Define-se 0 momento polar de inércia de um corpo material em relacdo a um polo O,

a entidade escalar,
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Iy= [(P-0)*dm . (3.13)

Corpo

O momento polar de inércia ‘mede’, portanto, a distribuicdo de massa de um dado

corpo material em torno de um ponto.

De forma analoga, 0 momento de inércia de um corpo em relagdo a um eixo Ou ,
onde u é um versor, ‘mede’ a distribuicdo de massa de um corpo em relagdo a este

eixo. Lembrando que o quadrado da distancia de um ponto P a reta Ou é dado por
d? =((P-0) au)’ =|P-0[" sen? 8, onde 96 o angulo interno entre (P—0) eu, 0

momento de inércia de um corpo em relacdo a um eixo Ou é entdo definido como,

J,= [ dldm= [((P-0)ru)dm (3.14)

Corpo Corpo

Tomando um sistema cartesiano (O, x,y,z), (P —O) = xi+ yj +zk, 0s quadrados das

distancias do ponto P aos eixos (x,y,z) sdo dados, respectivamente, por,

d>=y*+z2°
dl =z" +x° , (3.15)
a’z2 = x? +y2

de tal sorte que 0s momentos de inércia em relagdo aos eixos (x,y,z), passantes por O,

ficam

J, = J.(zz+x2)dm (3.16)
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O momento polar de inércia em relacdo ao polo O fica escrito na forma,

I(xz +y? +22)dm

Corpo

. (317)

1
I,=3

Definem-se’, por outro lado os produtos de inércia com respeito aos eixos

(x,»),(x,2),(y,z), como os escalares

Jy == Ixydmz— Jyxdszyx

Corpo Corpo

J,=- Ixzdm =— szdm =J (3.18)
Corpo Corpo

J,.=-— Ixydm: - Iyxdmz I
Corpo Corpo

A matriz de inércia pode entéo ser definida,

JX Xy Xz
[JO]: Jyx Jy Jyz (319)
sz Jzy Jz
3.2.2. Transformacao de Base e Eixos Principais de Inércia

Considere,conforme a figura abaixo, e alterando um pouco a notacao, dois sistemas de
coordenadas, (x,,x,,x;) € (x;,x;,x;), ambos com origem em O e orientados pelas

bases candnicas (i, j,k) e (i’,j', k')

"0 sinal positivo &, por vezes, preferido na definicéo.
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Figura 3 Mudanca de base e transformacio de coordenadas

Um vetor genérico r =(x,,x,,x;) € dado por r'=(x],x;,x}), se representado na
base (i',j',k'). Sejam o ; os angulos formados entre os eixos x; € x,. Note que, em

geral, a, #o . As coordenadas (x,,x,,x,) e (x{,x;,x;) se relacionam entre si

através das expressoes,

3
X/ =) coso,x, . (3.20)®
=

Ou, em forma mais compacta,

{r'} =[B{r} (3.21)

8 Cosal; sdo os denominados cossenos diretores.
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[B]=[cosa, | ;ij=123 (3.22)

€ a denominada matriz de mudanga de base, formada pelos cossenos diretores cosa.,.

Explicitamente,

COSQL;, COSOL;, COSOL,
[B]=| cosa, cosa, COSOLy (3.23)
COSOL,, COSOL;, COSOLg

Considere agora dois vetores p e q relacionados entre si por uma matriz [A]. Em

notacdo matricial,

{p} =[Al{d} . (3.24)

Cabe aqui determinar a matriz [A’] correspondente & transformacdo de base. Pré-
multiplicando a expresséo (3.24) pela matriz [B] e introduzindo a matriz identidade de

ordem 3, [I], entre [A] e {q}, vem que

[B]ip) =[BJ A]1]igj-

Porém, [1] = [B]_l[B] e, portanto,
[B]{p} = [B]A]B] "[Bia}.

resultando,

'} =[A"]q'} . (3.25)

com,
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[A]=[B]AIB]" (3.26)

No caso em estudo, onde o interesse reside na matriz de inércia, tem-se

[35]=[B]3,]B]" . (32

Ainda, a matriz de mudanca de base é ortogonal, posto que a transformacédo o €.

Assim,

[B] " =[B] (3.28)
e portanto,

[45]=[B]J,]B] (3.29)

A matriz [J;)] é, portanto, a matriz de inércia calculada no sistema (O’,x],x,,x3).

Quando diagonal, a matriz de inércia € dita relativa a eixos principais de inércia. Se,
além disso, o polo O coincidir com o centro de massa G do corpo, 0s eixos sao ditos

centrais de inércia.

Como sera visto adiante, qualquer eventual eixo de simetria ocorrente na distribuicdo
de massa do corpo sera um eixo principal de inércia. Para corpos de forma geométrica
simples, com distribuicdo homogénea de massa, é relativamente facil identificar eixos
principais de inércia. Para um caso mais geral, ou a0 menos mais complexo, nem
sempre é imediato identificar elementos de simetria. E assim interessante

determinarmos eixos principais de inércia. Existe uma transformacdo particular que
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diagonaliza a matriz de inércia, transformando-a em uma matriz principal de inércia.

Seja [P] a matriz de mudanca de base que diagonaliza [JO]. Entéo,

[35]=[P]3,]P] (3.30)

Esta fora do escopo do presente texto uma analise aprofundada do presente problema.
Pede-se ao leitor mais interessado que consulte textos especificos, de algebra-linear.

Cabe ressaltar, no entanto, que a matriz [P] é formada pelos auto-vetores da matriz

[J,]. Ou seja,

[P]=|{p.}’ (3.31)

onde {pi}; i=123 sdo o0s autovetores correspondentes aos auto-valores

A i=1,2,3 damatriz [J,].

1

Ill 112

Exemplo 2.1 - Dada a matriz de inércia ( j da figura plana abaixo nos eixos

21 22
Oxx; calcule a matriz segundo os eixos Ox’;x’; . Em seguida, calcule 6 para que o

sistema Ox’;x’; seja de eixos principais.

A X

X2 al2

a2l X1
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Como:

!

X, =C0s6 x, +send x,

!

x, =—senf x, +c0s0 x,

cosfd —send .
. Pode-se entdo escrever:

logo, |B]= (

send cosé
[1,1=[B]"[{,]11B]
Realizando as multiplicagoes, obtém-se:

I}, = 1,,cos* @ + I,,sen’d + 21, c0S bsen &
I}, = I,,sen’0 + I, cos* @ — 21, COSs sen &

i 2 2 i
1, =—1,,sen0cosd + I ,,sendcosd + I, cos” 0 —1,,sen0 =1,
Para que os eixos sejam principais:

I, =0= (cos’ @—sen’ §)1,, =sen@cosO(I,, — I,,)

tan260 = _2h

, que fornece o dngulo que orienta os eixos principais.
11~ f22

30



Dindmica dos corpos rigidos 31

3.2.3. Propriedades da Matriz de Inércia

A matriz de inércia goza de diversas propriedades.
o Simetria

A matriz de inércia é simétrica. De fato, a propria definicdo dos produtos de inércia

(3.18) e a propriedade comutativa da operacdo de multiplicacdo demonstram este fato.
e [nvaridncia do traco
O trago da matriz de inércia é invariante com respeito a mudanga de base. De fato,
de (3.16) e (3.17) segue que,
Jo+J, +J. =21, (3.32)

qualquer que seja o sistema (O,x,y,z) escolhido.

e Positividade

A matriz de inércia é definida positiva. De fato, 0s momentos de inércia séo formas
quadraticas e portanto, excetuando-se o caso (idealizado) em que todos 0s pontos se
distribuam sobre 0 mesmo eixo, sdo sempre positivos. Por outro lado a matriz de
inércia pode ser diagonalizada e, como o0 trago da matriz é invariante, seu

determinante sera sempre maior ou igual a zero.
o Composigdo

Considere uma parti¢cdo do corpo em N sub-conjuntos. Da definicdo dos momentos e
produtos de inércia (3.16) e (3.18) e da propriedade associativa da operacdo de
integracdo é possivel decompor estas grandezas de forma correspondente a particdo

considerada. De fato,
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(3.33)

Jy == Ixydm = —ij.xydm

Corpo J=l ¢
onde C; indica a j-ésima particdo do corpo. A expressdo acima obviamente vale, de

forma anéloga, para os demais momentos e produtos de inércia. Decorre, também, a

propriedade subtrativa. Isto é, definindo o corpo de interesse C, a partir da

decomposigéo de um corpo C tal que C=C, U C, segue, por exemplo, que

JG=Js —J% . (334)

0 mesmo valendo para os demais elementos da matriz de inércia.
o Translacdo de Eixos

Considere um corpo e dois sistemas de coordenadas cartesianas (x,y,z) e (x',y’,z"),
paralelos entre si, com origem O e O’ respectivamente. Seja (O’ —O0) = (a,b,c) 0

vetor de posicdo relativa, expresso na base que orienta ambos os sistemas de
coordenadas. Tomando 0 momento de inércia do corpo em relacdo ao eixo O'x’, por

exemplo, segue entdo, da definicdo que,

Jo= [ 0P +z%)dm= [((y-b)* +(z-c)*)dm =
Corpo Corpo (3 . 35)
= J.(yz +22)dm+ (b* +¢?) Idm—Zb Iydm—Zc J.zdm
Corpo Corpo Corpo Corpo

Por outro lado, da definigdo da posicdo do centro de massa, calculada em relagéo ao

ponto O,
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mx; = .[xdm
Corpo

my; = J.ydm (3.36)

Corpo

mz; = .[ zdm
Corpo

e, portanto,

J., =J, +m(b® +c*)—2mby, —2mcz,
J,=J, + m(c?® +a®) —2mez, — 2max,, . (3.37)

J. =J_+m(a’® +b*)—2max, — 2mby,,
Note a permutacdo ciclica que, uma vez mais, comparece na expressao acima. Caso 0

ponto O seja 0 proprio centro de massa, ou seja, se O =G, a equacdo acima fica

simplificada na forma

J.=Jg +m(b® +c?)
J,=Jg +m(c?® +a®) : (3.38)
J. =Jg +m(a® +b?)

A equacdo (3.38) também é conhecida como Teorema de Steiner. Permite enunciar a
seguinte assertiva: “uma vez definidas as diregoes dos eixos, os respectivos momentos

de inércia serdo minimos se a origem for o baricentro”.

Por outro lado, tomando, por exemplo, o produto de inércia em relacdo aos eixos
(O'x'y"),

oy =— j x'y'dm=— j((x—a)(y—b))dmz

Corpo Corpo
=— jxydm—ab J.dm+b dem—i—a J.ydm ’ (339
Corpo Corpo Corpo Corpo

utilizando (3.36) e generalizando para os demais eixos,
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J oy =J,, —mab+mbx; + may,
J o =J,. —mbc+mcy; +mbz . (3.40)

J,w =J, —mca+maz; +mexg
Novamente, caso O = G, as equag0es sdo simplificadas na forma,
Sy =J,, —mab

Jy. =J,. —mbc . (3.41)

J..=J, —mca

Exemplo 2.2 - Uma chapa de ago possui quatro furos simetricamente distribuidos.

Calcule a matriz de inércia para em relagdo aos eixos Gxyz indicados na figura.

‘4—»‘
<

@ 1 @&
ol »

A
A

A matriz de inércia da chapa pode ser calculada como a diferenca entre a
matriz de inércia de uma chapa inteirica, de lados a e b, e a matriz de inércia de

quatro discos de diametro d distantes u do eixo y e v do eixo x.
[JG ] — [Jgt] _ [Jdciscol ] _ [JdGiSCOZ] _ [Jdcisc03 ] _ [JdGiSCO4]

Como, devido a simetria, G é o baricentro tanto da chapa recortada como da

inteirica. Assim:
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2
b 0 0
12 ,
[J5'] = pab| 0O ZCLl_Z 0 , sendo p a densidade superficial de massa
0 0 a’® +b*
12

da chapa.

Para o disco 1, superior a direita, o cdlculo de sua matriz de inérci, envolve a
translagdo do sistema de eixos, do sistema que contém seu baricentro (G;) para o ,

em relagdo a Gxyz. Logo:

— 0 O
52 16 E o vi —uv 0
[Jgi“‘"]:pﬂ4 0 % 0 l+p v w® 0
d? 0 0 O
0O 0 —
8
2
—+1? —uy 0
2 16 2
isco ﬂ-d d
[Jos1 = p 2 —uv E+u2 0
0 0 £
8

Analogamente para os discos 2,3 e 4 temos:

2 2
d—+v2 uv 0 d—+v2 —uv
, 16 , , 16 )

. id d . 7d d
JDlscoz — uv —+M2 O JDlsc03 — —uv —+M2
e 1=p 4 16 2 e 1=p 4 16

0 0 % 0 0
2
E+v2 uv 0
. d* d*
JDlSCO4 — T Z 4 2 0
B 1=p 2 uv 16 u 2
0 0 d—
8
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Assim, pode-se cacular a matriz de inércia total. Notar que esta serd

diagonal, ou seja, os produtos de inércia serdo nulos (lembrar da simetria).

3.24. Elipsoide de Inércia

Considere, novamente, um eixo Ou, orientado pelos cossenos diretores de u, i.e.,

u = cosai + cosfj + cosyk . Deseja-se expressar 0 momento de inércia do corpo em

relacdo ao eixo Ou . Para tanto, calculando

(P - 0) AU = (xi + yj+ zk) A (cosoci + cosfBj + COSyk) = (3.42)
+

= (ycosy —zcosB)i+(zcosa — xcosy)j+(xcosp — ycosa )k

0 quadrado da distancia de um ponto genérico P a este eixo fica dado por,

d? =((P-0) au)’ = (ycosy —zcosp)’ +(zcosa —xcosy)’ +(xcosp - ycosa)’
(3.43)

que pode ser reescrito na forma,

d?> = (0032 a)(y2 +2%) + (cos2 ,6’)(z2 +x%)+ (cos2 7/)(x2 +)%) -

(3.44)
—2(cosa cos B)xy — 2(cosa cosy )zx — 2(cos S cosy )yz

Assim, substituindo (3.44) em (3.14),

J, =cos’ a j(yz +22)dm +c0s” S j(zz + xz)dm+coszy J(xz +y2)dm+

Corpo Corpo Corpo

—2C0Sa Cos B J.xydm — 2C0Sa COSy J.xzdm — 2C0S fcosy j yvzdm

corpo corpo corpo

Ou seja,
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J, = (cos2 oc)Jx +(cos2 B)Jy +(C052 Y)JZ +

(3.45)
+2(coso.cosP)J,, +2(cosacosy)J,, +2(cospcosy) .
Sejam entdo as variaveis,
- cosa
V Ju
Ccos
v- Wﬁ (3.46)
- CoSy
77,
A equacao (3.45) pode ser escrita na forma,
T8 T P 4 JE 20 By + 20 EG+ 2] yE =1 (3.47)

que é a equacdo de um elipsdide, nas variaveis (g, \I/,C) . Este elipsoide recebe o nome
de elipsdide de inércia. Em particular, se (x,y,z) forem eixos principais de inércia

(J, =J.=J,.=0),aequacao se reduz a,

JLER+ TPyt + Ul =1 . (3.48)
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3.3. TEOREMA DA VARIACAO DA ENERGIA
CINETICA

Considere um corpo material em movimento em relagdo a um referencial inercial.
Conforme visto anteriormente, a energia cinética deste corpo, relativamente ao
referencial considerado, pode ser expressa na forma da equacgéo (3.2). Derivando-a

em relacdo ao tempo, tem-se que,

ar _1d ¢, _1
at 24 T2

4

” [(v-v)dm . (3.49)

Corpo

Assumindo a invariancia da distribuicdo de massa, a taxa de variagdo da energia

cinética em relacdo ao tempo pode ser expressa na forma,

d 2 dt 2 dt

Corpo Corpo Corpo

Pela segunda Lei de Newton, aplicada a cada elemento de massa dm , tem-se, por

outro lado que

dF = adm : (3.51)
Particionando, ainda, o sistema de forgcas em externas e internas,

v-adm=v-dF =v-dF* +v-dF" : (3.52)
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As duas parcelas da equacao acima podem ser identificadas com a poténcia das forcas

elementares externas e internas, dW*' e dW™ , respectivamente. Assim, substituindo

a expressédo acima em (3.50) tem-se,

dT

— = [v-ag+ [v-ap™ = [awe + [aw™ (3.53)

Corpo Corpo Corpo Corpo

que integrada no tempo, entre um instante inicial ¢, arbitrariamente escolhido e um

instante genérico ¢ fornece,

T—Ty =t (to;0) + 1" (t:1) . (354)

ou seja, a variagdo de energia cinética € igual ao trabalho realizado pelas forcas
externas e internas entre os instantes considerados. Este enunciado é conhecido como

Teorema da Variagdo da Energia Cinética.

Particularmente para um corpo rigido, no entanto, e dentro da validade do principio
de acdo e reacdo da mecanica, o trabalho das forcas internas se anula. A
demonstracdo deste fato, € relativamente simples. Considere, para tanto, dois
elementos pontuais distintos, constituintes do mesmo C.R., identificados

respectivamente pelos pontos 7, e P, .

—:fi]

P - P.) r; . . .
‘ -— a forca de interacdo entre estes pontos, onde foi

ij
implicitamente admitido valido o Principio de Acdo e Reacdo da Mecénica, isto e,

f. =-f_.

g Jt

Assim,
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ri"’(to;t):I;( jv-de"’]dzz de-dF"”’:IimN%iifyﬁPi:

Corpo Corpo i=1 j#i

=§Iimwi§fy~5(e—e)= NawZny(‘P P‘) a(B-p)=.

i=1 j#i i=1 j#i

MZZP R (( ‘Pj)z)

i=1 j=i |[4;

onde o processo limite N — oo deve ser entendido simultaneamente a 6/ — 0, onde
3V é o volume do elemento de massa considerado. Da propriedade fundamental de

um C.R., pela qual a distancia relativa entre dois pontos quaisquer deste corpo €

. . . 2 . .
Invariante, ou seja, (Pl - P]) = cte, Segue a assertiva proposta, I.e.,

T (1) = 0 . (3.55)

Exemplo 2.3 - Um disco homogéneo de massa m e raio R rola sem escorregar em um
plano inclinado. No instante inicial ele possuia velocidade angular wy e estava na
posicdo xy. Calcule a velocidade angular @ em fungdo da posic¢do x, a aceleragdo

angular @ e as for¢as externas que agem sobre o disco.
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Cinematica
Q= -k
vV, =V, + 2 A(Rj)
comov, =0

vV, = oRi

Calculo da Energia Cinética T

T v+ Y MO

[Jc] é o tensor de inércia do disco em relagdo a eixos que passam por G e
paralelos a i,j k. Como tais eixos sdo principais (simetria) tem-se:

J. 0 0
[J,=| 0 J, 0
0 0 J

Utilizando as equagoes acima obtém-se:
1 2 2
T= Ea) (mR°+J,)

2

Para um disco homogéneo J, = , assim:

T:EmRza)2
4

Cdlculo do trabalho das forgas externas

A unica for¢a que realiza trabalho ¢ o peso. A for¢a de atrito atua sobre um

ponto com velocidade nula e a for¢a normal é perpendicular ao deslocamento. Assim:
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ext

7 =mg(x—x,)sena

Teorema da Varia¢do da Energia Cinética
T_ ]6 — Text

4
0’ =0+ Ii (x—x,)sena

Derivando a equagdo acima e observado que X =v, = @R :

) 4
200 = IiXSena
.2
a):—gsena
3R

Calculo das reacoes

Utilizando o teorema do baricentro:

ma, = ZFm
como a; = @Ri:
(mgsena — fat)i+ (N —mgcosa)j = mRwi
N =mgcosa

fat = %mgsen a

Exemplo 2.4 - Um disco de massa m e raio R rola sem escorregar unido por uma

barra a um anel de mesma massa e raio num plano inclinado. Calcular a acelera¢do
do conjunto.

42
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Cinematica:
Anel __ _ Disco __ _ e
v =v =i

a)Anel = a)Disco =w
w =

Y
R

Calculo da Energia Cinética:

T= lmv2 +£JZD"”"a)2 +£mv2 +EJZA”e’co2
2 2 2 2

T B mvz (1+ zDisca . JzAnel )
2R*  2R?

Cdlculo do trabalho das forgas externas:

43
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Como no exemplo anterior, as unicas for¢as que realizam trabalho sdo as

forgas pesos. Assim:

7% = 2mg(x — x,)sen«a

Teorema da Variagdo da Energia Cinética:

%m(v2 —v5) =2mg(x —x,)sena

8
V2 =12 +7g(x —X,)Sen«
Observando que x =v

2vy = 87g)'csen o

4
v="Eseng
7

que é a expressdo procurada.



Dindmica dos corpos rigidos 45

Exemplo 2.5 - O péndulo composto abaixo possui massa m e momento de inércia Jg

e parte do repouso da posicdo 6,. Calcule:
a) @ em fungdo de 0

b) comprimento efetivo do péndulo (I,

X
o
2 _Jg , o
a) Sendo p; = — o raio de giragdo do corpo, tem-se:
m

T=%J0a)2 =%(JG +ma’)w® =%m(p2G +a’)w’

9

7(0,7) = 7(6,,0) = —I mg sen pdf = mga(cos—cosd,)
90

Pelo Teorema da Variagao da Energia Cinética:

T-T,=1(6,,0)
Das condigées iniciais 0(0) =6, e 6(0) =0 segue que:

2ga
?=——°"—(cos®-cosb,)

w = 2
(pG+a )
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2
b) Para um péndulo simples, sabe-se que ®° = Tg(COSH—COSQO). Por analogia, o

comprimento efetivo de um péndulo composto é o comprimento que um péndulo

simples deveria ter para se comportar da mesma maneira. Assim:

2 2 2
+a
L, _Pe*a _Ps_,

a a

Pela equagdo acima pode-se verificar que tanto faz o péndulo ser suspenso

2

por um ponto O que dista a de G quanto por um ponto C que dista Lo .,
a

comprimento efetivo seria o mesmo, logo, teriam o mesmo comportamento.

Exemplo 2.6 - Calcule a energia cinética de uma engrenagem conica de um
diferencial girando com velocidade angular @ em torno de seu eixo. A engrenagem

possui massa m e suas dimensoes estdo indicadas na figura.

Cinematica

Q= wj

Energia Cinética

Tomando como polo para cdlculo da energia cinética qualquer ponto do eixo

de rotagdo da engranagem, tem-se:
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7= A1, 1O

na qual [J,] é a matriz de inércia com relagdo a (O,1,j,K) indicados na figura. A
formula acima é valida pois o ponto O tem velocidade nula. Observando que (O,1,},K)

sdo eixo principais de inércia (simetria) (3.12) se reduz a:

o
NV VYNV VAN

- |-
dx

Para o cdlculo de J., deve-se observar que a engrenagem é composta por uma

infinidade de discos de espessura diferencial dx e raio dado por:

r(z) =r, _7(’”2 -n)

O momento de inércia de um disco em torno do eixo Oz é dado por

2
d - dm.r<(z)

z

Pela propriedade de composi¢io da matriz de inércia, J, da

engrenagem é dado por:

J.= [dl. =J{@dm

Corpo 0
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Como dm = p.7.r*(z).dz sendo p a densidade do material, a integral pode

ser escrita como.

J =

z

[S) ———

P74
— d
5 r*(z)dz

Realizando a mudanca de variavel:

dz =— ! dr
r,—n
obtem-se:
pr 5 5
= v, —F,
) 10(1’2—1’1)(2 l)

obtéem-se:
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Exemplo 2.7 - Um carretel de massa M, momento de inércia J, em relagdo ao eixo
AK, raio maior R e raio menor r rola sem escorregar num plano horizontal. A ele

liga-se um contrapeso de massa m. Considerando a polia e o fio ideais, calcule:
a) aceleragdo do contrapeso
b) aceleragdo angular do carretel

¢) tragdo no fio

J:, M

L@

Cinematica
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Observando a figura acima:

vi=(R+r)wi

v

w =
R+r

v, i=wRi

Calculo da Energia Cinética

T = EJza)2 +£vaI +£mv2
2 2 2

Utilizando as equagoes acima:

MR?
T:1 JZJF—Zer v
2| (R+7r)

Cdlculo do trabalho das for¢as externas

A unica for¢a que realiza trabaho é o peso da massa m.

z=mg(h—hy)

Teorema da Varia¢do da Energia Cinética

1{12 + MR?

r (Ror)? +m}.(v —vy)=mg(h—hy)

a) Derivando a equagdo acima, com h=v :

3 mg(RJrr)2
J. + MR* + m(R +r)°

50
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b) Utilizando as relagoes cinamdaticas:

3 mg(R +7r)
J. + MR? + m(R +r)?

mg

Para o contrapeso:

mg—T =mvy

Substituindo o valor de v :

J. + MR®
J. + MR* + m(R +r)°

T =mg

51

Exemplo 2.8 - Um cilindro de massa m rola sem escorregar no interior de um tambor

de raio R. O cilindro é liberado do repouso da posi¢do 6. Calcule a velocidade do

cilindro em fungao de 0 e a reagdo vertical em B.
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Denotando @ a velocidade angular do cilindro e como ndo existe

escorregamento, temos que v = Q(R —r) = ar. Do Teorema da Energia Cinética:
1 1
T= —Jca)2 = —(Emrz)a)z = %mrza)z

4
T= —j mgsend(R —r)dO = mg(R —r)(cosé — cosb,,)

0

1%
como7-T,=7 ¢ w=-%
r

v = %g(R —r)(cos@ - cosé,)
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Fat

Pela figura acima, aplicando o Teorema do Movimento do Baricentro,

2

N Vo
notando que a acelera¢do normal vale (R tem-se:
-r
V2
m—%—= N —mgcosd
(R-r)

Aplicando a expressdo para vg obtida acima:

N = mg(% cos@ — %cos 90)
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Exemplo 2.9 - Um péndulo composto ¢ formado por duas barras iguais de
comprimento | e massa m unidas por articulagoes ideais. Deduza uma relagdo entre

as variaveis 0;, 6, e suas derivadas, sendo que no instante inicial as barras estavam

na posigdo inferior com velocidades angulares 6., € 6, .

Cinematica:
Q, =60k
Q, =6,k

Ve =V +Q A(C-0)
o1 . .

Vo = ng(coselwsen 0.j)

V,=V,+Q, A (4-0)

v, = 0,1(cosé,i+send,j)

Ve, =V, +Q, A(C, — 4)
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: 1 o 1 .
Ve, =(0,lcosb, +6, ECOSQZ)I +(6,/send, + 0, Esen 0,)i

Calculo da Energia Cinética:
1 1 . 1 1.
T = Emvza + EJZQf + EmVZCZ + EJzeg

na qual J, é tomado em relagdo ao centro de massa das barras.

2
m , .1 ~ .
Como I = ET) obtém-se, utilizando as relagdes acima:

_ml2

T=""
6

) ) 2. .
(462 +62) +m791921 cos(0, - 0,)

Cdlculo do trabalho das forgas externas:

55

As reagoes nas articulagoes (supostas sem atrito) ndo realizam trabalho. As unicas

for¢as que realizam trabalho sdo os pesos das barras. O trabalho realizado é igual a

variagdo de energia potencial, tomando a posi¢do inicial (inferior) como referéncia:

= ngl(l—cosel) +ng1(1_ c0sd, +2.(1-cosd,))

T= ng1(4 —3cosd, —coséb,)

Assim, a relagdo procurada é obtida pela aplicagdo do Teorema da Variagdo da

Energia Cinética

Ir-T,=rt

sendo T, obtida substituindo as condigoes iniciais 0,, € 0,, na expressio da

energia cinética.
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Exemplo 2.10 - Um disco excéntrico rola sem escorregar num plano horizontal.
. .. . T
Sendo dados o raio R, excentricidade e, massa m, momento de inércia J, e 0, = E

calcule:
a) velocidade angular em fungdo de 6

b) aceleragdo angular em fun¢do de 6

a) Energia Cinética:

T= % 0 = %(JG +m(R? + &~ 2eRcos ) jor*
T= %(JO —me® + m(R2 +e® —2eR COSH))a)2

_ 1 2 2
T= E(JO +m(R® - 2R cos0)|o
A unica for¢a que realiza trabalho é o peso:

4
T= —J' mge Sen fdf =mge(C0s@ — cosb,)

o
Pelo Teorema da Energia, considerando que 6(0) =§ ew(0)=0:
T-1,=1(6,,0)

w? = 2mge Cc0SH
J, +mR? — 2meR cos @
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b) Derivando a expressdo acima em relagdo ao tempo

_ —mgesend(J, + mR?)
(J, + mR* — 2meR cos6)*

57
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4. MOMENTO ANGULAR DE UM CORPO
RIGIDO

4.1. MOMENTO ANGULAR E A MATRIZ DE INERCIA

Considere um corpo material, suposto rigido, de densidade de massa p(r), onde
r=(P-0) é o vetor de posicdo de um ponto P deste corpo a uma origem O,

arbitrariamente escolhida. O momento angular de um elemento de massa

dm(r) = p(r)dV , relativamente ao pdlo O, é dado por,

dK, =rArdm=r Avdm=r Avp(r)dV (4.1)

onde dV indica o elemento de volume ocupado pelo corpo, suposto invariante no
tempo, consistentemente a hipotese de corpo rigido. O momento angular do corpo em

relacdo ao pdlo O pode entdo ser posto na forma integral,

K, = J dK , = J‘(r/\v)dm=J‘(r/\v)pdV (4.2)

Corpo Corpo vV

Tomando-se agora um ponto O’, pertencente ao corpo, o vinculo cinematico que

caracteriza o campo de velocidades de um corpo rigido permite escrever,
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V=V, +QA(P-0)=v,+Q2Arr (4.3)

de tal forma que o momento angular fica expresso como,

K, = I((O'—0)+r’)/\ vdm =

Corpo

= J(O'—O)/\Vdm+ j(r'/\vo,)dm+ j(r'/\(ﬂ/\r'))dm

Corpo Corpo Corpo

(4.4)

Apesar de arbitrariamente escolhido, O’ é um ponto pertencente ao corpo bem
determinado. Os dois primeiros termos da equacdo (4.4) podem ser reescritos,

fatorando-se das integrais as parcelas que dependem de O’, o que fornece,

K,=(0"-0)A Jvdm+ Ir'dmAVO, + j(r'A(QAr’))dm (4.5)

Corpo Corpo Corpo

A expressédo (4.5) pode ser simplificada ainda mais. Da defini¢cdo de centro de massa
(ver (2.2)),

[xpdv = [r'dm=m(G-0) (4.6)
Vv Corpo

e também,
Q= [vdm=mv, (4.7).

Corpo

Portanto,
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K,=QA(0-0)+m(G-0")Av, + j(r' ANQAT))dm (4.8)

Corpo

Alternativamente, aplicando-se mais uma vez a formula fundamental da cinemética de

um C.R., entre os pontos O’e G vem entéo que

K, =m(0’—0)/\(vo, +Q/\(G—O’))+m(G—O’)/\Vo, + J-(r’/\(Q/\r'))dm =

Corpo

=m(G—-0) AV, +m(0' = O0) A(QA(G-0"))+ j(r'A(QAr'))dm

(4.9)

Note que se o ponto O’ for tomado coincidente com o centro de massa G, as

expressdes acima ficam simplificadas a forma,

K,=QA(0-G)+ j(r'A(QAr'))dm (4.10)

Corpo

Se, por outro lado O for tomado como o préprio O, a expressao (4.8) fica escrita

Ko, =m(G-0)Avy+ [(r'A(QAar))dm (4.11)
Corpo
Este termo corresponde ao momento angular do corpo relativamente ao p6lo O’, que
executa um movimento rigido solidario ao corpo. De (4.8) e (4.11), pode-se escrever,

ainda que,

K,=K, +(0'-0)rQ . (812

E notavel a similaridade da identidade acima com a férmula de mudanca de pélo do
momento de uma for¢a, ou com a formula que expressa o0 vinculo cinemdatico de corpo
rigido. No presente caso a quantidade de movimento desempenha, matematicamente,

0 papel que a resultante R ocupa na formula de mudan¢a de pdlo e a fungdo que,
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analogamente, o vetor de rotagdo Q tem na expressdo do vinculo cinemdtico de um
C.R. Esta similaridade ndo é fortuita, obviamente. Vale citar que € possivel construir
toda um formalizacdo matematica, a luz da algebra vetorial, a partir da definicdo de

momento de uma entidade vetorial.

Tomando-se, agora, um sistema (O',x’,y’,z') de coordenadas cartesianas, com
origem coincidente instantaneamente’ com O’ tal que r'=xi+yj+zk e

Q=o_.i+o, j+o_k,pode-se verificar™ que,

r'A(Qar)= ((ox,y’z -—o,xy' +w 2% - (oz,z’x’)i+

+(03y,z’2 —0,y'z' +o,x"* —mx,x’y’)j+ (4.13)

+(0)z,x’2 ~—0, 2% +o_ .y’ —ooy,z'y’)k

As trés componentes cartesianas da segunda parcela KO,(Z’ = j(r'/\(Q/\r'))dm ,
Corpo

do momento angular K, , em (4.11), séo entdo dadas, respectivamente, por

K.? =0, .[(y'z +z’2)dm—mv, Ix'y’dm—oaz, _[x’z'dm

Corpo Corpo Corpo
(2) _ [ 12 12 1!
K, “=-0, J.yxdm—i-my, j(x +z )dm—(oz, J-yzdm (4.14)
Corpo Corpo Corpo
(2 _ Iy-! 15,1 12 12
K. = =-0, jzxdm—coy, J.zydm+(oz, I(x +y )dm
Corpo Corpo Corpo

As integrais que comparecem em (4.14) sdo prontamente identificAveis como os

momentos de massa de segunda ordem, calculados no sistema (O',x’,y',z’). Os

® O referencial pode ou ndo ser solidario ao corpo, como serd visto adiante.

1% Lembre da identidade da algebra vetorial a A (b A¢) =b(a-c) —c(a-b), de onde resulta que

r'A(QAar’) = Q|r’|2 -r'(Q-r').
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termos da diagonal principal, conforme visto anteriormente, sdo os momentos de

inércia J,,,J,,J.. respectivamente e os demais sdo os produtos de inércia

Jond

var y yyz/ 1 gt

A equacéo (4.14) pode, portanto, ser posta na forma matricial,

K,? =[J,]{Q} (4.15)

onde [JO,] ¢ a matriz de inércia do corpo, calculada segundo o sistema
(O',x’,y',z’). O momento angular K, pode ser escrito, a partir de (4.11) e(4.15),

na forma ‘mista’

K, =(G-0")Amv, +[J, [{Q} (4.16)

e que, se levada em, (4.12), conduz a forma geral,

K, =(G-0)rmv, +[J, {Q}+(0'-0)AQ (4.17)

Sd0 notaveis 0s seguintes casos:

o ()se O'=G,

K, =(G-0)AQ+[J;|{Q}; se 0'=G . (4.18)

(ii) se O’ =0, com O um ponto do corpo, ou se v, =0, ou ainda se v;|(0' - 0),

K, =(G-0")amv, +[J,]{Q}; sev, A(0'-0)=0 ; (4.19)
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e (iii)se v, =0 ouse v, [(G-0)

K, =(0'"-0)AnQ+[J, {Q}; sev, A(G-0)=0 . (4.20)

e (iv)se O'= 0O e O um ponto fixo, tal que v, =0,

K, =[/,[{Q}; se0'=0ev,=0 ;o (420)

e (V) se for escolhido O'=G =0

K, =[J;[{Q}; . vélida sempre . (4.22)

Esta dltima forma em geral reduz o trabalho algébrico, além de facilitar a
interpretacdo fisica. Estabelece que o momento angular de um corpo rigido em
relacdo ao seu centro de massa pode ser definido como o produto entre sua matriz de

inércia e seu vetor de rotacao.

Note que a matriz de inércia foi definida no sistema (x’,y’,z'), ndo necessariamente

solidario ao corpo, no entanto. Ha casos particulares em que a matriz de inércia é
invariante relativamente a uma classe de sistemas ndo solidarios ao corpo. Estes casos
exibem axisimetria na distribuicdo de inércia e sdo, portanto, de fundamental

importancia préatica. O pido simétrico € o mais importante deles.
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4.2. TEOREMA DO MOMENTO ANGULAR

Considere um corpo rigido em movimento e um referencial inercial. Considere,
também, um pélo O, em relagdo ao qual o momemento angular do corpo serad

calculado. Tomando-se a expresséo (4.2) dada na forma

K, = [((P-0)Av)m (4.23)

Corpo

e derivando-se em relacdo ao tempo** vem,

K, = J-((V—VO)/\V)dm-I- j((P—O)Aa)dm=

Corpo Corpo

=—V, A Ivdm+ I(P—O)/\df

Corpo Corpo

(4.24)

onde -df é a forca de inércia correspondente ao elemento diferencial de massa dm.
Utilizando a expressdo (4.7) e considerando que o sistema de forcas internas é

equivalente a zero, segue, do Principio de D’ Alembert, que,

K,=mv,Av,+M3 =QAv, +MY (4.25)

onde M é o momento resultante do sistema de forcas externas aplicadas ao corpo,

calculado em relacdo ao polo O. A equacdo (4.25) expressa 0 Teorema do Momento
Angular (TMA).

1 (lembre que o corpo é suposto rigido, portanto sua forma e distribuicdo de massa ndo variam com o
tempo)
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“A taxa de variacdo temporal do momento angular de um corpo rigido em relacdo a
um pélo O ¢é igual ao momento, em relagdo ao mesmo podlo, de todas as forcas
externas sobre ele agentes somado ao produto vetorial de sua quantidade de

movimento com a velocidade do p6lo considerado”.

Caso o polo considerado seja o préprio centro de massa 0 TMA assume a forma mais

simples,
K, =M (4.26)

A expressdo acima evidencia 0 seguinte fato: se o momento das forcas externas
agentes sobre o corpo, calculado em relagdo ao centro de massa do corpo, for nulo, o
momento angular relativamente a este mesmo centro serd invariante no tempo, i.e.,

uma constante. Diz-se, neste caso entdo, da conservagdo do momento angular.

Expresséo analoga é valida quando o pélo O é fixo, ou mesmo quando este polo tem

velocidade paralela a velocidade do centro de massa,

K,=M;sev,Av,=0 (4.27)

Por outro lado, tomando a expresséo (4.17) e derivando-a em relagcdo ao tempo, segue

que

K,=(Vg—Vy)Amv, +(G-0") Ama, + %([JO,]{Q})

+(Vy =V, ) AQ+(0'-0)AQ

que pode ainda ser simplificada e posta na forma

K,=QAv,+(G-0)Arma, +%([J0,]{Q})+ (0'-0)AQ. (4.28)
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Identificando as expressdes (4.25) e (4.28) segue, portanto, que,

(G=0")Ama, +(0'—0) A Q +%([JO,]{Q}) _ M C (429)

ou, alternativamente:

(G-0")Ama, +(0'—0)Ama, +%([JO, J{Q}) =M (4.30)

Considere agora o referencial do corpo, orientado por um sistema cartesiano com
origem em O’ , em relacdo ao qual a matriz de inércia seja invariante no tempo. Por
certo este é um referencial conveniente. O Gltimo termo a esquerda da equacao (4.28)

fica entdo desenvolvido na forma,

Lol =on, o)+ 2 1, Jol,, 1

dt

onde o sub-indice ‘mov’ indica que a derivada temporal se faz no referencial movel,
no caso solidario ao corpo. Como a matriz de inércia é invariante com relagdo ao

sistema de referéncias considerado, segue que,

4, Joh=0n(, o)+ bo 1L ()., (@31

Assim, a equacao (4.30) toma a forma,

(0'=0)Ama, +(G-0")rma, +Qna([J, fQD)+[/, ]{Q}

mov

=M. (4.32)

Alternativamente,



Dindmica dos corpos rigidos 67

(O'—0) AR+(G-0") Amay, +QA([J, Q)+, 2}

mov

=M2,  (4.33)

ou ainda,
a7, Q)+, 0, =M% +(0-0) AR +(0' - G) Ama,.

Identificando, nos dois primeiros termos do segundo membro da equagdo acima, a
propria formula de mudanca de pélo do momento de uma forca, do ponto O para o

ponto O’, segue também que,

QoD+, f,, = M5 +(0' - G) Ama, (4.34)

Note ainda que, como no presente caso o0 vetor de rotacdo de arrastamento é o préprio
vetor de rotacdo do corpo, ou seja, o referencial é solidario ao corpo, ndo € necessario
distinguir a derivada temporal no que diz respeito ao referencial adotado. Neste caso

a equacdo acima poderia ser escrita,

QA ([, Q)+ [, fQ}= M2 + (0" - G) Ama,, (4.35)

Esta forma de apresentar o Teorema do Momento Angular é conhecida como equag¢do

de Euler, em homenagem ao grande mecanicista e matematico alemao.

A escolha O’ = G é, mais uma vez, bastante conveniente. De fato, com O' =G e de
(4.22) substituida em (4.34), tem-se a expressdo mais simples, mas nem por isso

menos geral,

12 De fato, Q = i(Q) +QAQ= i(Q)m :
dt dt
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QK +[J, Q)

mov

=M (4.36)

Esta escolha é, em geral, a mais adequada.
Outro caso especifico que merece destaque €,

e O=0'" um ponto fixo, ou quando (G—-0O")ra, =0, vale entdo:

wor =M (4.37)

QrK, +[J, o}

4.2.1. Casos Particulares

E importante enfatizar que a escolha de um referencial rigidamente solidério ao corpo
é, em geral, a mais natural, posto que em relacdo a este referencial a matriz de inércia
é invariante. Caso contrario a passagem algébrica, envolvendo a derivada temporal,
que conduz a equacdo (4.31) ndo mais seria valida. Em outras plavaras, seria
necessario calcular, a cada instante, a taxa de variagdo da matriz de inércia em relagéo
ao tempo. Existem casos particulares, no entanto, em que a matriz de inércia é
também invariante em relacdo a um referencial outro, ndo solidario ao corpo. Um
exemplo importantissimo é quando existe axi-simetria de distribui¢do de massa do
corpo. Neste caso a matriz de inércia € invariante em relacdo a qualquer sistema que
tenha como um dos eixos 0 eixo de simetria. Este eixo €, evidentemente, um eixo
principal de inércia’®. Ou seja, a matriz de inércia é invariante, qualquer que seja a
posicao relativa do corpo, em torno do eixo de simetria. A figura abaixo, mostrando

um cone em movimento, permite visualizar a assertiva acima.

13 Cuidado: a reciproca em geral ndo é verdadeira.
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X

Figura 4 Cone em movimento em torno de um ponto fixo.

No sistema (O',x',y,z");com Oz" como o eixo de simetria de massa, por exemplo,
sistema este porém nao solidario ao corpo e caracterizado cinematicamente por um

vetor de rotacdo Q ., a matriz de inércia € invariante no tempo, pois independe da

ar!

rotacdo do corpo em torno deste eixo. A equacéo (4.34) ficaria dada entdo na forma,

Q, A, J)+ [, 1., =M% +(0' - G) Ama,, . (439)

e, a forma mais simples, (4.36), como

Q, n KG + [JG ]{Q}mov = MeGXt ' (439)

ar
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4.2.2. Notacao Matricial Alternativa

Com o intuito de eliminar a notacdo mista, utilizada até entdo, é interessante
introduzir uma notacdo alternativa, matricial. Além da vantagem de tornar compacta a
apresentacdo das equacdes, esta notacdo tem a virtude da elegancia, na medida em
que é homogénea na forma. Para tanto, considere o produto vetorial de dois vetores

quaisquer p:(px,py,pz)Eq:(qx,qy,qz) do espaco vetorial 7*, expressos em

coordendas cartesianas. Podemos definir a matriz

0 -p. »p,
[Pl]=| p. 0 -p, (4.40)
-, p, O

e analogamente para q de tal sorte que existe a seguinte equivaléncia matematica,

p~q=[Pl{q} . (44)

Dentro desta notacdo alternativa e tomando como exemplo de aplicacdo a

equacdo(4.34), tem-se,

(@], )@} + [/, (@ = (M5} - m[R.]{a, } (4.42)
onde ,
0 -0, o,
[Q]=] . 0 -o, . (4.43)
-0, O, 0
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0 -z g
[Re]=| z& 0 -—x; (4.44)
—ve xg 0

Esta forma de expressdo €, evidentemente, muito pratica quando implementagdes

computacionais sdo consideradas. A matriz (4.43) é a matriz de rotacao.

A equacéo (4.36), quando O’ = G, fica ainda mais simples,

[Q]{KG }+ [JG ]{Q }mov = {M fgt } . (445)
4.2.3. Relacdo entre Energia Cinética e Quantidade de
Movimento

A expressdo geral da energia cinética pode ser escrita, na notacdo alternativa

introduzida na se¢éo anterior, como

~
I

J+mRe} [vo J{Q)+ 2 {Q) 1o Q) = (4.46)"

Il
Nl NP N

3
——

<

Q
—_——
——

<

Q

O primeiro termo é uma forma quadratica na velocidade do ponto O’, ponto este
pertencente ao corpo, e tomado como referéncia. O terceiro e Ultimo termo é uma

forma bi-linear no vetor de rotacédo, reduzindo-se a uma forma puramente quadréatica

! Note, no segundo termo, a permutaco ciclica do produto misto, aqui escrito na forma matricial.
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quando a matriz de inércia é “principal” (diagonal). A segunda parcela € de natureza

‘mista’, envolvendo o vetor de rotacdo e o vetor de velocidade de O".

E entfo imediato verificar que a derivada parcial da energia cinética com relacéo a
cada uma das componentes do vetor de rotagdo nada mais é do que a correspondente

componente do momento angular K, . De fato, 0 momento angular, dado na forma

(4.16), se escrito na notacdo matricial fica,

(Ko} =R, Jivo 4/, i€} T

que constitui, explicitamente, um vetor formado pelas derivadas parciais da energia

cinética com respeito a cada uma das componentes do vetor de rotagdo, ou seja,

(G -0)Avo), +([J ) i= vz

aQ)

ar
Q i

ou, alternativamente, na forma matricial, . (448)®

Tal fato era esperado, na medida em que, como foi visto, tanto a energia cinética
quanto o momento angular sdo constituidos por parcelas que podem ser expressas
através da matriz de inércia, do vetor de rotacdo e da velocidade do ponto tomado

como polo de referéncia.

Analogamente, existe uma relacdo entre as derivadas parciais da energia cinética em

relacdo as componentes da velocidade do ponto O’ e as componentes do vetor de

' A notagiio /Ay, aqui empregada, onde q € um vetor, indica um outro vetor, do mesmo espago

vetorial, formado pelas trés derivadas parciais da fungdo escalar f{q) em relacdo a cada uma das
componentes de q.
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quantidade de movimento. Basta derivar a expressdo da Energia Cinética, ou sua

forma alternativa (4.46)a, para obter-se,

or

————=m(V,) +m QA(G-0) ,=mvg) =(Q); i=xy,z2

Aoy ) el ), =nlve), =(Q)

ou, alternativamente, na forma matricial (4.49)
ar ar D

N - {5(V0')i } ) m{VO' } +m[Q]{RG} -@

Na realidade, as expressdes acima sdo casos especiais de relacbes muito mais gerais
entre quantidade de movimento (momentum) e momento angular (momento do
momentum) € as coordenadas de velocidade (velocidades generalizadas) de um
sistema mecanico arbitrario. Estas relacbes sdo em geral deduzidas no ambito da
Teoria de Mecanica Analitica, abordagem que foge do escopo do presente texto (ver,
p.ex., Goldstein, ou Landau & Lifshitz, ou ainda, Sommerfeld). Desempenham,

naquele contexto, papel essencial, no entanto.

4.2.4. Binario Giroscopico

A esquerda da expressdo (4.36) comparecem dois termos. O segundo é de
interpretacdo imediata: trata-se da parcela da taxa de variagdo temporal do momento
angular associada a variacdo da intensidade do vetor de rotacdo no tempo, variacéo
esta vista no referencial solidario ao corpo, o qual se movimenta com rotagdo Q.
Mantendo o segundo termo no primeiro membro da referida equacdo, pode-se

reescrevé-la como,

[JG ]{Q}mov = M((e;(t - Q N KG ' (450)

ou ainda, em notacdo matricial,
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el = M- [0l .} . (45D

Esta forma é particularmente Gtil, na medida que propicia facil interpretacdo. De fato,
a taxa de variacdo temporal do vetor de rotacdo, quando vista do referencial ndo-
inercial, caracterizado pelo vetor de rotacdo Q, é proporcional ao momento das
forgas externas (aqui calculado em relagdo ao centro de massa) subtraido de uma
segunda parcela. Esta segunda parcela corresponde ao termo G=QAK, = [Q]{KG}
conhecido como ‘bindrio giroscopico’ OU ‘conjugado giroscopico’. Representa a
parcela da taxa de variacdo temporal do vetor de momento angular que corresponde a
variacdo de sua direcdo, variacdo esta associada & rotagdo. O nome ‘giroscopico’,

portanto, esta relacionado a sua origem. a rota¢do do sistema de referéncia.

O termo com sinal invertido —G =-Q A K, =—-[Q[{K,} pode ser interpretado como

0 momento giroscopico reativo aplicado pelo corpo sobre o sistema externo que nele

age.

Efeitos giroscopicos sdo, portanto, aqueles decorrentes da acdo de binarios

giroscaopicos.

Note que os efeitos giroscopicos sdo de natureza conservativa. De fato, tomando o

produto escalar do momento giroscépico G com o vetor de rotacdo Q resulta

G- Q=(QrK_)-Q=0 , (452

mostrando que a poténcia (portanto o trabalho) desenvolvida pelo binario giroscépico

é nulo por construcéo.

A caracteristica conservativa do efeito giroscopico pode também ser associada a
antissimetria da transformacdo associada a pré-multiplicacdo do vetor de velocidade

angular pela matriz antissimétrica [Q] e posterior multiplicacéo pelo proprio vetor de
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rotacdo, desde que seja lembrado que transformacdes antissimétricas levam a
conservaco de energia, no contexto da mecanica. *°Na realidade este é um raciocinio

algo redundante, na medida em que a antissimetria da matriz [Q] decorre da propria

antissimetria (permutacao ciclica) do produto vetorial.

O conceito de binério giroscopico pode, ainda, ser entendido como integrante de uma
classe mais geral, a de forcas de inércia, onde se incluem, por exemplo, a ‘forca

centrifuga’’

, que comparece em qualquer movimento curvilineo de um ponto
material, e a ‘forca de Coriolis’, no estudo do movimento relativo de um ponto
material em um sistema de referéncia que apresenta rotacdo. Além de conservativo, 0
efeito giroscdpico apresenta natureza restauradora, na medida em que representa uma
certa “resisténcia inercial” a uma variacdo imposta a0 momento angular. Esta
natureza restauradora € responsavel por um sem numero de efeitos estabilizadores,

como sera visto nas secdes subsequentes.

4.2.5. Suplemento: Adoc¢ao do Referencial Terrestre

Assim como no caso da aplicagdo do Teorema do Movimento do Baricentro, cabem
aqui algumas consideracOes atinentes a adog¢do do referencial terrestre enquanto
sistema de referéncias primario, em relacdo ao qual o movimento seria medido. O
sistema de referéncias fixo na Terra é, como ja observado, ndo-inercial. O Teorema
do momento Angular foi no entanto deduzido considerando o movimento medido a
partir de um referencial Newtoniano, ou inercial. Os efeitos da rotacdo da Terra
podem vir a ser relevantes em agumas situacdes particulares como, por exemplo, no
estudo da dindmica de um girocompasso, instrumento dedicado a apontar o Norte
Verdadeiro a partir do efeito giroscopico proporcionado pela propria rotagdo do globo
terrestre, como serd visto com maiores detalhes em sec¢Bes posteriores. Em grande
parte dos casos de interesse do dia-a-dia, no entanto, estes efeitos sdo em geral
desconsideraveis, porquanto representam parcela quantitativamente insignificante dos

efeitos de inércia.

180 leitor mais interessado poderé verificar que se o operador tiver parte simétrica, definida positiva,
esta serd responsavel pela dissipacdo de energia.

7 Ver, p.ex., Sommerfeld, art. 10.
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Considere entdo, o referencial S fixo na Terra como referencial primério®®. Um
segundo referencial S’, solidario ao corpo, sera tomado para o estudo a seguir. Seja
Q, o vetor de rotacéo da Terra, ou seja do sistema de referéncia S e Q, o vetor de
rotacdo do corpo rigido em estudo relativamente a S, i.e., do sistema S’ em relacao a

S. O vetor de rotacdo “absoluto” do C.R. sera entéo dado por,

0=0,+0Q, . (453)

Considere O um ponto genérico do eixo de rotacdo do globo e O’ um ponto
pertencente ao C.R. O Teorema do Momento Angular, na forma da equagéo de Euler,

(4.36), fica escrito no caso em estudo,

(@ +Q)A([Jo (@} +{Q,})+[/o {2, = M5 —(G-0") Ama,, (454)

onde foi considerada como desprezivel, a taxa de variacdo do vetor de rotacdo da
Terra, (e de fato o €, na escala de tempo caracteristica dos fenémenos de maior
interesse da engenharia). Na forma matricial equivalente, (4.42), a equacao acima fica

escrita,

[@]+[@ Vo He) +{e ) + [/, ){e, | = (M} -n[R Ja,} . (455)

Portanto, isolando-se no primeiro membro da equagdo, os termos que dependem

apenas de Q_, segue

18 0 globo terrestre é suposto um corpo rigido. Na realidade sua deformabilidade e os movimentos de
grandes massas fluidas acabam por interferir em sua dinamica. O estudo destes efeitos , no entanto, sdo
de maior relevancia a Geofisica e aqui serdo desconsiderados.
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(@ [0 i@} + 7o Q. | = (M5} -mR; J{ao } -

(@700} +[@ o Jie.) @0 J{e.)

(4.56)

Note que, normalizando com respeito a |Qr

,ese |Q,

/|,| = O(e), entdo o primeiro
e segundo termos da parcela entre parénteses, no lado direito da equacéo, serdo, em
geral, de ordem O(¢), e o ultimo termo sera de ordem O(s®). Cabe ressaltar, no

entanto que este fato nem sempre é verdadeiro. Considere, como contra-exemplo, um
caso que apresente quase-simetria esferica. Nesta situacdo, a matriz de inércia, além
de diagonal, tem seus elementos praticamente idénticos. Fica claro, entdo que o
primeiro termo do primeiro membro sera muito pequeno (trata-se afinal de umproduto

vetorial de dois vetores quase-paralelos) e, contudo, se Q,-Q_ ~0, i.e., se 0s vetores

de rotacéo forem praticamente perpendiculares entre si, os termos de ordem & podem

se tornar relevantes, mormente quando 0os momentos externos forem muito pequenos.
Ou seja, nesta situacdo particular de quasi-simetria esférica, tem-se,
[JO' ]{'Qr } = {M gst }_ m[R'G ]{a o' }_ ([‘Qe ][JO' ]{'Qr }+ [‘Qr ][JO' ]{'Qe })

Isto posto, tem-se, por outro lado, que a aceleragdo do ponto O’ em relagdo ao sistema

S é dada por

a, =a, +Q A(Q A(0'-0))+2Q, AV, =

o) Qv ) + Q. J{vo, } = {20} |

com {ro,} = (0’ - 0) e onde foi desprezada a variacdo temporal do vetor de rotacéo

(4.57)

da Terra e a aceleracdo de O foi desconsiderada. O segundo termo € a parcela
centripeta da “aceleracdo de arrastamento” e o Gltimo termo é a conhecida aceleragao

de Coriolis. Assim, o segundo termo do segundo membro de (4.56) fica,
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Ry Jfao}=-mR:J{ao, ) +[Q.JQ N0} + 2R o, ) - 459

Ainda, o termo correspondente a0 momento resultante das forcas externas sera
decomposto em duas parcelas. A primeira, associada a agéo gravitacional. A segunda,
M, , a todas as outras forgas externas agentes sobre o corpo. Como visto

anteriormente, a medida do peso ja incorpora a “forca centrifuga” associada a rotacao
da Terra (ver (2.11). Portanto,

M =(G-O0)A(P-C)+M, (4.59)

ou, na forma matricial,

(Mg} =[REI({P} - {Ch) + {M, | . (4.60)

A forga de inércia, centrifuga, C é dada por

C=-mQ, A (Q,A(G-0))=-mQ, A(Q, A(G-0"))-mQ, A(Q, A(0'-0))=

= -n([e. ] R0} +[2.]R. )i, )) = (€]

(4.61)

e, portanto,

(M| =[Ro (P} mfRo (], JR: + [0, [0 e )+ (Mo} @e2)

Substituindo, portanto, (4.62) e (4.58) em (4.56), vem, finalmente,
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(@ [0 i@} + [0 Q| = (Mo} +[RE]P) - m[R; J{ag, } +
m[R;[Q Q. J{RG} —2m[RG Q. J{ve, | -
([0 e +[@ o Jie.) @] f{e.)

(4.63)

A expressdo acima separa os efeitos da rotacdo da Terra e da rotacdo do corpo a ela
relativa. Note que tem carater bastante geral. No segundo membro, 0 primeiro termo
corresponde ao momento resultante das forcas externas de origem nao-gravitacional.
O segundo termo, ao momento associado a forca peso. Os demais termos estdo
associado a forcas de inércia. O terceiro, a0 momento da forca de inércia
correspondente a aceleracéo relativa do ponto O’. O quarto termo é um diferencial de
momento da forca centrifuga. O quinto termo corresponde ao momento da forca de
Coriolis. Os termos restantes sdo binarios giroscépicos envolvendo o vetor de rotacao

da Terra.

Se o ponto O’, pertencente ao corpo, for tomado como o centro de massa G, a
expressdo acima simplifica-se sobremaneira, pois, neste caso, {Rg} =(G-0")=0.

Assim

CAPACRETA LS IYRE
R(CH A TSRS WA CRICN TALN)

(4.64)

Em alguns outros caso de interesse, quando a rotacéo relativa se faz em torno de um
eixo fixo relativamente a Terra, pode ser conveniente tomar o ponto O’ de referéncia
como um ponto deste eixo. Em outros casos ainda, quando existir um unico ponto fixo

relativamente a Terra, este serd, evidentemente o ponto de referéncia adequado.

Nestes dois casos {v,, } = {a,, } = {0}, e portanto, (4.63) fica,
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[ Vol }+ [0 @ f = (Mo} +[RE P} +
m[R; Q. JQ.J{RG | -
([0} +[@ [ Jie.) @]V f{e.)

(4.65)

Exemplos destes casos particulares sdo rotores de eixos com jazentes em bases fixas
ao solo, giroscopios com base fixa, rotores com mancais esféricos instalados em base

fixa, além do classico problema do pido. Os termos quadraticos em (Qe) sdo quase-

sempre despreziveis, de ordem superior. A equacao acima se reduz entdo, no minimo,

a

(@170} }+ [0 ]|, } = (M, | +[RG](P} +
Ao le e s el

Note, ainda que se ndo houver simetria esférica de massa (ou a0 menos quase-

(4.66)

simetria), os termos linearmente dependentes em €, poderdo, em geral, ser

desconsiderados, e a equacao ser reduzida ainda mais, na forma

(@170 1@, } +[Jo ]}, } = (M, } + [R]{P} . (467)

que preserva a forma original da equacao de Euler (4.44) ((4.42)na forma alternativa).
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Exemplo 3.11 - Para o péndulo composto analisado no exemplo 2.5 determinar as

reacoes na articulagdo O.

Teorema da Resultante

ma; =R +P
Da cinemdtica a, = —@°ai+ adj. Sendo & = —£ send tem-se:
ef
por reeultados
anteriores 2a 2a
R =-maw® -mgcosd = —mg[cose(1+l—j —cosd, 1—]
o o

. a
R, =ma@+mgsend = mgsen 6’[1—;}

R =0

z

Para o cdlculo dos momentos em O, deve-se utilizar a equagdo de Euler,

notando que o referencial é solidario ao corpo:
[V Ko} + o Al Ko} =M

Sendo Mg' =(M, M7, M? - R a)", substituindo resultados anteriores na
equagdo acima obtém-se:
send
M?=-J¢ gl—_ 2J,, Ii(cose— cosé,)
ef ef

M) = (ZJXGZ cos@—J,. sen 49)

£
Ly

M =0

z

Para simetria em relagdo ao plano xy M? = M f =0.
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Exemplo 3.12 - Considerando o disco excéntrico do exemplo 2.10, utilize o TMA para

calcular a velocidade angular em fun¢do de 6.

Considerando como polo para a aplica¢do do TMA o ponto A do plano que

em cada instante coincide com o ponto de contato C do disco. O TMA se escreve,

entdo:

K, =mvgAv, + M

Utilizando:

K,=(G-A)rmv, +[J, {}+(4'-A4)~Q,
tomando A’ como o ponto C do disco (vc=0), tem-se:

K, = Jeok = (J, +m(R® —2eR cosd)jok

v = (ecos@— R)i+ efsendj

V, = —ORi

M{ = —mgesen ék

Logo:

2meR6” sen 6 + (J,, + mR* — 2meR c0s6)6 = meH*Rsen @ — mgesen O

(J, +mR? — 2meR c0s6)6 + meR 6 sen 6 + mgesen 6 = 0
A equagdo acima pode ser integrada e fornece:
(J, + mR? — 2meR cos0)0* — 2mgecosf = cte

a qual, sob condigoes iniciais especificadas, fornece o valor de @

Exemplo 3.13 - O disco homogéneo de massa m e raio R gira com velocidade angular

constante @. em torno do eixo horizontal, sustentado pelo garfo que gira com
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velocidade angular o, também constante. Determinar o momento exercido sobre o

disco pela barra.

a3 X
Oy
Da equagao de Euler:
U160 +2,, Al Jo =M
2
mR 0
4
T . T mR* ,
com w:(O,coy,coZ) ,0=0Q :(O,coy,O) ell/;]= 1 obtém-
0 mR?
2

se.

Exemplo 3.14 - Um sensor de dire¢do é composto por um disco homogéneo (massa m
e raio R) que gira com velocidade angular @ constante em tormo de seu eixo. Este,

por sua vez ¢ apoiado em dois mancais 1 e 2, equipados com sensores de forca. Todo
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o conjunto estd em um veiculo que gira com velocidade angular €. Sendo F;>F,
calcule o sentido de rotagdo do carro e deduza uma relagdo entre a diferenca das

forgas de reagdo e a rotagdo €.

O momento angular do disco na base fixa no veiculo Gxyz é:

KG=[JG]{Q}
2
mR 0
) R? 0 R? 0
K,=| 0o Z 0 ||o|=""20
2 4
9 9 mR2 Q Q
4
A derivada vale:
KG :QBase /\KG
R 0 0 2 —-200
K, ="2"10 A 20 |=2 0

4
0 0o 0

A componente x do momento das for¢as externas em relagdo ao baricentro é:

M =(F, - F)a

Aplicando o Teorema do momento angular obtém-se:
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I.(G :Mext
mR? O O = 2a(F, - F))

F,—F)a=-
(2 l) ma)Rz

Esta relagdo indica que se Fi>F,, £ tera o sentido positivo, ou seja, direg¢do
de Gz.

Exemplo 3.15 - Um carro tem o motor instalado transversalmente e estd fazendo uma
curva com velocidade escalar constante v. As partes moveis do motor podem ser
representadas dinamicamente por um eixo rigido que gira com vetor de rotagdo
@=w\. Sendo dados os momentos de inércia J,,, J;, Jy ao longo dos eixos prinicipais
de inércia do suposto eixo, calcule o momento a ele aplicado durante a curva. Neste

carro, é maior o risco de capotamento em curvas a esquerda ou a direita?

O vetor de rotagdo do carro é dado porQ = %k e o do eixo vale
o, =0ou+ %k .

Sendo a equacdo de Euler:

[1;]®, + 2, All]o,, =M

na qual o vetor de rotag¢do de arrastamento corresponde ao vetor de rotacdo do carro

Q.



Dindmica dos corpos rigidos 86

o o~
o S~ o
~ o o

Assim © = (m,o%)T ©=0,Q = (o,o%)T e[l,]=

Logo:
T
MY = (0,—‘] add ,oj
R

O momento aplicado pelo eixo sobre o carro vale, pelo Principio da A¢do e

Reacao, —Mg‘t, ou seja, tem a diregdo e sentido de -t. Logo, tende a se contrapor ao
capotamento do veiculo. Para curvas a direita, o momento sobre o eixo seria —Mg' e

a reacdo sobre o carro M, tendo a direcdo de +71, também se contrapondo ao
G

capotamento.

Exemplo 3.16 - Considere a hélice de um avido monomotor como se fosse um disco
homogéneo com I.=I,,=C e I.=2C. Relativamente ao avido a hélice gira com
rotagdo an=w;K, constante. O piloto inicia manobra de descida, fazendo o avido
mergulhar com rotagdo ap=w,i, também constante. Calcule o bindario giroscopico
que o avido aplica sobre a hélice e indique se o avido tende a ir para a direita ou

esquerda.

Da equagdo de Euler, sendo G o centro de gravidade da hélice:

[IG]O“)+Qarr /\[IG]Q) :Mz‘t
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cC 0 O
com ® = (wZ,O,wl)T ,0=0Q =(o, ,0,0)" e [/;1=|0 C 0 | obtém-se:
0 0 2C

Mg = (0,-2Cw,,,0)"

Este ¢ o momento giroscopico que o avido aplica sobre a hélice, a qual reage

com um momento.
Aviao __ Helice __ ext __ T
M =-Mg" =-Mg' =(0,2Cw,0,,0)",

existindo entdo a tendéncia do avido girar para a esquerda.

Exemplo 3.17 - Um disco de massa m, raio R e centro G rola com escorregamento
.. . . . 0
sobre um plano. Inicialmente possui velocidade linear v, e angular @, sendo
0 . . .
Ve <@yR. Calcule a velocidade do centro do disco e sua velocidade angular em

fungdo do tempo. Determine o instante em que o disco pdra de escorregar. E dado o

coeficiente de atrito u .

FREEE ==l T

Do Teorema do Baricentro:

mag = uN = umg = a; = g



Dindmica dos corpos rigidos

integrando em relagdo ao tempo obtém-se:

Vg = Mgl + Vg

Aplicando o Teorema do Momento Angular:
J 0 =—umgR

1
comoJ, = 5 mR’

-2
b —2HE
R

que integrada fornece :

-2
0=""8110,
R

88

No instante em que o disco para de escorregar, v; =wR. Usando as

expressoes de a(t) e vg(t) obtidas anteriormente tem-se:

0
t* _ COOR _VG

3ug
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5.ROTACAO EM TORNO DE UM EIXO E
BALANCEAMENTO

Este é um caso particular de fundamental importancia, posto que representa toda uma
classe de problemas na mecanica, em particular na engenharia. O estudo sistematico
da dinamica de rotores, por exemplo, seu balanceamento e, seu comportamento

estrutural, depende do estudo mais geral abordado nesta secéo.

Trata-se, por outro lado, de um tipico caso que exemplifica o desenvolvimento
apresentado na secdo anterior, no qual os efeitos associados a rotacdo da Terra serdo
considerados despreziveis™®, de tal forma que ser4 admitida vélida a equagéo de Euler
na forma (4.67).

5.1. EQUACIONAMENTO E REACOES

Considere um referencial solidario ao corpo, e um sistema cartesiano de coordenadas
(O,x,y,z), orientado por uma base canonica (i,j,k), definindo como z o eixo de
rotacdo, de tal forma que a origem O pertenca a este eixo. Note que O é um ponto de

velocidade e aceleracdo nulas, em relacdo ao referencial Terra.

9 Em centrifugas e rotores de altissima velocidade, estes efeitos podem ter alguma relevancia.
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A Y

y

Figura 5 Rotor genérico e sistema de coordenadas

O vetor de rotacdo do corpo sera denotado simplesmente por,

Q= ok = 6k (5.1)

posto que, conforme mencionado, os efeitos giroscopicos associados ao vetor de
rotacdo do globo terrestre serdo aqui desconsiderados. Em notagdo matricial,

alternativamente,

{Q} = (00,0) (5.2)

e, portanto, a matriz de rotacéo ficara

[Q]=|le 0 o0 . (63)
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A matriz de inércia, com respeito ao sistema considerado &, por sua vez, escrita,

Jx ny Xz
[Jol=|, I, I . (54
J J J

Xz yz z

A equacdo de Euler ficard simplesmente,

(@I Ji} +[7o )@ = Mo} +[Ra (P} BN CD)
onde M o representa 0 momento resultante das forgas externas ndo-gravitacionais.

Adicionalmente o Teorema do Movimento do Baricentro fica escrito
(desconsiderando o efeito da Forca de Coriolis, que também depende da rotacdo da

Terra) como

ma, =P +F’ (5.6)

onde F’ representa a resultante das forcas externas de origem nao-gravitacional, como
por exemplo as reagdes A e B aplicadas ao eixo pelos mancais 4 e B,
respectivamente. Aléem dos momentos proporcionados pelas reacBes dos mancais,

considere aplicado, em torno do eixo z, um torque H = Hk . Tem-se entéo,

M, =(A-O)AA+(B-O)AB+H (5.7)

ou, em notagdo matricial,

M, } =[R,[{A} +[R,]{B} + {H} (5.8)

com,
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0 -z, O
[R,]=|z, 0 0 (5.9)
0 0 O

e, analogamente para B.

No entanto, de(5.6),

B=ma,-P-A . (5.10)
e portanto,
M} = (R ][R, A} + R, )[R, ) (1) SNCEEY

que substituida em (5.5) fornece uma equacdo que, com (5.10) relaciona as reagoes

aplicadas pelos mancais com as variaveis dindmicas e cinematicas do rotor,

[Q][ 7, )@} +[J){ = [R ., J{(A} +mR, J{ac) +[Re, ] (P} + (1)
(5.12)

ou, em notacao mista,

QA[JO]{Q}+[JO]{Q}=(A—B)AA+m(B—0)AaG +(G-B)AP+H.

(5.13)
Para o rotor sujeito apenas a for¢a peso, as reag¢oes dos mancais e ao torque, € a

menos de uma indeterminacdo, na direcdo do préprio eixo, a reacdo A fica entdo,

_(4-8)

- A(m(B=0) nag+(G=B) AP+ H)=(@A[J,Ji) [, [{2}))

(5.14)
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Embora a solucdo acima seja geral, é interessante reescrevé-la de forma explicita em
face das simplificagcbes do problema - o vetor de rotacdo tem direcdo do eixo e 0s

pontos 4 e B tem apenas a coordenada z ndo-nula.

De fato, o termo giroscopico da equacdo (5.5) fica, em vista de (5.3), bastante

simplificado, com componente nula na direcdo do eixo de rotacéo,

QAK, =—J 0%+ 0] ,  (5.15)
ou, ainda
[Q]1,]{Q} = 0*(-7,.:/..:0) . (5.16)

Por sua vez, 0 momento externo associado (a) as reaces dos mancais (assumindo-se

que aplicadas nos pontos A e B), e (b) ao torque aplicado ao eixo fica dado por

M, Z—(ZAAy+ZBBy)i+(ZAAx+ZBBX)j+Hk (5.17)

ou,

(Mo} =(~(z,4, +2,B,)i(z,4, +2,B,); H) . (5.18)

O momento da forca peso, em relacéo a O, é por sua vez, dado por

(G-0) AP =(yP, ~zP )i+ (P, ~xP.)j+(xP, - yP, Jk (5.19)

ou,
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(R, J(P} = ((v2. 22, (=P, ~ 32 ) (xP, ~5P.)) . (B20)

Assim, a equacéo de Euler, segundo suas trés componentes cartesianas, fica

sza)—Jyza)Z = —(ZAAy +ZBBy)+(yGPZ —ZGPy)
J,o+J @ =(z,4, +z,B.)+ (24P, —x,P.) (5.21)

X

J.o=(xP,~yoP.)+ H

Por sua vez, o Teorema do Movimento do Baricentro fornece,

A +B =-P. +m(—a')yG —a)ZxG)
A,+B, =-P, +m(d)xG —a)zyG) (5.22)
A +B =-P

onde foi utilizado o vinculo cinematico de C.R. para o célculo da aceleracdo do centro

de massa.

Se o sistema (O, x, y,z) for escolhido, sem perda de generalidade, de tal forma que o
centro de massa G esteja contido no eixo Ox, i.e., (y4:z,)=(0;0), as equacdes acima

ficam bastante simplificadas,

(2.4, +2,B,)=~(J.o0— J,.0%)
(z44, +z3B,)=J, 0+ J 0 +x,P, . (5.23)
J.o=x;P +H
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A +B =-P — ma)sz
A, +B, =-P +max; (5.24)
A +B =-P

Ainda, definindo « (constante) como o angulo formado entre o eixo de rotacéo e a
horizontal e 6(¢) tal que w(z) = 6(¢), como o angulo entre o eixo Ox e a horizontal,

segue ainda que,

(2.4, +2,B,)=~(J.0-J.0°)
(ZAAX +zBBx) = Jyzé+ J_ 0% —x,Psena , (5.25)

J.6=H—x_Pcosacosé

A, + B, = Pcosasend —mO’x,
A, +B, =Pcosacosd+mb°x, . (5.26)

A+ B, = Psena

As equacdes acima séo gerais, para um rotor “desbalanceado” que gira em torno de
um eixo, fixo em relacdo ao solo, mesmo que este apresente um angulo & em relacéo
ao plano horizontal. A Unica hipdtese assumida, além da usual, de C.R., é serem
despreziveis os efeitos giroscopicos e da forca de Coriolis, desde que associados a

rotacdo da Terra.

Conhecido o peso P, a matriz de inércia do rotor em relacdo aos eixos (O,x,y,z), e a
posicdo do seu centro de massa (excentricidade), e dado o torque H, (aplicado p.ex.,
por um motor elétrico), a equacdo (5.25)c pode ser integrada, a partir de condicdes

iniciais conhecidas (49; é?) :(Ho;a)o), determinando-se 6(¢). Esta funcdo horaria,

substituida nas equacdes (5.25)a,b e (5.26)a,b, permite entdo clacular, em funcéo do

tempo, as componentes (AX ; Ay;Bx:By) das forcas de reagcdo nos mancais.



Dindmica dos corpos rigidos 96

Note, contudo, que resta um grau de indeterminacdo, na equacao (5.26)c, a qual é, na
realidade, independente das demais, pois trata apenas do equilibrio estético na direcéo

do eixo e envolve duas incognitas, as componentes (AZ;BZ). Se o eixo for vertical,

seus valores dependerdo de uma eventual compressao pré-existente. Se por outro lado,
o eixo for inclinado, o mancal inferior, que devera ser um mancal de escora, suportara
a carga axial em guase toda a sua totalidade. O equacionamento completo destas duas
componentes reativas depende da aplicacdo de teorias e modelos outros como, por
exemplo, da Teoria da Resisténcia dos Materiais e da Tribologia?, as quais fogem ao

escopo do presente livro.

Fica evidente, do equacionamento acima, que para a minimizacdo das reacOes
dindmicas nos mancais, é desejavel o balanceamento do rotor. O balanceamento de
um corpo que gira em torno de um eixo fixo é, usualmente, separado em duas
operacgdes. A primeira, denominada “balanceamento estatico” impde que o centro de
massa do rotor seja posicionado sobre o eixo de rotagdo. Com isso, ficam nulos os
termos centripetos e tangenciais das forcas de inércia, que comparecem nas reacoes
dos mancais (ver(5.25)). A segunda, denominada “balanceamento dinamico” impde
que a matriz de inércia seja diagonal, i.e., anulando, portanto, os termos de forcas que
dependem dos produtos de inércia (ver (5.25)). Uma introducdo sobre conceitos de

balanceamento sera o objeto da secéo a seguir.

Se as condicGes de balanceamento forem satisfeitas, portanto,

0
+2,B.)=0 (5.27)

A + B_= Pcosasenf
A, + B, = Pcosacosd (5.28)

A.+B. = Psena

2 (que estuda as leis do atrito)
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Nestas condi¢es ideais,

A =————Pcosasend
1-z,/z,
1
B =————Pcosasend
Yol-z,/z,
(5.29)
A =—— Pcosacosé
g 1_ZA/ZB
1
B =—— Pcosacosé

v 1—ZB/ZA

Desconsiderando a ac¢do do atrito nos mancais na dire¢do do eixo, € razoavel supor
que o mancal inferior suportara toda a componente ao longo de z. Seja A o mancal

inferior entdo 0 mddulo das reacGes serd dado por:

2
Al =P (#cowj +sena
1-z,/z (5.30)
|B|=#P005a
1-z,/z,

Note que o centro de massa G é o polo agora considerado, o qual pode estar
posicionado em qualquer lugar do eixo. No caso particular, de simetria longitudinal,
em que o centro de massa se situa a meio vdo entre 0S mancais 4 e B, tem-se

zZ, =—z, €, portanto,

|A| = P\/%Cos2 o+ sen’a

B| = %Pcosa; . (5.31)

com G no eixo, a meio vao



Dindmica dos corpos rigidos 98

5.2. BALANCEAMENTO

Conforme adiantado na segdo anterior, 0o balanceamento de um corpo que gira em
torno de um eixo fixo, aqui designado genericamente “rotor”, é, usualmente, separado
em duas operagdes. A primeira, denominada “balanceamento estatico” impde que o
centro de massa do rotor seja posicionado sobre o eixo de rotacdo. Com isso, ficam
nulos os termos centrifugos e tangenciais das forcas de inércia que comparecem nas
reacdes dos mancais (ver(5.25)). A segunda, denominada “balanceamento dindmico”
impde que a matriz de inércia seja diagonal, anulando assim os termos de forcas que

dependem dos produtos de inércia (ver(5.26)).

No que segue, e sem perda de generalidade, o eixo em torno do qual gira o rotor sera
suposto vertical (a=7x/2). Isto é feito para que o efeito da forca peso no
balanceamento seja nulo, facilitando assim a analise, muito embora seja possivel
equacionar o problema de balanceamento para o caso geral. As equacdes que regem o

movimento serdo dadas por,

(244, +2,B,)=~(J.0-J,.07)
(2,4, +z3B,)=J 0+ J 0 —x;P (5.32)
J.O=H

A +B, =-m0x,
A, +B, =mbx, . (5.33)
A +B =P

5.2.1. Medida do desbalanceamento

O primeiro passo, do ponto de vista de andlise, consiste em medir o

desbalanceamento do corpo original.
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Suponha entdo que o rotor seja acionado, sob um sistema de controle que permita
impor determinada velocidade angular constante, com valor 6 =®. No caso real,
quando também existe dissipacdo de energia nos mancais, por atrito, este sistema de
controle deve ser necessariamente do tipo realimentado, realimentacéo esta que se faz
a partir da medida da velocidade angular. No caso ideal, quando sdo desprezados 0s
efeitos dissipativos, basta “cortar” o acionamento assim que o rotor atinge a
velocidade requerida, que a rotacdo permanecerd constante. Ou seja, (5.32) e (5.33)

transformam-se em,

z,A, +z,B)=J_0° —x;P (5.34)

A,+B, =0 . (5.35)

Suponha também que exista um sistema de sensores de forca que medem as
componentes (AX;AY;BX:BY) das reacOes aplicadas pelos mancais, segundo duas
direcdes horizontais e ortogonais fixas (X,Y), porém arbitrariamente escolhidas. O

angulo & é medido a partir do eixo X. A figura abaixo mostra o rotor, em um dado

instante, e 0s mancais 4 e B.

Note que,
[AX (t)} _ [cos 6(r) —sen H(t)}{Ax} 536
A4,(¢) | |send(t) cosO(z) | A,

e, analogamente para a reagéo em B.
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=74

Figura 6 Rotor vertical e sistemas de
referéncia

Se (5.35)a,b forem respectivamente multiplicadas por cos@ e send e subtraidas

entre si, vem,

—ma’x; cosO(t) = (A4, + B, )coso(t) - (Ay + By)sen o(t) . (5.37)

A expressdo acima fornece a componente da forca centripeta na dire¢do X. O segundo
membro € na realidade a soma das componentes das reagdes nesta direcdo, aplicadas

pelos mancais sobre 0 eixo em 4 e B. Ou segja,

—max, cosO(t) = A, () + B, (t) . (5.38)

Vale ainda (5.34)b e, portanto,
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Ay (1) + B, (1) = (A, + B, )cosO(t) : (5.39)

Se o experimento for feito medindo-se o angulo de rotacdo, a partir de uma posi¢do
arbitraria, porém previamente demarcada, o instante em que a componente em X da
resultante passar por um maximo definira o plano (xz) procurado, ao qual pertence o

centro de massa G. Seja £ 0 angulo, medido a partir da posicdo previamente

demarcada, que define o plano procurado e seja, também,

Fy(t) =—(A4,(t) + B (t)) = (4, + B,)cos6(r) = F, cos (1) = F, cos(wt + @) .
(5.40)

a medida correspondente & componente X da resultante das reagoes aplicadas nos
mancais. F, €& a amplitude e ¢ é o avanco de fase, medido relativamente a
passagem da secdo previamente demarcada pela direcdo X. A excentricidade sera

dada entdo por,

Xg = (5.41)

e a posicdo angular do plano que contém o centro de massa em relagdo a secdo

demarcada sera o préprio avanco de fase, ou seja,

p=9¢ . (542

Note que estas medidas poderiam ser feitas estaticamente, com o eixo na horizontal.
No entanto poderiam estar mais sujeitas a erros se o atrito nos mancais fosse
relativamente grande e a excentricidade pequena. Ademais, o procedimento dinamico
acima descrito pode ser incorporado naquele que permitird medir o desbalanceamento

dindmico, ou seja aquele da matriz de inércia.

Note também, como foi adiantado, que se o rotor tivesse eixo fora da vertical, ainda

assim  seria  possivel escrever expressdes equivalentes, eliminando-se,
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matematicamente, o efeito da forca peso das equacdes®. No entanto, na pratica, seria
muito mais dificil controlar a velocidade angular, posto que existiria entdo uma

aceleracao angular provocada pelo torque da forca peso em torno do eixo do rotor.

Suponha agora que, analogamente, a coordenada z. do centro de massa tenha sido
determinada, a partir do calculo dos momentos das reacfes em torno de eixos
paralelos a X e Y (ou previamente, por meio de um ensaio estatico, com o0 eixo do
rotor posicionado na horizontal). Podem, assim, ser supostas conhecidas as

coordenadas z, e z,, dos mancais, relativamente a secdo que contém o centro de

massa. Das equacdes (5.34)a,b segue que

J,. :i(ZAA +z,B, )
a;- , (5.43)
I :a)_((ZAA +2,B,)+ x5 P)
e, portanto, de (5.35)
J, i((z Ay (£) + 2, B, (1)) 0 O(t) — (2, Ay, (1) + 2, B, (1)) sen 6(1))
a;_ (5.44)
T = (A (1) 42,8, () 0050) + (2, 4, (1) +2,B, (1) sen 0() + 3 P)
w
Assim,
J,. wi(z 4, (6(1)) + 2, B, (6(1)))) ..,
1 (ZAA (6(2)) +z, By (H(t)))) (2n7-)/w
ai (5.45)

T = (204 (00N +2,B, (O0)), o, + X6 P) =
1
=~ O +2,B.OW), 1y + 3 P)

que permitem determinar o desbalanceamento dinamico.

21 Sugere-se que o leitor verifique a assertiva.
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5.2.2. Balanceamento

O segundo passo, ap0s medir o desbalanceamento original, consiste em balancear o

corpo. O corpo, uma vez balanceado, devera apresentar:

(5.46)

Tem-se quatro “variaveis de balanceamento”, portanto. Considere que o0
balanceamento seja realizado pela adicdo (ou subtracdo) de dois corpos, de dimenséo
diminuta, de massas m, e m,, a serem posicionados nos  pontos
P, =(x,,y,,z,) e P,=(x,,y,,z,), respectivamente (ver figura abaixo, ilustrativa de
uma maquina de balanceamento de rodas automotivas). Sao, assim, oito os “graus de

liberdade” para 0 balanceamento. Em geral 0S parametros

2, Z,, i =~X, + ), €r, =+/x," +y,° sdo fixados, a priori, e deixados como

“graus de liberdade” os parametros m,, m,, y, € y,, onde x, =r,cosy,, i=12.
Outras alternativas existem, no entanto. Por exemplo, podem ser fixados

(z,,my,z,,m,) deixando por determinar (r,7,,7,,7,).

Da definicdo de centro de massa e lembrando que 0s eixos (x,y) foram escolhidos de

forma que y, =0, as equagoes (5.46)a,b podem ser escritas,

mxg +mx; +myx, =mx_ =0

(5.47)
myy, +myy, =myz =0
Por outro lado, as equacdes (5.45)c,d requerem, por sua vez, que
S =X,z —myX,z, = sz =0 (5.48)

Jyz _mlylzl _mZyZZZ = jyz = O
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massa m1l
P1=(x1,y1,z1)

massa m2
P2=(x2,y2,22)

Figura 7 Balanceamento. Definicoes.

Considere, ainda, as seguintes variaveis auxiliares,

&, =m;x; =mr,CoSy,
(5.49)

As expressdes (5.47) e (5.48) podem, assim, ser escritas na forma de um sistema

linear de equagdes algébricas, nas variaveis &,y ;i =12,

1 1 & —mxg
1 0 1y, _ 0 (5.50)
Z O Z; 52 sz ’ .

0 zz 0 2z |y, Jyz

ou ainda, rearranjando,
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1 1 0 0f¢ —mx,
0 0 1 1}& (| 0
zz z, 0 0y, T J

Xz

(5.51)

0 0 z 2z |y, J

yz

Para que o sistema acima tenha solucdo é necessario que o determinante da matriz de

coeficientes ndo se anule, isto é, é necessario que,

(z,-2,) #0 . (5.52)

A condicdo acima estabelece, portanto, que sdo necessdrios dois planos distintos de

balanceamento. A solugdo do sistema conduz entdo a

& z, 0 -1 0 |—-mxg
1 |-z 0 1 0 0
% | ! (5.53)
vi| z,—z| 0 z, 0o -1 J.
v, 0 -z 0 1] J,.

Finalmente, fixados, por exemplo, (r,r,), 0s parametros (m,,y,;m,,y,) S&0

prontamente determinados através de

Vi= arCtan(‘//l/égl)
1 ¢
" cosy, 1
i=12

(5.54)
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Exemplo 3.8 - Os mancais da maquina de balanceamento abaixo possuem sensores

de for¢a nas diregoes horizontal (X) e vertical (Y). A massa do rotor cilindrico a ser

balanceado é 20Kg e possui comprimento 2a=0,5m e raio R=0,1m. Dados os grdficos

gerados pelos sensores durante um teste, calcule as massas e suas posi¢oes angulares

a serem adicionadas nos planos dos mancais para balancear o rotor. As massas

devem ser posicionadas na superficie do rotor. Os gradficos indicam as forgas

exercidas sobre o rotor.

8.00 —

4.00 —|

0.00

Manl:al A

Forca (N)

-4.00 —

-8.00 —

' Tempo (s) '

Mancal B
Direg&o Y

Forca (N)

-4.00 —

-8.00 —

8.00 —

4.00 —

0.00

Mancal A
Diregéo X

Mancal B
Diregao X
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Por defini¢do, o eixo Ox passa pelo centro de massa do rotor, logo ys=0. Para

calcular x¢ , utiliza-se:

F,=—(4, +B,)=—(5sen104,72.t —5sen104,72.¢t) =0

max
it
logo x. =

=0

ma)z

, ou seja, a rotor esta balanceado estaticamente.

Utilizando as formulas para o cdlculo de J,. e J.. dadas na parte tedrica

notando que z, = -z, =—a (ou sejaconsiderando simetria na dire¢do axial), obtém-
se:

J.=0

J,. = _LSZX 0,25 = —2,28.10"* kgm?

’ 104,72

O objetivo agora é anular, com adi¢do das massas m; (em A) e m, (em B), o

produto de inércia J,.. Para isso:

myx, + myx, =0 manter X =0
myy, +m,y, =0 mantery; =0
0,25m,x, — 0,25m,x, =0 manter J,, em 0

0,25m,y, — 0,25m,y, = 2,28107* transformar J , em 0

que pode ser resolvido e fornece:

x,=x,=0
¥, =-y, =01m(=R)

m, =m, =4,56g



Dindmica dos corpos rigidos 108

6. MOVIMENTO EM TORNO DE UM PONTO
FIXO

Este caso ocupa lugar de destaque no estudo da dindmica de um corpo rigido. Nao
apenas por sua importancia histérica, conceitual e didatica, mas também por sua

relevancia pratica.

Cabe aqui observar que, na presente secdo, entende-se por “ponto fixo” um ponto
pertencente ao C.R. em estudo e que ndo se movimenta em relacdo a um referencial
solidario a Terra. Casos mais gerais, onde este ponto é solidario a um referencial que
se move em relacdo a Terra, podem ser abordados, obviamente, com a aplicacdo dos
teoremas fundamentais relativos ao movimento do baricentro € a varia¢do do
momento angular em sua forma mais geral, vista nos capitulos 2 e 4, respectivamente.
Nas secdes 6.2 e 6.3 os efeitos giroscopicos associados a rotacdo da Terra ndo serdo
abordados. Ja na secdo 6.4, que estuda o movimento da bussola giroscopica, este
efeitos serdo os de maior relevancia, posto que este € um mecanismo cuja funcao é
determinar o Norte Verdadeiro, o que é realizado através dos efeitos giroscopicos

acima mencionados.

Como o movimento estudado se faz em torno de um ponto fixo, as trajetdrias de todo
e qualquer ponto do C.R. se faz sobre uma superficie esférica de raio igual a distancia
do ponto considerado ao ponto fixo. Esta particularidade do movimento induz a
adocdo de um sistema especial de coordenadas, constituido pelos denominados

Angulos de Euler.

Antes que se adentre o estudo da dinamica, propriamente dita, faz-se necessario
introduzir as definicbes derivadas deste especial sistema de coordenadas e

propriedades delas decorrentes.
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6.1. ANGULOS DE EULER

Os angulos de Euler constituem-se em escolha “natural” de um sistema de
coordenadas adequadas ao tratamento do presente problema. Contudo, podem ser
qualificados dentro de uma classe genérica de coordenadas, denominadas
coordenadas generalizadas. O tratamento geral da mecéanica sob a dtica das

coordenadas generalizadas é objeto da Mecanica Analitica®.

Considere a figura abaixo. O é o ponto fixo. O sistema cartesiano de coordenadas

(OXYZ), de base canbnica (I,J,K), orienta um referencial “fixo”, com o eixo Z
indicando a vertical. O sistema (Oxyz) € um sistema ndo-solidario ao corpo de base
canonica (i, j,k), com o eixo z passante, se conveniente, por seu centro de massa G,
I.e., orientado pelo versor k. O sistema (Ox'y'z") é solidario ao corpo, COM 0 €iX0

z' coincidente a z, ou seja, orientado pelo mesmo versor k. O angulo & é defindido

como 0 éngulo(Zéz), ou seja, 0 angulo que o eixo z faz com o eixo vertical Z. O eixo

y serd definido como o trago do plano (x,y) no plano horizontal (X,Y), apontando

no sentido positivamente orientado segundo o angulo 6. Ou seja, 0 eixo y esta contido

no plano horizontal e é normal ao plano (Z,z) %. O versor j que orienta o0 eixo y é

dado, portanto, por

. 1 24
=—(K Ak . 6.1
! sene( A ) (6.1)

Sem perda de generalidade, sejam ¢ o angulo (Yéy) que o eixo y faz com o eixo Y,

e w o0 angulo (xOx’), que o eixo x' fazcomx. As taxas de variacdo temporal

22 ver, p.ex., Goldstein, Sommerfeld, Meirovitch, Grenwwod, Whittaker, entre outros.
2% Este eixo &, por vezes denominado, /inha dos nés, termo emprestado & astronomia.
# Embora esta expressdo tenha mddulo de limite unitario quando @ — 0, a singularidade se manifesta

na indefinicdo da direcdo do versor j. Esta singularidade € inerente ao sistema Euleriano e pode ser
removida dentro da &lgebra dos quaternions de Hamilton.
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(0,4,17) dos angulos (6,4,) séo muitas vezes denominadas nutacdo, precessdo e
rotagdo prépria®?®. O movimento de nutacdo corresponde & movimentagdo angular
do eixo Oz em torno de Oy, ou seja, em relacdo a vertical OZ. O movimento de

precessdo corresponde a rotagdo do eixo Oy em torno do eixo OZ.

Figura 8 Angulos de Euler.

O movimento de rotacdo propria, por sua vez, também conhecido na literatura
cientifica de lingua inglesa como “spin”, caracteriza 0 movimento de rotacdo que o

corpo faz em torno de seu proprio eixo Oz. Dentro da hipotese de movimento em

> Embora, mais uma vez, emprestada da astronomia, esta nomenclatura pode l4 ter significado diverso,
dependendo do movimento estudado. Pode referir-se, por exemplo, aoc movimento de nutacdo
astrondmico do eixo terrestre, porém ndo aquele associado ao movimento livre do eixo de rotagdo, mas
outro, decorrente da acdo da Lua, resultante que é da precessdo da normal a érbita lunar em torno da
normal a ecliptica terrestre. (ver Sommerfeld, art. 26.2, pagina. 146).

% Embora curvilineas (4, 4,y7) s&o holondmicas, enquanto as correspondentes cartesianas (o, ,, @, )
sdo retilineas porém ndo-holonémicas.
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torno de “ponto fixo”, estes trés graus de liberdade sdo suficientes para definir,

univocamente, a posi¢do do corpo rigido no espago.

Estabeleceremos como referencial movel, em relagdo ao qual o corpo apresentara
apenas 0 movimento de rotacdo propria, o referencial orientado pelo sistema (Oxyz).

Assim, 0 vetor de rotagdo de arrastamento, Q , sera composto pelos movimentos de
nutacéo e precessao. Ja o vefor de rotagdo relativa Q. , estara associado unicamente

ao movimento de rotagédo propria.

Tem-se entdo,

Q =0j+pK (6.2)

Q =yk (6.3)

Visto, também, que

K =-senfi+cosfk : (6.4)

0 vetor de rotagdo de arrastamento fica escrito, na base, (i, j, k),

Q =—¢gsenfi +0j+ pcosfk : (6.5)

O vetor de rotagao “absoluto” €, do referencial (Ox'y'z’), i.e., do corpo, sera entdo

composto pelos vetores de rotacdo de arrastamento e de rotacao relativa,

Q=0 +0Q, , (6.8)
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que, escrito em termos dos movimentos de nutacdo, precessao e rotacdo propria, fica,

Q = —psendi +9j+(1/'/+¢c030)k : (6.9)

6.2. APLICACAO DO TEOREMA DO MOMENTO
ANGULAR

Evidentemente, a forma de aplicacdo mais adequada do Teorema do Momento
Angular, ou Equacéo de Euler, sera aquela associada ao movimento em torno de um
ponto fixo.

K,
dt

=M . (6.10)

Em geral, quando o problema tratado envolver um corpo rigido sem simetria de

distribui¢do de massa em torno do eixo proprio Oz, esta equacdo sera escrita, entdo

(dKOJ +Q AK), =ML . (611)
dt (Ox'y'z")

com o momento angular do corpo em relagéo ao ponto fixo O dado por,

K; ={K; | =15 f'} (6.12)
onde [J/,] é a matriz de inércia do corpo, segundo o sistema coordenado (Ox'y’z").

Note que no sistema (Ox'y’z"), solidario ao corpo, a matriz de inércia é obviamente

invariante e, portanto a equacéo fica escrita,
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051 gy + QA (00, S = M . (6.13)
ou em notacdo tdo somente matricial,
[J 0 ]{Q'}(Ox'y'z') + [Q'][J 0 ]{Q,} = {M o } , (6.14)

Consonante a definicdo mais geral, [Q’] ¢ a matriz de rotacéao,

0o - Q
[Q]=| @ 0 - ,  (6.15)
-Q, Q. 0

que no presente caso toma a forma especifica,

[@]=[Blo]B]

com
. . . (6.16)
0 - (z/) +¢cCos 9) 0 cosy seny O
[Q]= (w'+¢5cose) 0 dsend |; [B]=| —seny cosy 0
-0 — gsend 0 0 0 1
6.2.1. Casos que exibem axi-simetria de distribuicio de massa

Casos importantes existem, no entanto, em que o corpo em estudo exibe axi-simetria
de distribuicdo de massa, em torno de seu eixo proprio Oz. Este sera, obviamente , um
eixo principal de inércia, assim como o sera qualquer eixo diametral. Nestes caso, é
evidente que a matriz de inércia € também invariante com respeito ao sistema (Oxyz),
movel, porém ndo-solidario ao corpo, e que Oy e Oz sdo eixos principais de inércia.
Um exemplo importante, além de usual e cotidiano, é o de um pido. O momento de

inércia J, em torno do eixo de rotacdo propria Oz seré designado J, e 0S momentos

de inércia diametrais, J, = J, designados /, de tal forma que a matriz de inércia, no

sistema (Oxyz) ficard escrita,
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I 00
[Jo]=10 1 © (6.17)
0 0 J
O momento angular do corpo, em relagdo ao polo fixo O, sera dado entéo por
K, =-Igsen0i +10j+ J(y + pcos6) k (6.18)
e sua derivada temporal por
K, =(dK0) +Q, AK, . (6.19)
dt dt

(0xy2)

Como a matriz de inércia é invariante com relacdo a (Oxyz), o0 TMA fica reduzido a

forma,

_ [JO]{Q}W) +Q AK, =M ., (6.20)

ou, na notacdo matricial,

3,100, + 0,1, )= g} . (621)

com

0 —gcosd 6O
[Q.] =] #coso 0 $send . (6.22)
-0 —gsend 0

Note que a rotacdo prépria ndo comparece nesta matriz. O termo “giroscopico” escrito

explicitamente fica, portanto,
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Q, rK,

a

(—I(,}ﬁécos¢9+ Jé(aj/ + g}ﬁcose))i +
6.23
+(—I¢2 sen§cos + Jgsen 9(1/'/ + 5¢cos«9))j (623

e a equacdo (6.21) explicita, na forma de trés equacfes nas componentes cartesianas

(x,»,z), fica por sua vez,

—I%((}ﬁsen 0) - 140c0s0 + JO(iy + pcosd) = M,

Icfd—f—lg}ﬁz sen0cosO + Jpsen Oy + pcosd) = M, . (6.29)

J%(zp +$cosd) = M,

Como serd visto adiante, é interessante multiplicar a primeira destas equac¢des por

—sen @ e reescrevé-la como,

di- . d . -
E(Msen 0 +Jcosé?(://+¢cos¢9))—JcosHE(y/+¢cose):—MOX send

(6.25)

Identificando, ainda, o segundo termo da equagé@o acima como o primeiro membro de

(6.24)c multiplicado por cosé, vem, entéo,

%(Iéﬁsenz 0 + JcosO(yr + ¢cos€)) =—M, senf+ M, cosd . (6.26)

O leitor podera verificar que o segundo membro da equacao (6.26) nada mais é do

que a projecéo do vetor M’ na dire¢do do eixo fixo OZ, ou seja
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M% K =M,, =-M, senf+ M, cos0 : (6.27)

e que o termo entre parénteses no primeiro membro de (6.26) é a componente do

momento angular na direcdo deste mesmo eixo,

K, K =K,, = I#sen’ 8 + Jcosé(y + ¢cosb) (6.28)
Assim, o sistema de equagdes (6.24) pode ser substituido por?’,
%(Igbsen2 0 + JcosO(ys + ;}50050)) =—M, senf+ M, cosf=M,,
o ., : o
]Z_ 1 senfcosd + Jpsen H(z// + ¢cos€) =M,,
Jdi(z/'/ﬂbcosﬁ) =M,
t
(6.29)
ou de forma compacta,
d
E(Koz) =M,,
d
E(Koy) = M, (6.30)
d
E(KOZ) = MOZ

Esta forma de descrever as equagdes do movimento é particularmente util em casos de

bastante relevancia:

27 Estas s&o as equacBes de movimento, escritas segundo as coordenadas generalizadas (4,60,y) , e que
podem ser deduzidas diretamente do formalismo da Mecénica Analitica, a partir da aplica¢do da
Equacdo de Lagrange.
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(i) quando O for o proprio centro de massa G, ou

(i) quando as unicas forgas externas agentes sobre o corpo forem o peso e a reagdo do

apoio, no ponto fixo O.

Em ambas as situagdes M ,, =M, =0 e, portanto as componentes do momento

angular nestas direcOes serdo invariantes, ou seja, constantes do movimento. No
primeiro caso em que O =G, a ser exemplificado a seguir através do estudo de um

giroscopio, tem-se adicionalmente M, =0, o que significa que o momento angular

sera invariante. Por outro lado, um pido simétrico, sob a¢des Unicas do proprio peso e

da reagé@o no apoio, € tipico do segundo caso.
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6.3. ENERGIA CINETICA DE UM C.R. EM
MOVIMENTO EM TORNO DE UM PONTO FIXO

No caso particular do movimento de um C.R. em torno de um ponto fixo a energia

cinética reduz-se apenas ao termo associado a rotacdo em torno deste ponto:

T = %{Q}T[JO]{Q}; O um ponto fixo : (6.31)

Pode-se escrever também,

T=%Q~K0 . (6.32)

ou, na forma matricial,

T:%{Q}f{KO} . (6.33)

A equagdo acima pode ser escrita explicitamente, em termos das coordenadas

Eulerianas, para um corpo rigido genérico. Fica entdo

T= %{Jxa)xz + Jya)y2 + Jza)zz t2J 0.0,+2) 0 0.+ 2J2Xa)za)x} =
- %{Jx({ésen@)z +J,0°% + Jz(y'/+ ;}ﬁcos@)2 } +
+J,, ¢sen 06 + Jyzé?(t/'/ + gbcose) + sz(l/'/ + ¢cos€)¢sen 0

(6.34)

Quando a matriz de inércia € diagonal, ou seja, quando o0s eixos considerados sdo
eixos principais de inércia, a energia cinética de um C.R., movendo-se em torno de

um ponto fixo, ponto este pertencente a um dos eixos principais fica, simplesmente,
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T:%{Jx((}ﬁsen@)z +J,0° +Jz(t/'/+§¢c036?)2 } (6.35)

E, no entanto, no caso particular quando Oz é um eixo de simetria de distribuicdo de
massa que esta forma acaba por desempenhar papel de maior relevancia prética.

Tomando assim, (6.17), a energia cinética fica simplesmente,
T:%{4¢%nef+19Phd¢+¢am®2} . (636)

Considere que ndo haja qualquer dissipacdo de energia por atrito, seja na articulagcdo
0, seja de origem fluido-dinamica. A reacdo na articulacdo néo realiza trabalho, pois
0 ponto O é fixo, por hipotese. Se todas as outras forcas agentes sobre o corpo forem
conservativas, ou seja, se derivarem de um potencial de energia ¥, como é 0 caso
quando da acéo Unica da forca peso, e como os efeitos giroscopicos sdo conservativos,
conforme foi demonstrado anteriormente, a energia mecénica total do C.R. sera

conservada,

d
C(r+7)=0 . (637)

Se, além disso O = G, a energia cinética serd um invariante,

dr _,

== (6.38)

A natureza conservativa dos termos giroscopicos esta associada ao seu efeito

estabilizador, assunto que sera tratado a seguir.
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6.4. O GIROSCOPIO

Como o proprio nome diz, 0 giroscopio € um mecanismo que se utiliza dos efeitos
giroscopicos para tornar estavel um rotor em torno de um determinado eixo. Sua
aplicacdo como instrumento de navegacdo ou de estabilizacdo € de fundamental
importancia na engenharia e na ciéncia. O assunto é excepcionalmente vasto e tem
sido exaustivamente estudado. Néo existe qualger pretensdo, portanto, de abordar o
problema de forma sisteméatica e completa, mesmo porque tal tarefa fugiria
completamente dos objetivos do presente texto?®. Apenas alguns rudimentos

conceituais serdo objeto desta secao.

O giroscopio mais simples consiste de um rotor, montado sobre uma suspensdo
Cardan, podendo assumir qualquer posi¢cdo no espaco. No entanto, seu centro de
massa G deve permanecer fixo, ou seja, coincidente a O. A figura abaixo apresenta
um desenho esquematico de um giroscépio, com os eixos coordenados de referéncia

bem como os angulos de Euler. O sistema (Oxyz) serd tomado fixo no anel interno,

que suporta o eixo Oz, em torno do qual 0 rotor balanceado gira com rotagao propria

w , relativamente a (Oxyz), portanto. A linha dos nés BB’ fica agora evidente,

coincidicdo com o eixo Oy e orientada pelo versor j.

%8 Diversas monografias tém sido publicadas, ver, p.ex., Klein & Sommerfeld, Theorie des Kreisels,
Crabtree, Spinnining Top and Gyroscope Motion, Scarbourough, The Gyroscope, theory and
applications, Greenhill, Gyroscopic Theory, Radix, Techniques Inertielles, para mencionar alguns,
além de textos classicos em mecanica tedrica, como p.ex., Whittaker, 4 Treatise of the Analytical
Dynamics of Particles and Rigid Bodies.
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Figura 9 Giroscépio

O sistema de equagdes diferenciais ordindrias de segunda-ordem (6.24) ou,
alternativamente, (6.29), rege 0 movimento do rotor, aqui considerado como o C.R.
em estudo. Estas equacOes sdo, em geral, de dificil tratamento, quando da acéo de
sistemas genéricos de forcas externas. Cabe, entdo, tratamento numérico”. Alguns
casos particulares existem, no entanto, onde é possivel um aprofundamento analitico.

Embora particulares, sdo de extrema relevancia.

6.4.1. Precessdo estacionaria ou regular

Considere, primeiramente, e desprezando dissipacfes por atrito, que o rotor tenha

rotagdo propria cOm taxa constante y, e que seu eixo Oz apresente um angulo 4,
constante, em relacdo a vertical, descrevendo um movimento de precessdo a uma taxa
¢, também constante. Esta condigdo de “equilibrio dindmico” é denominada

precessdo estaciondria oU regular. Sob que condicGes seria este movimento possivel?

Tome a equacio(6.24), com 6,0, ¢,y constantes e obtenha,

2 |_embre, no entanto, da indefini¢do na linha dos nés quando 6=0.
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M, =0
M, =—I¢"senfcosf+ Jpsen 6’(1'p + éﬁcos@) . (6.39)
M, =0

Ou seja, para manter o giroscopio neste estado de “equilibrio dinamico” é necessaria
apenas a aplicagdo de um momento em torno da linha dos nos, 1.e., do eixo Oy. Este

momento pode ser reescrito,

M, :[(J—I)(,}ﬁcose+ Jz;‘x]&ﬁsen@ . (6.40)

ou ainda,

MOyj: (J—I)£C039+J ¢;l/'/sen¢9j:
W

= (J—I)ﬁfcosH+J (¢3K/\y)k)= : (6.41)
74

= (J—I)ifcose+J (Qp AQ,)
4

onde Q = ¢K e Q =ik sdo, respectivamente, os vetores de rotagio associados a

precessdo e & rotacdo propria. Usualmente, J > I, para rotores “achatados™, e

portanto 0 momento necessario para contrabalancar o binario giroscopio € positivo.

Em outras palavras, o binario giroscopio tem carater restaurador.

Note ainda que, quando a rotacdo propria € muito alta, a precessdo € usualmente
pequena, em termos comparativos. Nesta situacdo, desprezando-se a primeira parcela
que comparece entre parénteses na expressao acima, 0 momento fica,

aproximadamente dado por,

M, j=Jgysenbi=J(Q, AQ,} f<<y . (6.42)

Esta expressdo, embora simplificada, permite enunciar a seguinte assertiva: a taxa de

precessdo estaciondria é inversamente proporcional a taxa de rota¢do propria

% para um disco, p. ex., J =21 = mr2/2 .
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quando o rotor é submetido a um bindario em torno da linha dos nos. Esta expressao €

exata, contudo se & =7/2 elouse J =1 (ver (6.40)).

6.4.2. Precessao livre

Note que, no caso anterior, eram especificadas as taxas de rotacdo prépria e de
precessdo e determinado, por conseguinte, 0 momento externo a ser aplicado para
manter esta situacdo de equilibrio dindmico. O presente problema, em contrapartida,
pressupde que o rotor possua velocidade angular inicial e busca-se determinar a taxa
de precessdo estacionaria compativel com a auséncia de quaisquer outras forcas que
ndo as de origem gravitacional. Neste caso, M¢' =0, e diz-se que 0 giroscopio gira
livremente, em precessio livre. Tomando a equacdo (6.40) e fazendo

Mg =M, =0,tem-se, desde que =0 e ¢ =0,

(J—-D)¢cosé+ Jy =0 , (6.43)
ou seja,
. Juyr
= . 6.44
/ (J—1)cosd (6.44)

Cabe observar, da expressdo acima, que, quando J >/ e 6 <7x/2 a precessdo sera

retrograda, isto €, se fard no sentido inverso ao de rotagdo prépria. Ao contrario,
quando J <7 e @< x/2,0uainda, quando J >1 e 6> /2, a precessao sera direta,

ou seja, se fard no mesmo sentido da rotagdo propria.

Se (J-1I)<J, por outro lado, tem-se J/((J—1)cosd)>1. Ou seja, a taxa de

precessdo é, em maddulo, maior do que a de rotacdo propria, atingindo valores muito

altos para 8 — /2.

6.4.3. Movimento geral sob acdo de torque em torno da linha dos
nos.

Considere, agora, 0 movimento de um ‘gyro’, sob a acdo exclusiva de um torque

externo em torno da linha dos nés, ou seja, de Oy. O sistema (6.29) reduz-se, entdo a
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%(Ig}ﬁsenz 0 + JcosO(y + ;}50050)) =0

I% — I¢* sen@cos@ + Jpsen H(z/'/ + 4}50050) = M,, (6.45)
d .

E(J(w+¢cose))= 0

Como visto em (6.30), os termos entre parénteses da primeira e terceira equacdes séo,

respectivamente, as componentes K, e K, do momento angular, em torno dos eixos

OZ e Oz Na situacdo estudada, séo invariantes do movimento. Deve ser observado

que
Igsen*0=K,, — K, cosé ,  (6.46)
e que portanto,

K,, - K, cosd
Isen® @

b= (6.47)

Assim, 0 segundo e terceiro termos que comparecem em (6.45)b podem ser escritos,

. cosd
_I#?sen@cosd=—(K,, — K. cosé)’
¢ (Ko = Ko ) Isen® o
e : (6.48)
. . K ,6,— K, cos@)K
J¢sen¢9(1/'/+¢cose):( oz = Ko, COSO)K,,

Isen@

e, se substituidos naquela equacdo, conduzem, ap6s algumas transformacgoes
algébricas a seguinte equacdo diferencial ordinaria, ndo-linear, que rege 0 movimento
do ‘gyro’,

(a—pcosO)(f—acosl)

16 + en’s =M,, , (6.49)

onde a = K,,, =K, sdo os dois invariantes. Note que (6.46) pode ser escrita,

a = 3c0s0 + Igsen’d , (6.463)
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6.5. O PROBLEMA DO PIAO

O movimento do pido, em torno de um ponto fixo, segue 0 mesmo equacionamento
geral visto até entdo. No entanto o centro de massa G ndo mais coincide com o ponto
fixo 0. Considere, conforme mostra a figura abaixo, um pi&o simétrico. O eixo fixo

OZ é vertical.

Além da reacdo no apoio, a Unica forca considerada sera o proprio peso, de tal forma
que apenas existira momento em torno da /inha dos nés, ou seja, do eixo Oy. Assim

(6.45) regera o movimento considerado, com M, =mgz;send,

Figura 10 Pido Simétrico

®! (pode-se dizer que o pido é um giroscopio com o centro de massa ndo coincidente com o ponto de
pivotamento)
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%(Ig}ﬁsenz 0 + Jcos@(g'y+;}5cose)) =0
o ., : o
IZ—Igzﬁ senécosé + J¢sen9(1//+¢cosﬁ):mng send : (6.50)

%(J(zj/ + éﬁcos@)) =0

O movimento decorrente ndo sera, em geral, uma precessao estacionaria, mesmo sob
acdo exclusiva da forga peso. A situacdo encontrada usualmente é denominada de
precessdo pseudo-estaciondria, porquanto, se estavel, o pido desenvolvera um
movimento de precessdo com pequenas flutuagdes, associadas as correspondentes

flutuacGes de rotacao prépria e nutagéo.

6.5.1. Precessao estacionaria

Apenas em situacdes muito particulares a precessao estacionaria tera lugar. Para tanto
é necessario que as taxas de precessdo e rotacdo propria sejam constantes e que 0
angulo do eixo préprio com respeito a vertical seja invariante. I1sto ocorrera se e so se
(use (6.50))

(7 + (J - I pcos0)p = mgz, (6.51)
ou ainda,

2 Jy . mgzg

/ +(J—1)cose¢_(J—I)cose_0 - (652)

Para um dado angulo de “equilibrio”, podera existir ao menos um par (¢,1/), de taxas

constantes de precessdao e rotacdo proprias que satisfacam a equacdo acima. Sua

solucéo fornece,

éﬁ:l B Jy i\/( Jy ) N 4mgz,. (6.53)
2| (J-1I)cos@ (J—1)cosd (J—1)cosd

que tem solucdes reais apenas se (J —7)cosé =0 e se

2
/ 4
( Ty j+ 826 5 . (6.54)
(J—-1)cosd (J—1I)cosd
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isto é, se

(J-1)

W’ > —4mgz, c0SO 7 (6.55)

Note que, para 0< @< /2, esta condicdo sera sempre satisfeita se o corpo for
“achatado” (J >1). Nem sempre o serd, no entanto, se o corpo for esbelto, ou

“alongado”. Em outras palavras, corpos achatados apresentam maior “estabilidade

giroscopica”. De fato, resolvendo (6.51) em termos de cosé, vem

cosf = — (mng —Wj , (6.56)
a-Hgh /
J
que mostra que quanto menor for I/J, ou seja quanto mais “achatado” o piéo, tanto

maior serd o angulo do eixo com a vertical, para um mesmo estado de precessdo e

rotacdo prépria.

Vem ainda de (6.53), para um corpo “achatado”, considerando 0 < & < /2, portanto

satisfeita a equacgdo (6.55), que a raiz de maior mddulo corresponderia uma precessao
retrograda, com respeito a rotagcdo propria. Seria direta, no entanto, a de menor
modulo. Discussao acerca da estabilidade destas duas possiveis solugdes matematicas
foge ao escopo do presente texto. Observa-se, no entanto, que a precessao
estacionaria de menor moédulo (direta) corresponde o estado de menor energia

cinética do pido.
Por fim, escrevendo (6.51) na forma,
(J+ (J - 1)%¢cosﬁj s = mgz,. (6.57)
v

e admitindo que i >> ¢, ou seja, que a rotacdo propria seja muito elevada, tem-se,

aproximadamente, com erro da ordem O(4/y),

JPyr = mgz,, . (6.58)
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Esta expressdo, aproximadamente vélida quando i >> ¢, é independente de @ e

mostra que quanto maior for a rotacdo propria (“spin”), tanto menor serd a taxa de

precessao estacionaria.

6.5.2. Movimento geral

O movimento geral de um pido simétrico, na auséncia de quaisquer forcas
dissipativas, pode ser determinado através da solu¢do de uma Unica equagdo

diferencial ordinaria ndo-linear, a equagdo (6.49) que , com M, =mgz;send, torna-

se homogénea,

(a— pcosO)(f —acosh)
Isen®0

16 + —mgz; senf =0 : (6.59)

As componentes do momento angular o =K,,, =K, sdo dois invariantes do

movimento. Note, das relacdes (6.28) e (6.18), que os invariantes

a=K,, =Igsen’d + J cosO(y + ¢ cosb)

B =K, =J+dcoso) (6.60)

dependem apenas das condi¢des iniciais. Note também que, apos a determinacao de
6(¢) , integrando-se numericamente a equagédo (6.59), a taxa de precessdo em cada
instante fica calculada, a partir de (6.47) que, se substituida em (6.60), leva a taxa de

rotagdo propria,

W':g—écos@ (6.61)

Para melhor visualizagdo do movimento do pido, é interessante determinarmos as

coordenadas de seu centro de massa, no sistema (OX,Y,Z2), fixo. Da Figura 11, vem,

X, =zgzsendcos g
Y, =z senéseng (6.62).
Z; =z;C080

O leitor poderé verificar que a trajetoria do centro de massa G serd uma curva apoiada

sobre uma superficie esférica de raio z., conforme mostra a Figura 12,
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correspondente a simulagdo numérica do problema ilustrado na Figura 11, através da

integracdo de (6.59).

Figura 11 Pido simétrico.

0.2

0.18 -
0.16
0.14

0.12

oo
NP

0.1

-0.1 -0.1
-0.2 -0.2

Figura 12 Exemplo de movimento do centro de massa de um pido (X.,Y,,Z;).
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6.5.3. Notas Suplementares sobre Precessao Pseudo-Regular

Pode-se dizer que a equacdo (6.59) é uma “equacdo de péndulo generalizada”. Ao
invés de integra-la, no entanto, é preferivel fazer uso de um terceiro invariante do
problema: a energia mecdnica. De fato, como mencionado anteriormente, os efeitos
giroscépicos sdo conservativos e, como a Unica forca considerada a realizar trabalho é
a forca peso®, o sistema é, portanto, conservativo. Assim, vale a equacdo da

conservacao da energia

T+V=E : (6.63)
onde £ é a energia total, um invariante, e V' =mgz.cosé é a energia potencial
gravitacional. Lembrando que

B =K, = J(i + pcost) . (6.64)
e substituindo(6.46), na forma

Ipsen? @ = a — fcosd ,  (6.65)

na expressdo da energia cinética, dada por (6.36), a equacdo de conservacdo de

energia (6.63) fica escrita

e +(w) +1'B—+mgCOSl9: E . (6.66)
2 Isend 2 J

A equacdo acima, nos parametros («, 3, E) € a integral primeira de energia para 0

problema do pido. Considere a seguinte transformacéo de variaveis,

n =cosé
: - (6.67)
n=-6send
A equacéo (6.66) e transformada em,
(ﬁjz—U( ) (6.68)
dt 7 '

% A reacéo do apoio ndo realiza trabalho, pois O é suposto um ponto fixo.
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onde,

vin =252 ~amgn|(1-r7)- L (e pry 659)

Esta equacdo € analoga a do péndulo esférico, que conduz a solucbes dadas em termos

de integrais elipticas. De fato, posto que U € um polinémio de terceiro grau em 7, 0

tempo fica escrito como uma integral eliptica de primeira espécie®, na forma

n d77
t=] e . (6.70)

De (6.65) segue também,

(;5:?:@@:“_—5727 (6.71)
t dndt I(1-7°)

e portanto, de (6.68)

d¢ _a-pn 1
in” —I(l— ) UP : (6.72)

O angulo azimutal vem entdo na forma de uma integral eliptica de terceira espécie,

_1t{a-pn dn
il 1-7") U - 6D

Finalmente, de (6.64) e de (6.71),

,_B_an-pn*
W= 710 (6.74)

e, novamente de (6.68),

d_sz(ﬁ_“’?‘ﬁﬂzj 1 (6.75)
dn \J I1-n*))U" ’
que leva a

* Ver, p.ex., Sommerfeld.
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_Bydn _l}an—ﬂnz dn  (676)

VSO T ) U

Note que (6.70) pode ser invertida para fornecer coséd = n = n(t), e assim pode-se

obter ¢ =¢(¢t)ew =w(¢). As integrais acima sdo do tipo elipticas e como fungdes

elipticas sdo periddicas, cosé,0, ¢,y serdo periddicas no tempo.

Como U(n) € um polindmio cubico em 7, para que os trés invariantes correspondam
a um problema fisico real, deve-se ter U(n)>0. Ou seja, duas raizes reais
-1<n, <n, <1 deverdo existir, tal que U(7) >0 no interior deste intervalo. Note
que, da definigéo (6.67), —1< n <1 e portanto, 7, =cosé, e n, = cosd,, definem os

limites de latitude, entre 0s quais 0 pido oscilara. Simultaneamente, o pido avancara
em precessdo, de forma também oscilatéria. A medida que a integracdo de (6.70) ou

de (6.73) alcanca um dos limites, 7, ou 77,, ndo apenas a direcdo de integragédo deve
mudar de sinal, mas também U"?(n), de forma a manté-las reais e positivas. As
figuras abaixo ilustram a funcdo U(7), bem como um possivel movimento, através

do traco da extremidade do eixo do pido sobre uma superficie esférica. Note que este
traco toca os limites @, e 8, e que nos pontos de tangéncia a trajetoria pode
meramente avancar como também apresentar um retorno, na forma de um lago. Um
caso degenerado deste lago é uma cuspide, quando entdo a trajetoria toca o limite de
forma perpendicular a circunferéncia que o define, ou seja, com velocidade azimutal,

i.e.,taxa de precessao, nula.

Entre dois pontos de retorno sucessivos um quarto do periodo completo de oscilagdo

se passa, ou seja,

m
dn
T=4] = . (6.77)
m2
O avango azimutal correspondente a um periodo completo de oscilagdo serd, por sua

vez, dado por uma integral eliptica completa de terceira espécie,

_4ta-pn dn
5‘15_1!(1—772)111/2 27 (6.78)

2
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Figura 13 Funcao U(7) no movimento de um pido simétrico

Figura 14 Traco do eixo de um pio simétrico sobre uma superficie
esférica, determinado analiticamente.
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A precessdo regular, ou estacionaria, € um caso particular do movimento estudado,
quando 7, = 7, . Nesta situacéo, a fungdo U(7) é tangente ao eixo 7, por baixo. Se
n, = n,, NO entanto, o pido apresentard um movimento de precessdo quase-regular,
superposto por pequenas amplitudes de nutacdo de curtissimo periodo e, obviamente,
por pequenas flutuacbes na taxa de rotacdo propria. Este estado de movimento,

usualmente observado, € geralmente denominado precessdo pseudo-regular (ou

., . \34
pseudo-estaciondria)”.

% Para um estudo detalhado, porém em um nivel acessivel para estudantes de graduacio, ver, p.ex.,
Scarbourough, The Gyroscope, theory and applications.
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Exemplo 3.180 - Considere o movimento de um pido em precessdo estacionaria. Além
disso, seja y >> ¢ . Determine uma relagdo entre a velocidade e precessdo ¢ e a de
rotagdo propria vy, e calcule as reagoes no apoio suposto ideal. Dados massa m,

momento de inércia axial J e o momento de inércia em relagio a um eixo

perpendicular ao eixo de simetria I, ambos em relagdo ao ponto O.

z
A v
y4
0 )
G~
l mg
G
y
Y
o
X n X

O momento angular na base que orienta Oxyz, que acompanha o pido e em

relagdo a qual ele apresenta rotagdo propria é:
K, = Ipsendi+ J(y + ¢cosO)k

Como ¢ , W e O sdo supostos constantes , Q = @(—sen@h+cosék) é a
rotagdo de Oxyz e o momento das for¢as externas em relagio a O é

M, =mgz, sendjj, obtém-se, pela aplicagcdo do Teorema do Momento Angular:

M, =QrK,

mgz, = —1¢* cosO+ Jg(iy + ¢Cosb)

Como v >> ¢, a equagdo se reduz a:
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mgz, = J ¢, que é a relagdo procurada.

Para calcular as reagoes no apoio, basta aplicar o Teorema do Baricentro,
. ~ . , 52
verificando que a aceleracdo do centro de massa do pido é ag =—z;Sen0pn.

Assim:
F, = mgK —mz, senf¢’n
Exemplo 3.11: Girocompasso (simplificado).

O girocompasso é um instrumento de navega¢do que fornece a orientagdo em relagdo
ao Norte Verdadeiro. Constitui-se, basicamente de um giroscopio com eixo quase-
horizontal de rotagdo propria. O eixo do rotor, se compelido a “precessionar” em
torno de um eixo paralelo ao eixo de rota¢do da Terra com a mesma velcidade
angular da Terra, ou o que é equivalente, em torno da vertical local com velocidade
angular igual a componente vertical local do vetor de rotagdo da Terra, tenderd a se
alinhar com a horizontal e no plano meridional. Para tanto é necessdaria a aplica¢do

de um torque em torno da linha dos nos, conforme mostra a figura abaixo.

O equacionamento completo seguiria entdo aquele apresentado na sec¢do 6.4, de
acordo com (6.45) e equagoes subsequentes. Com o intuito de facilitar a andlise do
problema, contudo, considere um sistema simplificado, onde a precessdo foi restrita.
A figura 15 apresenta os componentes essenciais deste sistema. O anel vertical pode

girar em torno do eixo AB. O rotor tem rotagdo propria (elevada) y . A latitude local

¢ A. @ é o dangulo formado entre o plano do anel e o meridiano. A velocidade

angular da Terra é w,. O sistema (Gxyz) é solidario ao anel, sendo Gz o eixo de

rotagdo propria.



Dindmica dos corpos rigidos

Figura 16 Girocompasso Simplificado

O vetor de rotagado do anel é dado, portanto, por
Q, = 0j+ w,u
onde u é um versor na dire¢do do eixo de rotagdo da Terra, ou seja

u=-cosAsendi+send j+cosAcosé k

O vetor de rotagdo do rotor, por sua vez, é a composi¢do

137
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Q=0 +yk

A aplicagao do Teorema do Momento Angular, na auséncia de toque externo, conduz

a uma equagdo, em 6, na forma

10+ J(w, cosAcos8 + yr)(w, cos 1) sen @ — Iw * cos® AsenHcosd =0

A equacgdo diferencial, ordinaria e ndo-linear, tem obviamente dois pontos de
equilibrio em 0 =0; 7. O primeiro é estavel, o segundo instavel. Note que os termos

de segunda ordem em @, sdo despreziveis e a equagdo pode ser reduzida a forma,

é+§¢/we cosAsend =0

A equagdo acima é uma equagdo de péndulo simples, obviamente estavel em 6 =0 e

instavel em torno de @ = . Para pequenos deslocamentos, tal que sen@ = 6,

. J .
6+71//a)e cosi6=0
que ¢ a equagdo de um oscilador linear com frequéncia natural

w,’ = 11,2/(06 cos A

1
O sistema tende a se alinhar, portanto, com o plano meridional, indicando portanto o
Norte Verdadeiro. Note que no equador (A =0) a “rigidez” é maxima. Ja nos polos
verdadeiros, a rigidez é nula e o girocompasso perde sua estabilidade. Como era
esperado, além disso, quanto maior a rota¢do propria, maior a “rigidez” e, portanto,

‘melhor’ a estabilidade.
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Exemplo 3.12: Movimento Livre de um Corpo de Revolugédo

Considere um corpo de revolugdo, de geratriz com forma arbitraria, em movimento
livre de agdo de forgas, a ndo ser, eventualmente de seu proprio peso. Trata-se de um
exemplo tipico de precessdo livre. Além disso, é um caso particularmente importante
em engenharia espacial, porquanto representa um numero de problemas da dindmica

de satélites em orbita.

Suponha que o corpo apresente movimento de rotagdo, com momento angular K,
em relagdo ao seu centro de massa. Como o movimento é livre, M. =0 e por
conseguinte existe conservagdo do momento angular. Defina GZ paralelo a K.
Este eixo é na realidade o eixo de precessdo estacionaria. Considere também, no
referencial do corpo, o sistema coordenado (GXyz), com Gz o eixo de revolugdo do
corpo, conforme mostra a figura abaixo. O eixo GX é, por defini¢cdo, um eixo do
plano Zz. O eixo GY, de acordo com a regra da mado direita, completa o sistema. Este

serd a linha dos nés.

Figura 17 Corpo de revolucio e eixos
coordenados
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O momento angular, invariante, sera escrito, entdao

K;,=Ilwi+Jo k

ou, na forma de angulos de Euler,

K, =—Igsenfi+ J( + pcosd)k

0.

pois, evidentemente, @, = 0

Por outro lado,

K., =K, i=-K_senf
K. =K, -k=K,cosd

e portanto
Dx - —ltane =—tany
w 1

z

onde yé o dngulo que o vetor de rotagdo faz com o eixo de revolugdo. O vetor de
rotag¢do definira a dire¢do do eixo instantineo de rota¢do. Em particular, o lugar
geomeétrico descrito pelo vetor de rotagdo visto do referencial do corpo denomina-se
“cone do corpo”. O lugar geométrico correspondente, no referencial GXYZ,
denomina-se “cone espacial”. Como a precessdo é estaciondria, 6 é constante, e
portanto os cones sdo circulares e retos. O movimento do corpo pode ser idealizado

através de um rolamento do cone do corpo sobre o cone espacial.

Ainda, (6.47) é aplicavel e valem as observagoes feitas na se¢do 6.4, relativa a

precessdo livre:

Cabe observar, da expressdo acima, que, quando J > 1 e 6 <7x/2 a precessdo serd

“retrograda”, isto ¢, se fara no sentido inverso ao de rotagdo propria. O cone

espacial ficard interno ao cone do corpo, pois y > 6. Ao contrario, quando J <1 e
0 <7x/2, a precessio sera “direta”, ou seja, se fard no mesmo sentido da rotagdo
propria. O cone espacial sera externo ao eixo do corpo, ou seja, y < 6. A situa¢do se

inverte, quando 0 > /2. A figura abaixo ilustra o caso 0 < /2.
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Se (J-1)<J, por outro lado, tem-se J/((J—I) COSH)>1. Ou seja, a taxa de

precessdo é, em modulo, maior do que a de rotagdo propria, atingindo valores

altissimos para 6 — /2.

) ‘ z
/  cone
® paC|aI
‘ cone do
corpo

Figura 18 Movimento Livre de um Corpo de Revolucio. Cones espacial e do
corpo para <rz/2e J>1
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8. ANEXO - SIMULACOES
COMPUTACIONAIS®

Este anexo traz uma série de exercicios de modelamento e simula¢do computacional,
que devem ser trabalhados através de modulos de simulacdo de sistemas dinamicos,
como por exemplo 0 médulo SIMULINK do programa MATLAB, ou ainda o médulo
SCICOS do programa SCILAB.

O primeiro € marca-registrada de MathWorks Inc., e 0 segundo € de dominio publico,
(ftp://ftp.inria.fr/INRIA/Projects/Meta2/Scilab/distributions). Estes exercicios

ilustram série regularmente aplicada na disciplina PME2200, Mecanica B, ministrada
na Escola Politécnica a alunos da Grande Area Mecanica (habilitagdes em Engenharia
Mecanica, Mecatronica, Naval e Producdo) e conta com a contribuicdo de diversos
colegas do Departamento de Engenharia Mecanica. A nosso ver tem-se constituido
em diferencial pedagdgico, porquanto permitem o exercicio do modelamento e da
anélise de diversos problemas da dindmica de um C.R., com ganho de percepcéo

fisica e conceitual.

Cada exercicio divide-se em duas etapas. A primeira traz a proposic¢éo do problema e

um roteiro de analise. Nela, as tarefas solicitadas sdo de trés naturezas:

1. Modelagem do sistema dindmico, deduzindo as equacdes do movimento e
interpretando-as.

2. Modelagem do sistema através do software SCILAB, utilizando a ferramenta
SCICOS.

3. Simulagdo do modelo computacional, com consequente analise e interpretacdo
dos resultados numéricos.

% ContribuicBes de C.A.Martins, R.G. Lima; D.C. Donha e L.R. Padovese.
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A segunda parte traz um exemplo de analise empreendida, que pode servir de guia

para o leitor, em sua prépria investida.
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8.1. EXERCICIO DE SIMULACAO #1. PROPOSICAO.

A figura representa um sistema dindmico composto por um anel rigido, de raio R, e
uma haste diametral, em torno da qual situa-se uma mola helicoidal de constante
elastica K e um amortecedor linear de coeficiente de amortecimento C. A mola e o
amortecedor prendem um bloco de massa m ao anel. A mola tem comprimento
indeformado igual a R. O bloco, idealizado como um ponto material, pode deslizar
sem atrito sobre a haste diametral, que tem densidade linear de massa F(¢), igual a do
anel. O anel gira em torno de um eixo fixo Oz, perpendicular a haste diametral, com
velocidade angular a(f). O sistema pode ser interpretado, do ponto vista da
engenharia, como um dispositivo de controle de rotacdo. Este sistema pode também

modelar, de forma simplificada, um eixo flexivel com um rotor desbalanceado.

() I-I

V=

Ul

Figura 19 Sistema rotativo com oscilador amortecido.

8.1.1. Modelagem do sistema dinamico, deduzindo as equacoes
do movimento.

(a) Elabore um diagrama de corpo livre e determine as equacbes que regem o
movimento relativo do bloco, expressando-as no sistema de referéncias solidario
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ao anel, orientado pelos versores (f,],E). Designe o movimento do bloco pela
coordenada de posicdo x(¢). Por enquanto considere que a velocidade angular
w(t) é conhecida.

(b) Considerando que @(t)=0, ou seja na auséncia de rotacdo, determine a
frequéncia natural ndo-amortecida, 2,,, do sistema massa-mola. Reescreva a
equacdo de movimento obtida em (a)., em termos de (2,,. Determine, nesta
situag&o particular, a posicéo de equilibrio x,, do bloco.

(c) Considere agora que a velocidade angular imposta, conhecida, é constante e ndo
nula, de magnitude @.. Determine o valor critico @, que define a mudanca de
comportamento dindmico do movimento relativo do bloco, de “oscilatério”
(estavel) para “exponencial” (instavel). Supondo w, < @.,, determine a nova
frequéncia natural ndo-amortecida, Q ,.do sistema massa-mola.

(d) Com @, < ., determine a posicdo X em torno da qual o bloco oscilara. Sera

X # x,, ? Interprete os resultados até entéo obtidos.

(e) Imagine agora que a mola seja ndo-linear de tal forma que a forca de restauracéo
seja dada por F,(x)=—(Kx+K,x*); K,>0. Esta relagdo modela um mola néo-
linear que se torna progressivamente mais rigida. Qual sera a posicédo de equilibrio
relativo x,,, supondo ainda que @, <@ ? Se o > w,,, podera haver mais de
uma posigdo de equilibrio, uma instavel e duas estaveis. Calcule-as e interprete o
resultado, justificando-o.

() Suponha, diferentemente, que @(¢) :a)(t)l€ ndo seja conhecido, resultando da

aplicacdo de um torque O(¢) = O(t)k . Elabore o diagrama de corpo livre do anel e
deduza a equagdo de movimento que rege w(z). Note que a forga de Coriolis

agente sobre o bloco atuara na haste diametral, por acao e reagédo, proporcionando
um torque reativo sobre o anel. Note também que as equacdes dinamicas em x(¢)

e w(t) estardo agora acopladas.

8.1.2. Modelagem do sistema através de simulador.

(g) Elabore em ambiente SCILAB/SCICOS (ou em ambiente MATLAB/SIMULINK)
um diagrama de blocos, representando as equagfes deduzidas no item (a). A
entrada do sistema considerada neste caso € a velocidade angular, que durante as
simulacdes podera ser adotada como constante (incluindo a situacdo nula) ou uma
funcdo dependente do tempo, como por exemplo uma sendide. A saida sera a
posicado relativa do bloco, x(z).

(h) Uma vez mais, elabore em ambiente SCILAB/SCICOS (ou em ambiente
MATLAB/SIMULINK) um novo diagrama de blocos, agora representando as
duas equacOes deduzidas no item (a) e (f). Lembre que estas equagfes sdo
acopladas, ou seja, o diagrama apresentara linhas de conexdo entre os lacos
(“loops”) representativos de cada equacdo. A entrada do sistema considerada

neste caso é o torque aplicado, O(r)=Q(:)k que, a exemplo do item anterior,

podera ser adotada, durante as simula¢fes, como uma constante (incluindo-se ai a
situacdo nula); ou ainda podera ser uma funcdo dependente do tempo, como por
exemplo uma sendide. As saidas serdo a posicdo relativa do bloco x(r) e a

velocidade angular w(z) .
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(i) Re-elabore o diagrama (g) de acordo com o item (e).

8.1.3. Simulacio do modelo computacional
(J) Teste o seu modelo de simulacdo (g), com w(¢)=0, atribuindo diferentes
condic0es iniciais de posi¢do x, e velocidade x,. Interprete os resultados a luz do

item (b). Teste também situacdes em que C =0.
(k) Repita o teste anterior, agora com w(tf)=w, #0. Verifiqgue as conclusdes

relativas aos itens (c) e (d). Simule situagdes com o, <@, € @, > @, . Tente
simular também a situacdo em que @, = ., . Interprete os resultados obtidos.

Note que no caso instavel o bloco acabara por atingir o anel, chocando-se contra
ele.
(I) Teste o seu modelo de simulacédo (h), inicialmente com Q(¢t) =0, para as mesmas

condiges iniciais de (j), atribuindo uma condig&o inicial @, = 0. Compare 0s

resultados com as simulagdes de (j).
(m)Com o seu modelo de simulagdo (h) , repita (I) agora com Q@t)=Q, #0,

constante e x, =0.05m. Verifique as conclusdes relativas aos itens (c) e (d).

Interprete os resultados obtidos.
(n) Repita as simulagdes com o diagrama re-elaborado em (i). Analise 0s casos
0, <0, € 0>, Verifique as conclusdes relativas ao item (e).

DADOS PARA SIMULACAO:

K =4007° N/m; K, =64007° N/m*; m =100kg;
w, =7, € o, =+8x

R=10m; pu=24145kg/m; C =407z N/(m/s)

0, =010 Nm'; O(¢) = Q,sen(2nt); Q, = 0,10 Nm
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8.2. EXERCICIO DE SIMULACAO # 1. EXEMPLO DE
ANALISE.

(a) Deduza as duas equacOes (diferenciais) que regem o movimento do sistema
segundo as variaveis x(f) e w(¢). Construa um diagrama de simulacdo que

represente o sistema.
(b) Particularize as equagdes para 0 caso em que a velocidade e imposta o(f) =@,

(constante) e a mola é linear. Existe uma rotacdo critica, @.,. Determine-a e
interprete-a. Determine o ponto de equilibrio e discuta sua estabilidade em funcéo
de @, comparado a @_,. No caso em que ., <@, , qual sera o tipo de solucéo
x(¢), sob condic@es iniciais x(0)=x, #0 e x(0)=0? Esboce um gréafico de
x(1).

(c) Considerando a mola cubica, com a forca de restauracdo dada  por
F(x)=-Kx - K4x* e tomando o0 caso em que w(f) =w, > @, , determine 0s novos
pontos de equilibrio x,, indicando se sdo estaveis ou instaveis; justifique.

(d) Simulando as equages gerais, a figura abaixo mostra a evolugdo de x(¢) e w(¢),
para 0 caso em que o torque € nulo. A velocidade angular inicial
o(0)=w,=65rad/s & superior a rotacdo critica .. Justifique
qualitativamente o resultado da simulacédo, tendo em vista as variagfes ocorrentes
em x(¢) e w(z).

ity [Hm)

005

™,
004 [N ———
/ -
/
T 003k /

w002

DADOS DA SIMULACAO:
x(0) =x, =0,001m; x(0)=0; (0)=6,5radls; O(t)=0
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ANALISE DETALHADA E COMENTADA

()

A aceleracdo do bloco de massa m, expressa na base solidaria ao anel, € dada por

i = (¥ - 0?x ) +(cx + 2008 (1).
No primeiro parentesis (componente radial), a primeira parcela corresponde a
aceleracdo relativa e a segunda a aceleracdo centripeta. No segundo paréntesis,
(componente transversal) a primeira parcela é associada a aceleracdo angular e a
segunda € a aceleracdo de Coriolis (ou complementar).

A resultante das forcas externas (desconsiderando a forca peso) agente sobre o bloco
é dada por:

R=—(Kx+Kx*F - Cii + Fj ),

onde o termo entre paréntesis corresponde a forca de restauracéo elastica da mola, o
segundo termo é a forca, resitiva ao movimento, aplicada pelo amortecedor e 0
terceiro termo representa a for¢a normal aplicada pela haste.

A Segunda lei de Newton, aplicada ao bloco, fornece portanto

m(i-wx)= —(Kx+ K x*)-Ci ‘)

m(dw +2ax)= F .
A taxa de variagdo do momento angular do conjunto anel+haste (ah), calculada em
relacdo ao polo O (fixo) é igual a somatdéria dos momentos das forcas externas
agentes sobre ele calculado com respeito ao mesmo polo (TMA). Admitindo simetria
geométrica e de distribuicdo de massa deste conjunto (a matriz de inércia com
respeito a Oxyz € diagonal e o centro de massa do conjunto ah coincide com O- de
tal sorte que (Oxyz) sdo eixos centrais de inércia) a aplicagdo do TMA fica reduzida
a

Lo =0(t) - xF (4),
ou seja, de (3b),
1.0 = O(t) — xm(dx + 2ax) (5)

onde 7, é o momento de inércia do conjunto ah em relacéo ao eixo Oz.

Rearranjando as equaces (3a) e (5) seguem as equacdes diferenciais ordinarias (ndo-
lineares) que regem o movimento do sistema, segundo as variaveis x(z) e w(t):
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mi + Ci + (K —mo?® + Kyx? Jr=0

(Iozz + mx’ )w + 2mxxw = Q(t) (6),

ainda na forma

K
jc'+£jc+(_QN02 -0’ +—3x2jx =0
m m

o)

(pOZZ +x° )w +2xk@ = =

(")

onde |Q,, =+/K/m | é a frequéncia natural ndo amortecida do conjunto massa-mola-
amortecedor, quando a mola é linear e a rotacéo é nula; e onde p,. =1,./m.

Um possivel diagrama de simulagédo é apresentado abaixo.

Integrator Integrator (1)
. _

KM . CF
* (K3/M)x~3 Clock t

x(t)
uml
Produc] v
[EF (L/Q@+M*x72))

u2 i wh2

, Productl

Integrator2

Sum

=
4
x

L

o)

Sine Wavg

Sum2 - step Input

Sum4

Product2

QM)_ Q)

(b)

Particularizando para o caso de rotacdo w(¢) = w,, constante, e mola linear (k;=0), a
equacdo (7a) fica simplificada a forma

x+%x+(gmz—a)f}c=o (8).

(Note que para manter a rotacdo constante (@ =0) deve ser aplicado um torque
0(t) = 2maxx a0 anel, de tal forma a contrabalancar 0 momento reativo associado a

forca de Coriolis).
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Portanto existe uma rotacao critica,

Ocg =2y, :\/K/m )

acima da qual a “restauracdo” equivalente do oscilador (8), representada pelo termo
F, =—m(_QNQ2 ~0, :—m(a)CRz —a)cz)x se torna negativa, ou seja, transforma-se
em “repulsdo” e o ponto de equilibrio (“trivial”) x,, =0, torna-se (assintoticamente)
instavel. Se, por outro lado, @, <@, x, =0 € um ponto de equilibrio
(assintoticamente) estavel. (No caso numérico estudado, ., =2z rad/s).

2

C C x .

Se tomarmos @, < e, Ap =5k | 5 —(a)CRZ—a)CZ) serdo as raizes da
’ m m '

equagao caracteristica A° +£/1 + (a)CR2 - a)c): 0 (condicéo para que a solucdo seja
m

ndo trivial, i.e., x(¢) n&o-identicamente nula). Se as raizes forem complexas
conjugadas (caso de amortecimento sub-critico) a funcdo x(z) serd uma cossenoide
modulada por uma exponencial decrescente

2
x(¢) =x0e‘(c/2’”)’ cos \/(wCRZ _wcz)—(ij t

se (%)2 < (a;CR2 —wcz)

Se as raizes forem reais e distintas (certamente negativas), o que denota
amortecimento super-critico, a solucdo serd uma funcéo exponencial (decrescente)

2
x(1) = x, & M + 4 e’ | ; se (—C j > (a)CRZ —a)cz)
A, A1 2m




(COSSENOIDE EXPONENCIALMENTE AMORTECIDA):

K =40072 N/m; K;=0 N/m%; m=100Kg; O@t) = 2maxx; R=1,0m; u=24145kg/m;
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C =407z N/(m/s) x(0)=x,=0,251m; %(0)=0; w(0)=r rad/s;

K =40072 N/m; K; =0N/m®; m=100Kg; R =1,0m; u = 2,4145 kg/m;
C = 200~/37 N/(m/s); x(0) =x, =0,25m;
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(¥=x=0=w) aplicada a (7) implicarad em

SIMULACAO (EXPONENCIAL DECRESCENTE):

x(0)=0; w(0)=rradls; O(t) = 2maxx

153

e considerando a mola culbica, a condicdo de equilibrio
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2 2 K
(wCR ~w, +—3x2jx =0

m (10)
0=0()
que tem trés raizes reais
F=0; x, =i\/ﬂ(a)f 00 (11)
K3

A primeira denota um ponto de equilibrio instivel. Esta afirmacdo é facil de ser
verificada. Basta ver que para uma perturbacdo & em torno de x =0, a parcela cubica

seré desprezivel e a parcela (a)cz —coCRz)s, dominante, seré a aceleragdo decorrente

desta perturbagdo, que terd& o mesmo sinal da perturbacdo, j& que consideramos
®, > o, , denotando tendéncia de repulsao.

Os dois outros pontos de equilibrio sdo (assintoticamente) estaveis e posicionados de
forma simétrica em torno do primeiro. Para verificar a estabilidade basta calcular a
aceleracdo decorrente de uma perturbacdo em posicdo em torno destes pontos e
verificar que ela terd sinal contrario a perturbagdo imposta.

(d)

Como a velocidade angular inicial € superior ao valor critico, o ponto x =0 é de
equilibrio instavel. Partindo do repouso, qualquer perturbacdo inicial (por exemplo
x, =0,001m) sera amplificada. Ou seja o bloco sera atraido para um dos dois pontos

i . , . m

de equilibrio estaveis x,. =+ |— |w,” —@,..” ). No entanto, quando o bloco comecar

E3 0 CR
K3

a se movimentar, a inércia (/,,. +mx”) aumentard quadraticamente com x e, na
auséncia de torque externo (Q(¢#)=0), a velocidade angular variard segundo a
equacéo (12b) abaixo

. C. 2 K
$t—X+| 0y —0° +=2x* |x=0
m m

(12).
(pOZZ +x° )w =-2xX®

Resumindo, quanto mais afastado o bloco estiver do centro, maior a inércia. Se a
velocidade for de afastamento a taxa de variacdo de w(¢) no tempo é negativa e tanto

menor quanto mais distante o bloco estiver do ponto O. Se a velocidade for de
aproximacdo, em relacdo ao centro O, a taxa de variacdo sera positiva, ou seja, w(t)

tende a aumentar.

NOTA: Este problema € analogo ao da bailarina/patinadora que, ao recolher (afastar)

0s bragos, faz com que sua velocidade de rotacdo aumente (diminua).
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8.3. EXERCICIO DE SIMULACAO 2. PROPOSICAO.

A figura representa um disco de massa M e raio R que rola sem escorregar sobre um
plano horizontal. Ao disco esta preso um pino P de massa m e que dista d de O. Sobre

0 disco pode agir a forca horizontal F(¢), aplicada em O. Este sistema pode ser

interpretado, do ponto vista da engenharia, como um primeiro modelo de uma roda

desbalanceada. Despreze o “atrito de rolamento”**.

y

0

Figura 20 Disco excéntrico que rola em plano horizontal sem escorregamento.

8.3.1. Modelagem do sistema dinamico; deduzindo as equacgoes

do movimento.

(a) Denote 0 movimento do centro geométrico O por x(¢) e o deslocamento angular
por &. Elabore um diagrama de corpo livre e deduza a equacdo dindmica (ndo-
linear) que rege o movimento do disco, segundo o angulo ¢. Note que a
velocidade angular do disco excéntrico é «@(r)=6. Lembre que o centro O do
disco tem aceleracéo.

(b) Determine as posicoes de equilibrio do sistema na auséncia de forcas e momentos

externos outros que 0s gravitacionais, e discuta a estabilidade das possiveis
configuracdes, do ponto de vista fisico.

% Momento resistivo ao rolamento, normalmente associado a deformacdes do disco na regido de
contato. Sob a hip6tese de C.R. este momento deve ser, consistentemente, desconsiderado.
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(c) Linearize as equacoes de movimento, i.e., tome & muito pequeno, tal que
sind=6 e cos@=1, e desconsidere termos quadraticos (ou bi-lineares) em
0ed.

(d) Ainda, sob a equacéo linearizada, tome o problema homogéneo (sem forcante), e
determine a frequéncia natural @, do sistema. Interprete-a tendo em vista a

analogia com um péndulo, definindo um comprimento equivalente.

8.3.2. Modelagem do sistema através de simulador.

(e) Elabore em ambiente SCILAB/SCICOS (ou em ambiente MATLAB/SIMULINK)
um diagrama de blocos, representando a equacao deduzida no item (a). A entrada
do sistema considerada neste caso € F(¢), fungdo dependente do tempo, como por
exemplo sendide de frequéncia w e fase relativa ¢ . A saida sera a posicao angular
0.

(f) Uma vez mais, elabore em ambiente SCILAB/SCICOS (ou em ambiente
MATLAB/SIMULINK) um novo diagrama de blocos, agora representando a
equacao linearizada, deduzida no item (c).

8.3.3. Simula¢io do modelo computacional

(g) Teste 0 modelo de simulacéo (f), ou seja com as equacdo linearizada, ndo-forcada,
utilizando condicéo inicial 6(0)=6,;6(0)=0. Interprete os resultados a luz de (c,d).
Ou seja, verifique o carater oscilatério do sistema e determine numericamente o
periodo natural. Plote gréficos de 6(t); x, (¢); v, (¢); x(z). Plote também gréaficos
de y, x x,.

(h) Repita o teste anterior, agora com o modelo de simulacdo (e), ou seja com a
equacdo ndo-linear. Interprete os resultados obtidos. Compare os resultados dos

dois modelos e discuta-os. Use saidas graficas conforme sugerido em (Q).
(i) Faca testes com o modelo ndo-linear, variando as condi¢fes iniciais. Por exemplo

teste as situacdes em que (9(0) = 7 +¢; 6(0) =0), ¢ um nimero muito pequeno.
Ou situagdes em que (6(0) = 0; 6(0) = Q).

(j) Faca simulacdes dos modelos linear e ndo-linear quando o bloco esta sujeito a
uma forca senoidal F(z)=F,cos(wt). Varie a frequéncia o, elevando-a

gradativamente até o caso em que @ =0,99®,, . Repita o procedimento iniciando a
variacdo de w a partir de @ =101w, até o =3w, .
(k) Varie os valores numéricos dos parametros m, d, 7, e analise os resultados.

DADOS PARA SIMULACAO:

M =2kg;m=0,25kg; R =0,25m;d =0,10m;
F(t)=F, cos(awt);, F, =01N;
g =10m/s?;
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8.4. EXERCICIO DE SIMULACAO # 2. EXEMPLO DE
ANALISE.

Voceé deve ter deduzido que a equagdo de movimento que rege a dindmica do sistema,

em @, sob a acdo tdo somente da gravidade é dada por,

:_mgdsiné?(h_ Rézj .

J(0) 8 ’ )

com: J.= (%MRZ +(M +m)R* + m(d*® —2Rdcos:9)j

(a) Quais sdo as possiveis posi¢bes de equilibrio do sistema? Sao estaveis? Justifique
fisicamente.

(b) Linearize a equacéo (1), i.e., tome & muito pequeno, tal que sind = ¢ e cosd =1,
e desconsidere termos quadraticos (ou bi-lineares) em & e . Determine entdo a
frequéncia natural @, do sistema. Interprete-a tendo em vista a analogia com um
péndulo, definindo um comprimento equivalente.

(c) Elabore um diagrama de blocos para simulagdo da equacdo (1) em ambiente
SCICOS/SCILAB (ou em ambiente MATLAB/SIMULINK).

(d) A figura abaixo mostra trés resultados de simulacdo da equacgéo (1), i.e., sob a
acdo exclusiva da gravidade. Nas duas primeiras simulacdes o sistema parte do
repouso. Na terceira é imposta uma velocidade angular inicial @, =0,001rad/s.

Responda as seguintes perguntas:
1 - Por que os sinais 8(¢) nas simulac@es (1) e (I1) apresentam carater periédico?

2 - Por que o periodo de oscilacdo na simulacdo (1) € menor do que aquele na
simulagéo (11)?

3 - Por que o carater de (I) € quasi-cossenoidal e o de (I1) ndo?

4 - Por que #(z) na simulagéo (I11) é ndo periddico porém apresenta um carater
crescente e oscilatorio?

Parametros da simulagéo:

M =2kg;m=0,25kg;R =0,25m;d =0,10m; g =10m/s>.



Dindmica dos corpos rigidos 158
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ANALISE DETALHADA E COMENTADA

(a) Equilibrio implicaem 0 =0 =0. Assim:

sind=0=6, =nz com ne Z

1)
Os pontos de equilibrio correspondentes a: (1) n par, sdo estaveis; (i) n

impar, sao instdveis; pois para 0s primeiros o CG do sistema estd abaixo do
centro geométrico do disco e, para os segundos, acima dele.

(b) Linearizando a equagao vem:

12
é+m§d9:0; para RO <<1 e O<<1;
Jc g
o )
com: J,.= (EMRZ +(M +m)R* + m(d’® —2Rd)}

que é andloga a equacdo de um péndulo equivalente, linear, 6+50-0.A

eq
frequéncia natural do sistema linearizado € dada, portanto, por
J _ ) _
@y = lg ,com |/, = —; 0 comprimento de um péndulo equivalente.
m
eq

(¢) Diagrama para simulagdo da equagdo de movimento (incluindo diversas saidas
de: posicdo velocidade e aceleracao):

A,

A

1/s 1/s > 0

- '2
_éz_mgdsme(lJrRH ]
Jc(0) g A

mux
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(d) I - Por que 0(t) nas simulagées (1) e (II) apresentam cardter periodico?

Resposta: porque em ambas, a velocidade angular inicial € nula. Como o
sistema é conservativo (ndo ha dissipacdo nem acdo de forcas
externas  ndo-conservativas) a energia potencial maxima
corresponde aquela da posicdo inicial, que ndo pode ser
ultrapassada. O disco portanto oscila em torno da posicdo de
equilibrio estavel mais proximo (no caso ¢, =0).

2 - Por que o periodo de oscilagdo na simulagdo (I) é menor do que aquele na
simulagdo (11)?

Resposta: porque a amplitude de oscilacdo em (1) é menor do que em (I1) (a
equacdo que rege 0 movimento é analoga a uma equacdo de péndulo
ndo-linear). Podemos notar também que o binario desestabilizador
em (1) é, inicialmente, muito pequeno, causando uma aceleracao
inicial bastante pequena se comparada a aceleracéo inicial em (I).

3 - Por que o cardater de (1) é quasi-cossenoidal e o de (Il) ndo?

Resposta: No caso (I) a amplitude é relativamente pequena e 0 movimento se
assemelha ao movimento de um "péndulo linear equivalente”, que é
regido pela equacao linearizada.

4 - Por que 6(t) na simulacdo (IIl) é ndo periodico porém apresenta um cardter
crescente e oscilatorio?

Resposta: No caso (I11) o disco excéntrico parte da posi¢cdo em que o0 pino esta
na vertical acima do centro O, ou seja de uma posicao de equilibrio
instavel. No entanto, parte com velocidade angular diferente de zero
(embora muito pequena). A velocidade angular inicial é positiva
fazendo com que o disco se desloque para a esquerda. Como o
sistema é conservativo, o disco rola sobre si mesmo indefinidamente
(pelo Teorema da Conservacgao de Energia). No entanto, superposto
ao movimento de rolamento do disco, coexiste um movimento
acelerado (desacelerado) associado & agdo positiva (negativa) do
binario desestabilizador provocado pela excentricidade do pino de
peso mg. Este movimento composto tem, portanto, carater
oscilatério.
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8.5. EXERCICIO DE SIMULACAO # 3. PROPOSICAO.

Considere, conforme mostra a figura abaixo, um pido simétrico, sujeito a acdo da
forca peso, deprezando qualquer forma de atrito. O eixo fixo OZ é vertical e O é uma

articulacao.

Figura 21 Piso simétrico.

Nestas condigdes, (ver Capitulo 6) pode-se mostrar que uma Unica equagdo
diferencial ordinaria, ndo-linear, rege 0 movimento do ‘pido’,
iy (a— pcosf)(f —acosb)

10 = mgz -Senéd ,
Isen®o &%

onde ¢=K,,,f=K, sdo dois invariantes do movimento. Note que estes

parametros dependem apenas das condices iniciais.

)
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8.5.1. Modelagem do sistema dinamico; deduzindo as equacdes
do movimento.
(a) Estude o item 6.5.
(b) Interprete a situacdo particular de precessdo estacionéria, agora em termos dos
invariantes « =K ,,, f = K, utilizando a equagéo (1) acima.
(c) Determine o valor da taxa de precessdo estacionaria ¢ =2, considerando
conhecidos a taxa de rotacdo propria ¥ = @, constante, e o angulo de equilibrio

0.
(d) Discuta a estabilidade "giroscopica”, considerando os seguintes casos: J > 1
(pido "achatado™) e J < I (pido esbelto). O que vocé pode concluir?

(e) Discuta os casos de precessédo "direta"(q/'// $>0) e "retrégada” (l,z'// $<0).

8.5.2. Modelagem do sistema através de simulador.

(f) Elabore em ambiente SCILAB/SCICOS (ou MATLAB/SIMULINK) um diagrama
de blocos, representando a equacédo (1). A saida sera a posi¢do angular 4.

8.5.3. Simulacio do modelo computacional

(g) Teste 0 modelo SCILAB, com a equagéo nao-linear. Simule primeiramente o caso
ideal de precessdo estacionaria, com os dados e condi¢des iniciais abaixo. Plote

graficos de: 0(t);4(1);0(2);d(t);yr(t) ; X (1), Y, (2).Z,(t) e Y (X,). Analise 0
resultado e interprete-o.

(h) Com os mesmos dados e condicdes iniciais 7(0),4(0),6(0), utilize agora um
valor inicial 6(0)=x/4, repita a simulacdo. Plote graficos de:
0(1);6(1);0();6(1);0r (1) ; X (1), Y, (), Z,(t) e Y, (X,). Analise o resultado e
interprete-o.

(i) Aumente a rotacdo propria inicial y(0) = 5rad/s. Repita a simulacdo e a analise.
O que voceé pode concluir a respeito da restauracéo giroscopica?

(j) Diminua a rotacdo proépria inicial para y(0) =0.5rad/s. Repita a simulacéo e a
andlise. Interprete 0 movimento.

(K) Varie sistematicamente dados e parametros iniciais. Explore seu modelo de

simulacdo, procurando compreender as varias possibilidades de movimento que
mesmo este caso particular apresenta.

DADOS PARA SIMULACAO:

mgz, =02Nm; [=10kgm?*, J=2I,
condigBes iniciais: @ = z/6; y7(0) =1.0 rad/s; 0(0)=0
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8.6. EXERCICIO DE SIMULACAO # 3. EXEMPLO DE
ANALISE.

Para o problema 3, proposto, pede-se:

(a) Determine o valor da taxa de precessdo estacionaria ¢ =2, considerando
conhecidos a taxa de rotacdo propria ¥ = @, constante, e o angulo de equilibrio

0.

(b) Elabore um diagrama de blocos para simulagdo da equacdo (1) em ambiente
SCICOS/SCILA (ou MATLAB/SIMULINK), chegando até o nivel que permita
plotar um grafico da posi¢éo do centro de massa (X .,Y,,Z).

(c) A figura abaixo mostra dois resultados de simulacao da equacéo (1). Responda as
seguintes perguntas:

1 - Qual dos dois casos corresponde a precessao estacionaria?

2 - Observando os gréficos do caso (b), vé-se que a taxa de precessdo atinge um
valor maximo quando a taxa de de rotacdo propria atinge valores minimos e
também quando o angulo de nutacdo tem valores maximos. Justifique esta
afirmacdo a luz do principio de conservagdo de momento angular.

3 - Avalie o periodo da nutagéo no caso (b)?

4 - Se a rotacdo propria fosse aumentada o periodo de nutagdo diminuiria ou
aumentaria? Justifique.

Pardmetros da simulagdo:
mgz, =0.2Nm; [ =1,0kgm?; J =21

condigBes iniciais: 6(0) = z/6; y(0) =1.0 rad/s; 0(0)=0
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ANALISE DETALHADA E COMENTADA

165

(a) Precessdo estacionaria significa: 0=0=¢=y =0, y=w, $=0Q; 0=0, e
portanto de a =K, =Igsen’0 +JcosO(y +pcosd) e p=K, =J(y+dcosb),

vem

B=K, =J(®+Qcosh)

que fornece a taxa de precessao:

0= L = (é - a)j
cosé \ J

ou, alternativamente,

Jo

dmgz

it
2| (J-I)cosé# (J-

I)cos@

;

+ —
(J—-1I)cosé

e, da eq. (1), uma relagdo entre 8, e 3, naforma

(- cos)(B—-acosh)

Isen®0

= mgzsenf

ou, alternativamente,

cos§=+(wﬂ—
1-)0*?
( J)

mgzg

|

)

©)

(4)

(%)

(6)
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(b) Diagrama de blocos para simulacdo da equacdo (1) em ambiente
MATLAB/SIMULINK, chegando até o nivel que permita plotar um grafico da
posicéo do centro de massa (X, ,Y;,Z;).

| tetapp tetap t

Clock _,-> Xg
tetapp tetap : —P f(u)

teta To Workspace3

Fcn4

Gain teta

1 1 » f(u) Yg
_ » _
. »
S S

Integrator Integratorl fip

Fcns o Workspace4

vV 4 Vv

G*cos(u(1)) Zg

|

To Workspace

Fcné

> f(u) —p — fi
f(u) s
< f(u) g Fcn2 Integrator2 Gainl To Workspace2

Fcnl=Const

To Workspace5

f(u) » psip

» Const Fcn3 To Workspacel

Const

onde:
K =180/
a=K,,0)= [I(z}sen 20 + J cos (i + ¢ cos 6?)],:0
B=K, (0)= [J(w'+(/5cos 49)]t:0

func == (m*g*zG*sin(u(1)) - u(2)/(1*sin(u(1))"3))/1 = %{mngsene _ Const }

Isen®0
funcl= Const = (o — fcosé,)(f—acosb,)

func2 = (alfa - beta* cos(u(1)))/(1*sin(u(1))*2) = (« - fcosO)/(Isin®6) = ¢
func3 = beta/J - u((1)) *cos(u(2)) = B/J —func2 cosd = yr

funcd = zG *sin(u(1)) *cos(u(2)) = z,send cos ¢ = X

funcb = zG *sin(u(1)) *sin(u(2)) = z;senéseng = Y.

func6 = zG*cos(u(1l)) =z, cos@d =7,

(¢) 1 - Qual dos dois casos corresponde a precessdo estaciondria? Observando os
grdficos abaixo, indique as posi¢oes (instantes) em que a taxa de precessdo atinge
valores maximos? Justifique as respostas.

Resposta: O caso (a) corresponde a precessdo estaciondria, pois o angulo de
nutacdo é constante e 0 CG descreve uma trajetoria circular.

2- Observando os grdficos abaixo, indique as posi¢oes (instantes) em que a taxa
de precessdo atinge valores maximos? Justifique as respostas.
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Resposta: O caso (a) é de precessdo estacionaria e portanto a taxa de precesséo €
constante. No caso (b) a taxa de precessdo atinge valores maximos toda a vez em
que o angulo de nutacdo atingir um maximo, ou seja, sempre que Z; atingir um
minimo.

2 - Avalie o periodo da nutagdo no caso (b)?

Resposta: Do grafico de a(r) em (b), contamos 14 ciclos completos em cerca de
47,5 segundos. Portanto o0 periodo de nutacdo € aproximadamente

Tg=——5s=34s.

3 - Se a rotagdo propria fosse aumentada o periodo de nutagdo diminuiria ou
aumentaria? Justifique.

Resposta: O periodo de nutacdo diminuiria, pois a "rigidez giroscopica”, que €
proporcional a rotacdo propria, aumentaria.
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8.7. EXERCICIO DE SIMULACAO # 4. PROPOSICAO.

Considere o girocompasso simplificado (exemplo 11, capitul 6). A figura apresenta
0s componentes essenciais deste sistema simplificado. O anel vertical pode girar em
torno do eixo AB que define o eixo vertical local. O rotor tem rotacdo propria (de
valor muito elevado) y . A latitude local, variavel, € A(z). 6 é o angulo formado
entre o plano do anel e o meridiano, positivo no sentido oeste a partir da direcdo

Norte. A velocidade angular da Terra é @, e seu raio é R. O sistema (Gxyz) é

solidario ao anel, sendo Gz o eixo de rotacdo prépria e Gy coincidente com AB.

Figura 22 Girocompasso simplificado.

A massa do rotor é M e seu raio é . Denomine J a inércia polar do rotor e 7 a
diametral. Considere inicialmente o rotor como um disco de espessura diminuta.
Existe pequeno atrito no mancal deste rotor, que da origem a um momento dissipativo

proporcional a velocidade de rotagdo propria, com coeficiente C,. O conjunto tem

também amortecimento em torno de 4B, que é linearmente proporcional a @, com
coeficiente C,. Considere ainda que o instrumento esteja montado a bordo de um
avido a jato, que voa em altitude constante H, em alta velocidade ¥, constante,
seguindo um rumo «, também constante, em relacdo ao Norte Verdadeiro (NV), o
qual é medido a partir do meridiano local, no sentido anti-horario (ou seja positivo

para oeste). Note que a este movimento estara associado um vetor de rotagéo @, .
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DADOS PARA SIMULAGAO:
R =6,3783e+003 Km;H =10 Km; @, =7,2722e-005 rad/s;

r=010m; M=10Kg; V =23600Km/h;
C, =0,050 Nm/(rad/s); C, =0,050 Nm/(rad/s); 0, =500 Nm

8.7.1. Modelagem do sistema dindmico, deduzindo as equacdes
do movimento.

(@) Considerando o anel como o referencial mével e expressando os vetores na base
i,/ /€) , que orienta os eixos (Gxyz) solidarios ao anel, escreva o vetor de rotacao
da Terra, @,, determine @, e mostre que o vetor de rotacdo de arrastamento €
dado por:

Q, = (e, cos Asend — o, cos(a - O) )i +(w,send +6)j + M

+(w, cos Acos@ —w , sen(a — )k
Determine entdo os vetores de rotagao relativo (2 e absoluto € do rotor.

(b) Mostre via aplicacdo do Teorema do Momento Angular (ao rotor), considerando
um torque externo O = O(¢)k , aplicado ao rotor, que as seguintes equacdes regem a
dindmica do sistema,em 6 e v,

10 +C,0 + Jyr(w, cos Asen6 — w , cos(a — ) +
+(J = ){w,sen(a —0) — o, cos AcosOHw , cos(a — 6) — w, cos Asend} = (2)
=—]w,w, COSaCOSA

Jy+C,yr+ J[a)ﬁ' cos(a —6) -, (a)J cos asen. €0s 6 + 0 cos ﬂsen@)] =0(t) (3)

(c) Faca consideracdes a respeito da ordem de magnitude dos termos envolvidos e
mostre que, desprezando termos de segunda ordem (ou seja produtos na forma bi-

linear que envolvem w,, @, , e 0), as equagdes podem ser escritas,
. Cy o J .
9+79+7W[(we COSA—w, sena)send —w, cosa cos 0)]=0 (4)

Jij+C,y = 0(0) (5)

(d) (Que tipo de equacdo é (4)? E qual o tipo da eq. (5)?) Determine a velocidade
angular vy, .. que resulta de um torque Q(f) = Q, = constante . Determine e discuta
os pontos de equilibrio da equacdo diferencial ordinaria e nao-linear (4) acima e
avalie a ordem de grandeza dos valores obtidos, tendo em vista os valores relativos
entre @, e y,, ... Discuta a estabilidade do sistema (analise os possiveis casos V' =0

eV =0).
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(e) Linearize entdo a equacdo (4) acima, para pequenos deslocamentos angulares 6 e
determine a frequéncia natural ndo-amortecida do sistema, ®,, para uma dada
latitude, velocidade e rumo do avido. O que vocé pode concluir? Para que latitude A4
a “rigidez” ¢ maxima (minima)? Se o voo for equatorial, em que sentido a rigidez
giroscopica é maior (oeste (a=x/2) ou leste (a=-7/2)? Avalie como os
parametros de latitude, rotacdo propria e momentos de inércia influemciam a
estabilidade e tempo de atenuagéo do gyro .

8.7.2. Modelagem do sistema através de simulador

(d) Elabore em ambiente SCILAB/SCICOS (ou em MATLAB/SIMULINK) um
diagrama de blocos, representando as equacdes deduzidas no item (b). A entrada
do sistema considerada é o torque, além dos parametros V, H, e a. A saida sera
(49,49',:,'/), A(t) . E interessante também plotar y(¢) = a —6(¢).

(e) Elabore o diagrama simplificado, proveniente das equacoes (4) e (5).

8.7.3. Simula¢io do modelo computacional

(f) Teste os modelos SCILAB com A(0)=0,a =0 e Q(t)=0Q,, atribuindo diferentes
condigBes iniciais de posi¢do @, ou velocidade #(0)=6,. Compare e interprete
os resultados a luz da anélise conduzida em 1. Compare as solugdes obtidas com

os diagramas gerados em (d) e (e). Interprete os resultados.
(9) Repita o teste anterior, agora com « =0, por exemplo « =7z/4, que significa

rumo NW (noroeste). Verifique as conclusdes relativas aos itens (d) e (e).
(h) Considere agora que 0 avido esteja realizando uma trajetoria polar (a=0 ou 7);

ou seja, seguindo um determinado meridiano. Deixe-0 dar vérias voltas ao redor
da Terra (por exemplo 10 voltas). Interprete o resultado.

Aumente o torque Q,. O que vocé observa como resposta? Aumente agora 0
coeficiente de amortecimento C,. E se vocé diminuir a razdo J/I? Interprete as

solucgdes obtidas.
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8.8. EXERCICIO DE SIMULACAO # 4. EXEMPLO DE
ANALISE.

Vocé deve ter deduzido que, considerando o anel como o referencial movel e
expressando 0s vetores na base (i, ,k), que orienta os eixos (Oxyz) solidarios ao
anel, o vetor de rotagdo do rotor é dado por:

Q, = —(w, cos Asen— o, cos(a — O) )i +(w,send + 9)]‘ +

(D).

+(w, cos Acos@ —w, sen(a —0) + v )k

(@) Vocé também deve ter deduzido que as equacdes de movimento que regem a
dinamica do sistema, em & e y, sob um torque externo O = O(¢)k aplicado ao rotor,
quando sdo desprezados os termos de segunda ordem (ou seja produtos na forma bi-
linear que envolvem @,, w,, e @), sio dadas por:

. C,
¢9+T‘"9+§w[(a)e coS 1 —w  sena)send—w, COSa cos6)|=0 ()

Jij+C,yr = 0(0) 3)

Definindo a fungdo “potencial”:
J .
U(9) = IY y|(w, cos A—w,sena)send—w, cosacosb)] do,

com V,l,y,a constantes, determine os pontos de equilibrio da equacdo diferencial
ordinaria e ndo-linear (2) acima em fung¢do de o, ,®,,a,A e analise sua
estabilidade quando a=+7/2, para os possiveis casos V=0 e V'=0. V é a
velocidade de avancgo do veiculo.

(b) Simulando-se as equacdes gerais, as figuras abaixo mostram a evolucdo de

6(1),0@),w(t) quando, subitamente, € aplicado um torque constante. A rotacéo
inicial do rotor é nula (¥(0)=0 ). A partir do instante ¢ = 30 s 0 motor de
acionamento do rotor comeca a sofrer uma falha intermitente, devido a um mal-
contato elétrico, fazendo com que o torque periodicamente se anule, com uma
frequéncia de 1/3 Hz. Justifique qualitativamente o resultado da simulacéo, tendo

em vista as variagdes ocorrentes em 8(¢), O(¢), w(¢) nos intervalos (0,30s) e (30s,90s).
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Neste caso o instrumento esta instalado em um veiculo terrestre (h=0) que percorre
uma trecho retilineo de estrada segundo o sentido Leste-Oeste a 100 Km/h, a uma
latitude de —30°, sob as condicdes iniciais dadas abaixo. O que vocé pode concluir a
respeito da eficacia do aparelho para este tipo de veiculo, a partir do exemplo

apresentado?

Tetalt) [rad]

R ! !

0 10 20 30 40 50 B0 70 80 a0
Tempo [s]
600 T T

O L L L L
0 10 20 30 40 50 sio] 70 30 90

Tempo [s]
10000 T T

50001

Psipit) [radfs]

L L
0 10 20 30 40 50 B0 70 80 90
Tempo [s]

Figura 23 Simula¢io com falha intermitente.
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ANALISE DETALHADA E COMENTADA
e . . .. dU .
(a) O equilibrio deve satisfazer a seguinte condi¢éo: o’ =0, ou seja,

ZI—Z :%W[(we cosl -, sina)sind —w, cosacosd]=0,

que conduz a

w, Cosa
®,C08A—w,sina

tand,, =

Por outro lado, estabilidade em torno do ponto de equilibrio implica em ter-se:
d*U
do?
d*U
do’
em que a=+x/2 teremos duas possiveis posi¢des de equilibrio, no intervalo

[0,27):6,, = {0
Vs

>0. A derivada segunda de U(o) é dada por,

0.,

J . , . .
= y/](w, cos A -, sina)cos & +w, cosasin §]. Considerando apenas o caso

V cosa .
Lembrando que @, = R teremos, com a =+7/2, w, =0, independentemente

da velocidade do veiculo. Analisando a condigdo necesséria de estabilidade, para
0,, =0; 7, vemos entdo que devemos ter

Jd2U izpa;e cos41>0; 6, =0

do’?

(a=%7/2)

0,07 N yw,CosA<0; 0, =7

ou seja, como 7 >0, por hipotese, e 1 € {—%%} o0 termo de rigidez giroscopica se
reduz neste caso a %t//a)e cosA >0, (positivo sempre), o que implica, com
« =+ /2, na seguinte situacéo:

0, =0 € umponto de equilibrio estavel, (exceto nos polos, quando
A=+7/2)
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e 0,, = € um ponto de equilibrio instavel, sempre.

D

(b) Note que da equagcdo (3), a rotagdo-propria limite é: v, :C—; no presente caso
174

¥, =10000 rad/s = 95942 rpm.

O sistema é acionado com a aplicacdo subita (degrau) de um torque
0, =500 Nm, a partir das condicdes iniciais y(0)=0, 9:—%+g, >0, ou

seja fora da posicdo de equilibrio estavel &, =0, correspondente ao rumo Leste-

Oeste (o =/2). Durante o0 acionamento do rotor o eixo do girocompasso sofrera
um transitorio, estabilizando-se assintoticamente em ttorno de ¢, =0, pois, como
C, = 0,010 Nm/(rad/s) existe dissipagcdo. A rigidez giroscopica é tanto maior
quanto maior for . Para um valor relativamente elevado desta rigidez, como

acontece no presente caso, 0 amortecimento é sub-critico e a estabilidade
assintotica é oscilatéria fazendo com que o angulo de equilibrio seja atingido
(dentro de uma tolerancia razoavel) quando ¢ ~ 30s.

Coincidentemente, neste instante comeca a haver uma falha intermitente do motor
de acionamento do rotor, de tal sorte que o torque se anula periodicamente, com
uma frequéncia 1/3 Hz. Obviamente, toda a vez que o torque se anula
subitamente, a rotacdo prépria do rotor diminue sensivelmente para, em seguida
sofrer uma recuperacdo (exponencial), quando o torque volta (subitamente) ao
valor original. Embora esta falha seja grave, devido a ocorrer com frequéncia
relativamente alta, a rotacdo prépria jamais chega a se anular e,
consequentemente, ndo ha perda de estabilidade. Note que o girocompasso
continua estavel. No entanto, caso a falha intermitente tivesse maior duragdo, de
tal sorte que a rotagdo propria se anulasse periodicamente, 0 girocompasso
perderia a estabilidade.

Com base no exemplo apresentado, pode-se concluir que o aparelho é eficaz para
este tipo de veiculo, que viaja a uma baixa velocidade, exibindo robustez
consideravel, mesmo diante de uma grave falha de acionamento.



