Gabarito da 2* Prova — Eletromagnetismo II

Q1 [6.0] — Uma onda plana monocromatica incide em um anteparo no qual foi recortado um anel de raio interno
a e raio externo b (veja figura abaixo). A onda difratada é projetada numa tela paralela ao plano do obstéculo, a
uma distancia D muito grande do plano do anel (D > b).
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(a) Calcule a intensidade da luz difratada que é projetada na origem do anteparo. (3.0)

Nesse problema ¢ evidente que, devido as simetrias, devemos usar coordenadas polares: {r’, ¢’} para o
plano do anteparo, e {r, ¢} para o plano da tela. Usando a integral de difracao de Fresnel-Kirchhoff no
caso de incidéncia normal, e usando a simetria polar do problema (como o padrao é independente do
angulo ¢ em torno do ponto central, podemos escolher ¢ = 0, e assim = = r) temos:
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Agora use o formulario para ver que a integral em ¢’ resulta numa fungdo de Bessel. Temos entéo:
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onde na ultima linha usamos a propriedade (do formulario) que Jy(0) = 1. Essa tltima integral é
trivial, usando que fdxxe”z = (1/2) [ d(z?) e’ = (1/2a)e™®”. Obtemos assim, apés um pouquinho

de algebra:
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(b) Considere agora que b —a = § < a — ou seja, um anel muito fino. Encontre a expressao para a
intensidade da luz como fungéo do raio r desde a origem da tela, considerando r > a. (3.0)

Podemos integrar a Eq. (1) acima diretamente, na aproximagao de ¢ muito pequeno. Temos:
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onde usamos que f;Mz f(x) ~ 6, f(z). Portanto, a intensidade num ponto r qualquer no anteparo

sera: )
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Q2 [4.0] — Uma onda plana monocromaética incide com um angulo 6 sobre um anteparo que ocupa o plano z = 0
(veja a figura abaixo). Essa onda plana tem a expressao by = thg e'(F+®5:2) com k, = ksenf e k, = kcosf. Ao
redor da origem (z = y = 0) ha uma abertura no anteparo, de formato Sy.
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Mostre que o padrao de difragao projetado numa tela a uma distancia Z, fica deslocado na direcao = de uma
distancia Zpsenf. Se em algum momento vocé achar conveniente, pode utilizar a aproximagao de Fraunhofer.
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Nesse problema vocé deve comecar da integral original de Fresnel-Kirchhoff, que consta do formulario. Para
encontrar as derivadas da fungao de Green e**f*/R com respeito a &’ & s6 lembrar que R = |#’ — Z|. Apos alguma
algebra obtemos que:
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onde usamos o fato de que a integral é feita no anteparo, que esta em z’' = 0, e a tela onde o padrao de difragao é
projetado esta a uma disténcia z = Zj.

Neste momento devemos fazer uso do fato que a distancia do anteparo a tela é muito grande:
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e obtemos:
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Podemos puxar a fase ikZ, para fora da integral, e o que temos agora é a integral da fase:
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O termo (Zpsen #)? é uma fase constante, que podemos tirar para fora da integral. Temos, entdo, finalmente,

V(@) ~ —ikio 1 +00596ikzo(1—sen29/2) /dzs/ ikl (2= Zo sen )2 +(y/ —)*} /220
4 Zo

Claramente, agora temos na tela o ponto “central"ndo mais sendo z = 0, mas x = Zysenf, e de fato podemos
redefinir Z = x — Zgsen 6, e teriamos:
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Portanto, o padrao de difragdo é o mesmo que terfamos sob incidéncia direta (6 = 0), a menos do fato que esse
padrao fica deslocado de uma distancia Zjsenf), e do fator constante 1+ cosf. Note que, pela figura, é exatamente
isso que esperariamos.

Na aproximagao de Fraunhofer o calculo fica um pouco mais simples, pelo fato de nao ser necessario completar os
quadrados como feito acima.

Formulario

o Integral de difragao de Fresnel-Kirchhoff:

onde R = |2/ — .

e Integral de difracao de Fresnel-Kirchhoff no caso de incidéncia normal:
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e Aproximacao de Fraunhofer: |zz’ + yy'| > 22 + y?

e Limite de Fresnel: |z2’ + yy'| < 2% + y?

e Fungoes de Bessel:
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