
Ajustamento e Análise de Variância.

Seja i um vetor (n×1) de 1’s, então,
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eXby +=
Colocando todas as variáveis na forma de desvio tem-se,

que é o vetor de desvios com relação a média.

eMXbMyM 000 +=

Considere agora,



uma vez que os resíduos tem média zero,

eeM =0

e então,
eXbMyM += 00
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Portanto,
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O coeficiente de determinação R2 é uma medida de ajuste do modelo.

A prova de que 0 ≤ R2 ≤ 1 requer X conter uma coluna de 1’s, isto é, ter 
constante. Senão, Moe ≠ e e e’MoX ≠ 0.

R2 depende do uso de MQO e se o modelo tem constante.

Mede a proporção da variação de y que é explicada por X.



R2 = 1 se a regressão passar exatamente pelos pontos observados. Neste 
caso, SQres = 0.

Cuidado:
Contextos diferentes, pouco pode ser dito sobre o R2 .

séries temporais x cross-section

A variável dependente deve ser a mesma para se comparar o R2

em dois modelos diferentes. 

Renda = poupança + consumo

⇒ Consumo = a + b renda

Renda − Poupança = a + b renda

⇒ Poupança = − a + (1−b) renda

Ex: mesmo modelo, mas R2 diferentes.

R2 = 0 se todos os valores previstos de y forem , isto é, a regressão é
uma linha horizontal. Neste caso, SQres = SQtotal

y



O R2 nunca diminuirá quando outra variável for adicionada à equação. 
Devido a isso, geralmente é apresentado o R2 ajustado para graus de 
liberdade.
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Voltando a igualdade,
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Analogamente,



( )2ˆ ii yySQres −∑=

( )2ˆ yySQregr i −∑=

( )2yySQtotal i −∑=

Causa de variação g. l. SQ QM F 
Regressão K – 1 2ynyXb −′′  1/2 −−′′ KynyXb QMregr/QMres 
Resíduo n – K ee′  Knee −′ /   
Total n – 1 2ynyy −′    

Teste de significância da regressão.
Queremos testar a hipótese de que todos os coeficientes, exceto o termo 
constante, são zero.
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Mede a variação de y que não é explicada pela regressão

Mede a variação de y que é explicada pela regressão

Mede a variação de y em relação a média



EXEMPLO

εββα +++= 2211 XXy
Y X1 X2 
-4 0 3 
5 1 1 
4 2 2 
11 3 0 
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 g.l. SQ QM F 
regressão 2 113 56,5 56,5 
resíduo 1 1 1  
total 3 114   
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Previsão:

Suponha que desejamos prever o valor yo associado com o vetor 
de regressão Xo

000 εβ += Xy

Segue do teorema de Gauss-Markov que
bXy 00ˆ =

O erro de previsão é:
( ) 0)(ˆ 000000000 =⇒−−=−−=−= eEbXXbXyye εβεβ
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é o estimador linear não tendencioso de variância mínima de         .( )0yE



Intervalo de previsão:
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Comparação entre intervalo de previsão e intervalo de confiança

1) O intervalo de previsão prevê observação
000 εβ +′= Xy

A variância da previsão pode ser estimada utilizando-se s2 ao invés 

de          . 
2σ

O intervalo de confiança para        é0y
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Ex: estamos interessados em prever os gastos com alimentos 
de uma família que recebe 2 s.m./mês.



( ) 00 XyE β ′=

2) O intervalo de confiança prevê média

O mesmo previsor é usado em ambos os casos

( ) 000 ˆˆ XbyEy ′==
Entretanto a variabilidade amostral é diferente. Para prever 
uma observação individual nós consideramos a variância do 
erro de previsão
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Enquanto a variância da média do previsor é
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Portanto, 
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Ex: estamos interessados em prever os gastos com alimentos de 
todas as famílias que recebem 2 s.m./mês.



Medindo a Precisão das Previsões

Estatística U de Theil:
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i é o número de previsões

Valores altos indicam má previsão

Ao se prever uma observação individual, adiciona-se a incerteza 

de se prever o erro futuro      .0ε

onde     é o número de períodos sendo previsto0n



EXEMPLO
εββα +++= 2211 XXy

Y X1 X2 
-4 0 3 
5 1 1 
4 2 2 
11 3 0 
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Obter o valor estimado de y0 para X1 = X2 = 2,5, e obter o intervalo de 
previsão a 90%.
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Restrições da demanda
1) Homogênea de grau zero

iYinii eeee −=+++ ...21

2)   Agregação de Engel 

1...2211 =+++ nnyyy WeWeWe

3) Simetria 

jiij ee =

Restrição na  função de produção:

εβαγ +++= KLY lnlnln

impondo retornos constantes à escala 
1=+ βα

Elasticidade preço direta e cruzada = - elasticidade renda

Proporção da despesa total gasta com o bem 1

Elasticidades preço cruzada são iguais



Regressão com Restrições
Exemplo:

εβββα ++++= 332211 XXXY
121 =+ ββ

A restrição é imposta ao modelo.

( ) εβββα +++−+= 3322121 XXXY

( ) εββα ++−+=− 331221 XXXXY
εββα +++= 332 XWZ

Considere o modelo
εβ += Xy

onde qR KJ =× β)(

O estimador de mínimos quadrados restrito é obtido da solução:



Minimizar
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A solução Lagrangeana para este problema pode ser escrita como:
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Matriz Inversa Particionada
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Para obter b* multiplica-se a 1ª linha da matriz inversa pelo vetor 
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No exemplo:

εβββα ++++= 332211 XXXY

121 =+ ββ

para obter      utiliza-se a fórmula acima e                              e q = 1*b [ ]0110=R
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O R2 aumenta ao se aumentar o número de variáveis, portanto o R2

do modelo restrito é menor que o R2 do modelo não restrito.
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Modelo restrito (menor número de variáveis)

Vimos que,



Na tabela de análise de variância o teste F é obtido da seguinte forma:

Causa de variação g. l. SQ QM F 
Regressão K – 1 2ynyXb −′′  1/2 −−′′ KynyXb QMregr/QMres 
Resíduo n – K ee′  Knee −′ /   
Total n – 1 2ynyy −′    

A hipótese testada é a de que todos os coeficientes do modelo de regressão,
exceto a constante, são zero:
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Se a hipótese sendo testada for imposta ao modelo teríamos:

εβ += 1y

Neste caso é fácil mostrar que,

y
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yi == ∑1β̂

e, então, a SQtotal coincide com a SQres.restrito.



Derivação de Matrizes
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Considere 2 parâmetros e 4 observações :
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