Ajustamento e Analise de Variancia.

Seja i um vetor (nx1) de 1’s, entdo,
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que ¢ o vetor de desvios com relagao a média.
Considere agora,
y=Xb+e

Colocando todas as variaveis na forma de desvio tem-se,

M’y =M"Xb+M°e



uma vez que os residuos tem média zero,

0
M"e=¢e

€ entao,

M’y =M"Xb+e

Premultiplicando por y' =b'X"+ ¢’

mas,

le, - e,
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Portanto,
y'My =b'XM°Xb+e'e
Dividindo - se por y'M °y tem - se,
b'X'M°Xb e'e
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O coeficiente de determinacdo R ¢ uma medida de ajuste do modelo.

Mede a propor¢ao da variagao de y que € explicada por X.

A prova de que 0 < R?< 1 requer X conter uma coluna de 1’s, isto é, ter
constante. Senao, M # e e e M°X # 0.

R? depende do uso de MQO e se 0 modelo tem constante.



R? = 0 se todos os valores previstos de y forem y , isto é, a regressao €
uma linha horizontal. Neste caso, SQres = SQtotal

R?> =1 se a regressdo passar exatamente pelos pontos observados. Neste
caso, SQres = 0.

Cuidado:

Contextos diferentes, pouco pode ser dito sobre o R? .
séries temporais X cross-section

A variavel dependente deve ser a mesma para se comparar o R?
em dois modelos diferentes.

Ex: mesmo modelo, mas R? diferentes.

Renda = poupanga + consumo
= Consumo = a + b renda
Renda — Poupanca = a + b renda

— Poupanca = — a + (1-b) renda



O R? nunca diminuira quando outra variavel for adicionada a equacao.

Devido a isso, geralmente ¢ apresentado o R? ajustado para graus de
liberdade.

ee/(n—K) 1 (n—l)(l—Rz)

R>=1-
y'M°y/(n—1) (n-K)

Voltando a 1igualdade,
y'My =b'XM°Xb +e'e
ou
YM°y =b'XM°(y—e)+ee
yMy=b'XM"y —b'XM’e+ee

Mas, M’e=e e b'Xe=0,entio

YM°y=b'XM"y+ée
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Analogamente,

b'XM"y=b'XYy—ny’



Causa de variacao g 1. SQ QM F
Regressao K—-1 bXy—ny® | bXy—ny’ /K -1 | OMregr/OMres
Residuo n—K ee e e/ n—K

Total n—1 yty — nyz

SQreS — Z( y, — )3 )2 Mede a variagdo de y que ndo ¢ explicada pela regressao
1 /4

SQregr = Z( )’}l. — )_/)2 Mede a variagdo de y que ¢ explicada pela regressao

SQtotal = Z( Y, — )_/)2 Mede a variacdo de y em rela¢do a média

Teste de significancia da regressao.

Queremos testar a hipdtese de que todos os coeficientes, exceto o termo
constante, sao zero.

SORe gr
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R*N(K-1) _ K-1__ K-1__OMreg
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EXEMPLO
y=a+pX +0,X,+¢

Y
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(Zy) :178—£=114
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SOtotal = y'y —ny”> =178 —-4.4> =114

SQtotal = Zyz —

16
SOregr=b'Xy-ny* =[55 2 -3]46|-64=113
1




SQOres = SQOtotal — SQregr =114 —-113 =1

gl. SQ M F
regressao 2 113 56,5 56,5
residuo 1 1 1
total 3 114
SQregr 113

R’ = 0,99

" SOtotal 114



Previsao:

Suponha que desejamos prever o valor )° associado com o vetor
de regressao X°

VW =XB+&°
Segue do teorema de Gauss-Markov que
79 =X
¢ 0 estimador linear nao tendencioso de variancia minima de £ (yo )

O erro de previsao ¢€:
=9y =Xb-X'p-"=X(b- )" = E(’) =0
S (A S| R P ey

!

— XOE[(b —B\b-p) ]XO’ + E(gogolj =X’ (XX)' X +0°



!

X"E[(b — ,b’)go } = E[e" (b — ,b’) }X" =0 porque ndo existe correlagioentre b e &’
Intervalo de previsao:
P° —t\/52(1+X0(X’X)_1X0 ) <y <P° +t\/s2(l+X0(X'X)_1XO j

A variancia da previsao pode ser estimada utilizando-se s? ao invés

2
de O

O intervalo de confianca para »' é

P° —t\/sz(Xo(X'X)lXo’) <y° <O +t\/sz(X0(X’X)1XO,j

Comparacao entre intervalo de previsao e intervalo de confianca

1) O intervalo de previsao prevé observacao

0 _ pry0 0 Ex: estamos interessados em prever os gastos com alimentos
y =X +¢ . \
de uma familia que recebe 2 s.m./més.




2) O intervalo de confianc¢a prevé media

E ( 0 ) _ ,B 0 Ex: estamos ,iI.lteressados em prever os g.;{astos com alimentos de
Y todas as familias que recebem 2 s.m./més.

O mesmo previsor ¢ usado em ambos 0s casos
)A/o _ E()A/O)z b YO
Entretanto a variabilidade amostral ¢ diferente. Para prever

uma observacao individual nds consideramos a variancia do
erro de previsao

var(3° - y° )= 02(1 ¥ XO’(X'X)_lXo)
Enquanto a variancia da meédia do previsor ¢
var(3? )= JZ(X‘)’ (X’X)lX(’j
Portanto,

Var(jzo — y")z var(7") + o’



Ao se prever uma observac¢ao individual, adiciona-se a incerteza

de se prever o erro futuro & g

Medindo a Precisao das Previsoes

(Y )Z( —3')
75

0, , , :
onde 77 ¢ o numero de periodos sendo previsto

Estatistica U de Theil: U =

i ¢ 0o numero de previsoes

Valores altos indicam ma previsao



EXEMPLO
y=a+pX +0,X,+¢

Y X X
-4 0 3
5 1 1
2 2
11 3 0

Obter o valor estimado de )" para X, = X, = 2,5, e obter o intervalo de
previsao a 90%.

ke —t\/52(1+X0(X’X)_1X0 ) <y° <0 +t\/s2(l+X0(X'X)_1XO j

70 =5,5+2.(2,5-3.(2,5) =3
X°=[1 25 2] X(xx)'x° =225

3-6,31y1.(1+2,25) <’ <3+6,31/1.(1+2,25)
—-8,38<y" <14,38



Restricdes da demanda
1) Homogénea de grau zero

€ -|-€l-2 +...+em = —€.y

Elasticidade preco direta e cruzada = - elasticidade renda

2) Agregacao de Engel
elle + ezsz + ...+ enyWn =1

\

Propor¢ao da despesa total gasta com o bem 1
3) Simetria

el-j =e ji Elasticidades preco cruzada sao iguais

Restricao na func¢ao de producao:

nY=y+alml+InK +¢

impondo retornos constantes a escala
a+ =1



Regressao com Restricoes

Exemplo:
Y=a+ X +B,X,+0,X,+¢
b+ p,=1

A restrigao ¢ imposta ao modelo.
Y=a+(1-,)X,+B.X,+BX,+¢
Y-X =a+B,(X,-X,)+B.X, +¢
Z=a+ W+ 0,X;,+¢
Considere o modelo

y=Xf+¢

onde  RiyiyB =4

O estimador de minimos quadrados restrito ¢ obtido da solucao:



Minimizar

S(p)=(y=xp) (y=XB) suicitta RP=g

A solucao Lagrangeana para este problema pode ser escrita como:
b. = Min S"(8)=(v-xp) (- XB)+24(Rf ~q)

=Yy~ VX~ XY+ BXXB+24 (R ~q)

As condigOes necessarias para a minimizagao sao:

oS

D ox(v—XB)+2R'A=0
Y. (y—Xp,)+

oS

D A (Rb. —a)=0

= (Rb, - q)

ou —Xy+XXb,+R'A1=0
Rb, =q



ou

XXb.+R'A=XYy
RD. =q

ou em forma de matriz,
XX R'| b, B XYy
R ol Al q
Matriz Inversa Particionada

A B|' [a'(1+BFC4™) - 4'BF
C D

- _FCA™ F

F=(D-ca'B)

{X’X R’}l :{(X’X)I(I+R’(O—R(X’X)1R’)1R(X'X)l) -~ (XX)"R'(0-R(XX)"R)"
R 0



Para obter b, multiplica-se a 1 linha da matriz inversa pelo vetor {Xy }
q

(XXx) (1 + R’(o —R(X’)()_IR’)_IR(X’)()_l) ~(XX)"'R'(0-R(XX)"R")" {X’y}
q

b =(X0x) Xy —(xx )RR R R0 Xy + () RIRXx) 'R g

b. = b= (xx) ' RIR(XX) 'R') ' (Rb - q)

No exemplo:
Y=o+ X, +0,X,+ X, +¢
b+ p, =1

para obter p, utiliza-se a formula acimae R=[0 1 1 0] eg=1



b =b— (XX R(RXX)' R (Rb - q)
e. =y —Xb,+ Xb— XD
e.=y—Xb—X(b.—b)=e— X(b. —b)
ele. = (e~ X (b, — b)) (e — X(b. — b))

ele, = c'e—e'X(b. —b)— (b —b) Xe+ (b, —b) XX(b. —b)
ehes —e'e=(Rb—q) (R(X'X)‘1 R’)_l RXX) ' xx(xx)™ R’(R(X’X)_l R')_l (Rb-q)

eiex —e'e = (Rb— q)’ (R(X'X)_1 R’)_l (Rb-q)

Nos vimos que:

Rb—q) [R(X’X)_IR’F (Rb—q)!J

F=(Rb—cz),[SzR(X'X)_lR'F(Rb“I)/J:( ee/n—K




O R? aumenta ao se aumentar o numero de variaveis, portanto o R?
do modelo restrito ¢ menor que o R? do modelo néo restrito.

Vimos que,
ele, =e'e— (b, —b) Xe—e'X(b. —b)+(b. —b) XX (b. —b)

ele. = e'e+ (b, — b), XX(b.—b)=e'e

'
ee

Como R> =1-
SQtotal

R? < R?

/

Modelo restrito (menor numero de variaveis)



Na tabela de analise de variancia o teste /' ¢ obtido da seguinte forma:

Causa de variacao g 1. SQ QM F
Regressao K-1 bXy—ny® | bXy—ny® /K -1 | OMregr/OMres
Residuo n—K e'e ee/ln—-K

Total n—1 yty — nyz

A hipotese testada € a de que todos os coeficientes do modelo de regressao
exceto a constante, sao zero:

Hy:fp,=p5==pPx=0

Neste caso temos:
SQregr/ glregr SQtotal — SQres/J
SQOres | g.l.res SOres/n—K

F =

_ SQres.restrito —SQres | K —1  (e.e. —e'e)/J
SOres/n—K ee/n—K




Se a hipotese sendo testada for imposta ao modelo teriamos:
y=p +¢

Neste caso ¢ facil mostrar que,

;él = Zyi
n

=Yy

e, entdo, a SQrotal coincide com a SQres.restrito.



Derivacao de Matrizes

y=p+pBx+te

Considere 2 parametros € 4 observagoes :

Y1
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| |
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