Regressao nao linear

Considere um modelo geral:

Y, =f (Xt , ,8)+ &, T observacdes

onde X, € um vetor de variaveis exogenas (Nx1)
S € um vetor de parametros (Kx1)
Y, € a variavel dependente
& € 0 erro aleatorio
K e N nao sao necessariamente iguais nesse caso.
Exemplo:
Considere a fungio de produgio Cobb-Douglas Q, = aLtﬁ . Ktﬂ *t+ &,

Qt:Yt Lt o |
Xt_ K b=\ b

f(xt’ﬁ):al—tﬂthﬂ2 t P




Considere um modelo simples com um s parametro.
2
Y, = f(Xt,IB)—I—gt = PRy + P X, +é

A estimativa de minimos quadrados nao linear de £ ¢ definida como
o valor de £ que minimiza a soma de quadrados dos erros.

T T 27 2

S(8)=3 2 =Y [, - 1 (X, 8)] =Y, - Xy - 7X,,)

t=1 t=1 t=1

Condicao de 12 ordem

T

B 23 (¥, - ) N
aﬁ_zg(vt f(Xt,ﬂ))( o j_zz(vt BXy —BPXp ) (= Xy —2pX,,)=0




Rearranjando,

28°Y X2 +362Y XX + B X2 =23 XY, )- Y XY, =0
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Para achar o valor de £ que satisfaca a equacao

oy 1tx, A

e forneca um minimo global, vamos substituir f(X,, £) pela
aproximacao da série de Taylor de 12. ordem. Comecando com um

ponto Inicial g, ,a aproximacao de 12. ordem de f(X,, /) em torno do
ponto g, e:

f(X,,B)= (X, B)+ i (ggﬁ)m(ﬂ—ﬁl)




O gue significa esta aproximacao?

of (Xt’ﬁ) - f(xt’ﬁ)_ f(xt’ﬂl)

B |, B-A

fix, B F—

fix,, )}

O lado esquerdo da expressao € a inclinacdo da reta tangente a curva
f(X,, f) no ponto B, =CB/BA. O lado direito, DB/BA, pode ser visto
como a inclinacao da reta unindo os pontos D e A, e esta inclinacao
sendo usada para aproximar a inclinacao CA.



Considere,

of (X,
Zt(ﬂ): (5,2 IB) € Y

S(B)=D.(Y, - (X, B))

Substituindo

f(X,B)= f(X.,B)+Z(B)B-5)

em S(p) fica:
S(IB): Z(Yt o f(Xt’ﬁl)_ Zt(ﬂl)(ﬁ_ﬁl))z

= Z(Yt — 1 (Xt’ﬁl)_l_ Zt(ﬂ1)°ﬂ1 — Zt(ﬁl)’ /8)2
= Z(Y—t(ﬂl)_zt(ﬁl)'ﬂ)z




onde

Y_t(ﬂl):Yt — 1 (Xtuﬁl)_l_ Zt(ﬂl)’ Dy

Observe que para um dado valor de 3, Y,(3,)e Z,(f,) sdo conhecidos.
Portanto, a soma de quadrado dos residuos S(f) acima, pode ser vista
como aquela que precisa ser minimizada para achar a estimativa de
minimos quadrados para £ do modelo linear.

Y (B,)=2,(8) B+e

que € conhecido como pseudo-modelo.

A estimativa de minimos quadrados é:

PR (25 2(0)] 208 ¥16)

P>



Este processo pode ser repetido.

Y_(ﬂz): Z(ﬂz)'ﬂ"‘g
po=[2(8.) 2(5.)] 2(5.)V(5.)

-1

fra=| 208)2(8,)| 2(8,)7(5,)-

-1

2(8)2(5,)| Z(B)(Y - 1(X.4,)+2(8)5,)

-1

Bua=Po+|2(8,) 2(8,)| 28, IY - 1(X.5,)]



O processo caminha em direcdo a um minimo.

Lembre-se que

% ——27(p)[¥ - (X, )

entao
1 ' = 0S
=5 20V 20|

Se 5., = B, entao 6S/op = 0 e, portanto, 4, satisfaz a condic¢ao
necessaria para minimo.



/

pa=hi—o| 26 28)] S5

No ponto g, , 0S/0f e positivo. Como Z(f)’Z(f) € uma soma de
quadrados, [Z(5)’Z(P)]* sera sempre positivo. Portanto, o 2°. valor de
sera menor do que o 1°.

No ponto 57, , 6S/0 e negativo e mudanca em S sera em dire¢éo ao
minimo.



Convergéncia em probabilidade.

Seja & o estimador de 6 baseado em uma amostra de tamanho T.

Entdo &r converge em probabilidade para 0 se:

éT—«9]<g):l = Iim(Prob(<§'—g<<§T <0+g)):1

T

Iim(Prob

Tow

e

Se & converge em probabilidade para 6 = plim 6; = 6

Urmn estimador éT do parametro 6 € consistente se e somente
se plim 6, =6



Propriedades assintoticas do estimador:

b € um estimador consistente com distribuicdo aproximadamente
normal com média e variancia




\oltando ao exemplo: Y, = X, + B°X,, +&

Z(p)= af(éxﬂﬂ) 428X,

2(8) 2(8)= Y (X, + 2%, ]

t=1

Z(/B),[Y - f(XUB)]ZZ(Xlt +2:8X2t)(Yt _/Bxlt _:Bzxzt)

> (X, +28,X, Y - B,X, - B X,)
Z(Xl +2ﬂnx2)2

IBn+l = IBn T

Se £,=1, entao

YXY BY XZ=B2Y X X, +28Y XY 282> X, X, =28 X2

£ S XZ+ABY X, X, +487Y X7



Considere os dados

X1 X Y XY X4 X,Y X,* X1 X5
0 3 11 0 0 33 9 0
1 0 3 3 1 0 0 0
2 3 17 34 4 51 9 6
3 0 5 15 9 0 0 0
4 1 12 48 16 12 1 4

total 100 30 96 19 10

51 +100—30—1O+2-96—2-10—2-19:1+19_4:1+1’33
30+4-10+4-19 146
B, = 2,33
B, =233+..

converge para [ =2




Y = BX, + B2X, =2X, +4X,

e=Y —(2X, +4X,)

Y Y
11 12 ]
3 2 1
17 16 1
5 6 ]
2
o 2.¢ 4 . 12 12 0

Z(,b’))_lsz = [>(x, +4%, | 1=[414]* 1=0,00242



Forma Matricial
O modelo

Y, = (X, B)+s
onde S é um vetor(Kx1), na forma matricial fica,
Y =f(X,8)+¢

Pressupondo que E(£)=0 e E(g£’)=0?l, a estimativa de minimos guadra-
dos néo linear do vetor S ¢é o valor de £ que minimiza a soma de quadra-
do dos erros.

s(6)= o=~ 1<, A - 1(x, 8= 30~ 1x, ]

Neste caso, existem K condic¢des de primeira ordem para 0 minimo,
definidas a partir de K derivadas,

05 o(X.p) _
ﬁ__z op Yy - £(X, 8)]=0



onde of(X,£)’ /0 € uma matriz (KxT) de derivadas onde o (K, t)
esimo elemento é of(X.,5)’ /104, .

Sendo Z(3) o transposto da matriz of (X, B) , tem-se
op

o (X, pB) o of(XuB)

A | P Z
B A X p) (X p)

op, B i




A condicao de 12. ordem para minimo sera.

Z(B)[Y - £(X, B)]=0

Aproximacao de Taylor para a t-ésima observacao &,

f(XoB)= f(X,. 8)+

o (X, )

Op,

e

(X )

Ofk

Incluindo-se todas as T observacoes tem-se,

f(X,8)= f(X,8)+Z(BNB- )

entao,

b

(18_181)



Y = f(xt’ﬂ1)+z(ﬂ1)(ﬂ_ﬂ1)+g
Y = f(x’ﬂl)_l_z(ﬂl)ﬁ_z(ﬂl)ﬁl_'_g
Y- 1(X,8)+Z(8)A = 2(B)B+=

Y~(IB1) = Z(ﬂl)ﬂ TE&

e um pseudo-modelo, entdo

po=[2(a) 2] (2870
po=[2(8) 2(8)] 2(8) 1 - t(x. )+ 2(8)5]
ﬂfﬂﬁ[z(ﬂl)z(ﬂl)} 2(p)[Y = 1(X. )

ou



Continuando o processo, a n-esima iteracao do algoritmo de Gauss-
Newton é dada por:

B
A

~

ui= o+ 208,128, 208,V - 1%, 5]

- J
Vv
A

N

Quando a iteracao para é porque ,3n+1 =f. . isto €, A=0. Como B=0, entdo

z(8,)[Y - f(X,,)]=0 e esta é exatamente é exatamente a condigo de 1.
ordem para 0 minimo.

> =&2[z(b)

4

Z(b)}l




Algoritimo de Newton-Raphson
Y =1(X,8)+¢

E(s)=0 E(ss’)= ol

queremos encontrar o valor de £ que minimiza,

2

S(8)=[Y — (X, A [Y - £(X. p)]= i[ CH(X,B)

t=1

Iniciamos substituindo S(p) pela aproximacao de Taylor de 22. ordem.

S(8)

IIZ

(B-p)+

b

(181)4_%

1 0°S 2
2 8,32 ﬂl(ﬂ_ﬁl)




O gue significa esta aproximacao?

| _S(A-S(B) 1%
0Bl B-B 208,

(;8_181)

A equacao aproximaza tangente no ponto A pela inclinacdo da reta
unindo DA menos %2752 (8- p4) . A magnitude do termo que é
B

subtraido de DA depende de quao longe S esta de S, e da taxa na qual
a inclinacéo da funcdo S(p) estd mudando.



Para achar o valor de £ que minimiza S(f), dado g, inicial, diferen-
ciamos

_ oS 1 0°S PR
S(8)=8(8,)+ aﬁﬂl(ﬁ )+ o ﬂl(ﬁ A)
com relacédo a g.
oS 05 0°S
= BB
o bl @ﬂzﬁl( !

Igualando a zero e resolvendo para /5 obtéem-se

oS|  8%s 02S
25l " op? ﬂ_a 2
'Bﬁl 'B P 'B B

=0




ESRES
9", ) OBl
Continuando o processo obtém-se,
s| ) as
o8, ) obl,,

O processo converge se 4.,,=/,, entdo 0S/0f deve ser zero, que € a
condicao de primeira ordem.

1822161_

ﬂn+1 = IBn -

Relacdo entre o algoritmo de Gauss-Newton e Newton-Raphson

Algoritmo de Gauss-Newton:

/

2(5,)]

1
ﬂn+1_ﬂn_§[z(18n) %ﬂn




-2y tix - 202

op op
0’S o (X, 8)) o’ f(X,, B)
8,6’2 _22[[ 8,3 j (Y f(Xt,ﬂ)) 8ﬂ2 }
ou na forma matricial,
0°S , B B 52f(Xt,,6’)
o5t = ZBYZ(p) 2> (Y- (X, 5) o5

entao, a diferenca entre o estimador de Gauss Newton e Newton-

Raphsonéotermo_zz(y f(X, ,3)) (; p) , 0 qual tem

esperanca zero, uma vez que a E(Y)=f(X, /).

A maitriz de covariancia é:

- 0°S
p =2 5
2,572 { o }




Como E(Y) = f(X,/) entdo a

0°S ,
E(aﬂz ) =2[2(B)Z(p)]

£, )=262[22(Byz(B)]* = 6°[2(B)Z(B)]



Exemplo:

Queremos achar £ que minimize

S(5) :Z(Y _:Bxl_lgzxz)z

0S :

ﬁ__ (Xlt+2ﬂxzt)(Yt_'BX1t_'B XZt)

2,6’82 = 23| (X, +25%,)(Xy + 28K,) + (Y = X, = B7X,)(2X,)|
0°S

o7 = 2200 20 - (0 - X, - X)X



22 (Y _ﬁlxl _,Blzxz)(xl T 2ﬁ1X2)
ZZ[(Xl T 2,81)(2)2 — (Y _ﬂlxl _ﬂlzxz)(zxz)]

P =P+
sendo B,=1

D YX +2X,Y = X =2X, X, — X, X, —2X;)

P2 = Z[(x2+2 2X X, +4XZ=2YX, +2X X, +2X?]

100+2-96-30-3-10-2-19
30+4-10+4-19-2-96+2-10+2-19

fo =1+



Generalizando o modelo para K parametros.

Y =1(X,8)+¢

queremos encontrar o valor de £ que minimiza,

S(8)=I — (X, A [V - (X, )= X[, - £(X,. 5]

t=1

2

Iniciamos substituindo S(p) pela aproximacao de Taylor de 22. ordem.

0°S
opop’ 5

0S

o7, (B-5) =Q(B)

112

S(8)=S(8,)+

(B-5)+ (-5



8Q(,B): oS 0°S VL
Y 8ﬂﬂ1+@ﬂ@ﬂ’ﬂl(ﬁ A)
0S 0°S 6%S
il _ =0
@,B P +@ﬁ@ﬂ' ﬁlﬁ 5,3@,3' ﬂlﬁ
0°S 0°S 0S
, P = , /81 S
opop|,”  opop," 0B,
o [es| Tas
132—181 _aﬁaﬁ’ﬂl_ 818,31

0



Generalizando,

/Bn+l = /Bn o

onde

0S 0S

0°S
opop’

0S

op

P

0°S
HKxK — ,
opop

) (aﬂl 0B,

025
Op;

0°S

0S
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