REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

renda = [, + [, educagdo + & —> regressdo linear simples

renda = f3, + f, educagdo + £, idade + f, idade* + ¢ — regressdo linear multipla

Forma geral:
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pode ser uma coluna de 1’s
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Pressuposicoes do Modelo Linear:

Pressuposicao 1 — y € uma funcao linear (nos parametros) de
um conjunto especifico de variaveis X mais um erro.

Violacao: omissao de variavel relevante, inclusao de variavel
irrelevante € ndo linearidade.

Pressuposicdo 2 — a esperanga do erro € zero

Violacao: tendenciosidade da constante

yv=a+ pX +¢ E(e)=c
yv=a+pX+ec+c—c
y=a+c+pX+e—c

y=a +B8X+¢  E()=0



E(e) |
E(e,)

| E(s,)

0 que implica em,

E(y)=Xp
Pressuposicao 3 — a variancia do erro € constante,isto €, nao

depende de X (homoscedasticia), € ndo ha correlacdo entre os
erros (ndo autocorrelacao).




& & &&, - &E&,
;| €2 &6 &8, &€,
gg =\ . [51 g, 8n]= .
&, | £,8 £,6, 1 £,
o’ 0 0
E(eg=| 0 o° -+ 0 |=0"1
0 0 o

Pressuposicao 4 — ndo ha correlagao entre o erro € as variaveis x.

Violagao: equacoes simultaneas, erros em variaveis.

E(E‘X) =0 = cov(X,&)=0



C=a+pY+¢
Y=C+1

Pressuposicao 5 — X ¢ uma matriz (nxK) nao estocastica com
rank K.

Isto implica que devemos ter pelo menos K observagoes, € que
as colunas de X devem ser linearmente independentes.

Violacao: multicolinearidade.

Pressuposicao 6 — o erro tem distribui¢cao normal

&~ NJ[0,0%1]



Vetor de Coeficientes por Minimos Quadrados.

Minimizar a soma de quadrados dos erros, 1sto ¢, minimizar

¥y a+ X

v

S=¢cc
S =(y-x8) (y- xB)

S=yy-yXp-pXy+[XXp



S=yy=2pXy+BXXp

Condi¢ao necessaria para minimo:

oS

o 2XY4+2XXB=0
o5 Y [54

Deixe b ser a solucao, entdao b satisfaz a equacao acima.

X'Xb = XY

Da pressuposicao de rank total, (X'X)! existe. Entdo,

b=(xx)"'XY




Aspectos Algébricos:

As equacoOes normais sao:
XXb-Xy=-X'(y-Xb)=—Xe=0
Isto significa que para cada coluna x, de X,
xe=0

Em particular, se a primeira coluna de X ¢ uma coluna de 1’s,
a soma dos residuos sera zero.

Implicagoes:



1) O hiperplano de regressao passa pelas médias dos dados.

y=a+bx+e

R
Zyzna+b2x+26

y=a+bx

y=bX

2) A média do valor ajustado da regressao 1guala a média do
valor atual, 1sto ¢, A

y=a+bx
P=7 Z)?:na+b2x
P=a+bx=7y

Isto segue de 1, pois os valores ajustados sao:
y=Xb

Estes resultados ndao precisam necessariamente ocorrer
modelos sem constante.

cm



Por definicdo, o vetor de residuos de minimos
quadrados ¢:

e=y—Xb=y-X(XX) X}
=(I-XXX) ' X"Yy=My

M € uma matriz (nxn), simétrica (M=M") e idempotente
(M=MM).

M pode ser interpretada como uma matriz que quando
prémultiplica qualquer vetor y, produz um vetor de residuos da
regressao de y em func¢ao de X. Segue imediatamente que:



MX=(I-XXX)' XX =X-X(XX)'XX =0
I
uma forma de interpretar este resultado ¢ que a regressao de

X em fun¢ao de X fornece um ajustamento perfeito e,
portanto, os residuos serao zero.

Formas uteis de soma de quadrado dos
residuos:

e'e=y'MMy = y'My =y'e
ee=ye=y(y—-Xb)=yy—-yXb=yy-b'Xy
e'e=yy—-b'XXb )

e’ez(y—Xb)'(y—Xb):y’y—Zb'X'(Xb+e)+b’X’Xb:y’y—2b'X'Xb—2b/’)/’e+b'X'Xb
y



Regressao Parcial

Que calculos estdo envolvidos para obter, 1soladamente, os
coeficientes de um conjunto de variaveis na regressao multipla?
Por exemplo, o coeficiente de educacgao, na regressao de renda em
funcao de educacao e 1dade.

Suponha que a regressao envolve dois conjuntos de variaveis,
X, € X,. Entao,

y:XIB+g:X1,B1+X2182 + &

Qual ¢ a solugdo algebrica de b,? As equagdes normais sao:

el o )a L)
2 2 244 245 |92 2y



(X1 X)b +(X{X,)b, = X{y —

by = (X{X) ™ X{y—(X{X)) ™ X{ X,b,
' —1 v
by =(X1Xy) Xi(y—X,0,)

(XX )b +(X3X,)b, = X3y

' ' —1 1 } } —1 v ’ '
(XXX (X)) Xy — (X X)X Xy) X Xpby +(XXy)by =Xy

(XéXz)bz _(X;Xl)(XI,Xl)_l(XI’XZ)bz = Xéy—(X;Xl)(Xle)_ley

X5(I- X (X1X) ' X)) Xoby = X5(1- X (X{X,) ™ X))y



b, = [Xé(f—X1(X1'X1)_1X1')X2FX§(1—X1(X1'X1)_1X1'))/
' —1 v
by =[X5M X, |7 XMy

Neste caso, M X, ¢ uma matriz de residuos. Cada coluna de
M X, € um vetor de residuos da regressdo da correspondente
coluna de X, em fungdo das variaveis em X

Como M, ¢ uma matriz simétrica ¢ idempotente podemos
escrever.

by =[X5M{M X, | [X5M{M,y]

*' % _1 *' %
b, =(X,'X,) (X,'y)



Portanto, b, ¢ o conjunto de coeticientes obtido quando ¢ feita a
regressao dos residuos da regressdo de y em fungdo de X, com
os residuos da regressdo de X, em fungao de X,

No exemplo, poderiamos obter o coeficiente de educacao fazendo
a regressio de renda em fun¢do da i1dade (residuo 1) e de
educacao em funcao da i1dade (residuo 2) e, entdo, fazendo a
regressao do residuo 1 em fungao do residuo 2.

Este processo ¢ freqlientemente chamado de parti¢ao e por esta
razao os coeficientes da regressao multipla sdo chamados de

coeficientes parciais de regressao.
residuo 2

residuo y residuo 1 5o b2
y bz y
y
b bi X,
X x, X, x, .



Propriedades Estatisticas dos Estimadores

b=(XX) ' Xy=(XX)'X'(XB+&)=(XX) ' XXB+(XX) ' X'
b=B+(XX) ' X'e=B+Ade=Ay

onde A:(X’X)_IX’

Se X € ndo estocastico ou se E(X &) = 0 entdo E(b) = f

Portanto b ¢ um estimador nao tendencioso de /.

Var(b) = E[(b— B)b - B)]= E\(XX) " X'eex (XX)™"
=(XX) ' XEEXXX) ' =(xX)) ' X' (DX XX) ! =c?(XX)!
Var(b) = E(Ae)(Ae) = E(Ags'd") = AE(se")A' = o° AA"

Pelo teorema de Gauss-Markov b ¢ o estimador linear nao
tendencioso mais eficiente de £



Prova:

~~

Deixe b =Cy ser qualquer outro estimador linear nao

tendencioso de f, onde C ¢ uma matriz (Kxn). Se ¢ nao
tendenci1oso, entao,

E(Cy)=E(CXB+Cs)=p

o que implica CX =1

Var(h) = E[('E — B)(b — ﬂ)’]= E|css'c']=c*CC’
C=A+(C-A)

o2CC' =% (A+(C - A)(A+(C - A))

G2CC' =62 AA' + 2 A(C— A) + 2 (C = A) A"+ > (C = A)(C — A



1
(C—DA' =[C-(XX) ' XXX =cx(xX) " —(xXx) = (gz;( —DXX) =0

Portanto,

72CC' =2 AA' + 52 (C - A)(C - A)’
Var(g ) = Var(b) + matriz semi-definida positiva

Portanto,

Var(h ) > Var(h)



Testando hipdteses sobre os coeficientes.

Como b ¢ uma funcao linear de & Se pressupormos que & tem
distribuicao normal multivariada, ent3o:

b~N|B,c>(XX)"]

Assim, cada elemento de b ¢ normalmente distribuido.

b, ~ NLB,{,GZ(XX);J



Seja s 0 k-ésimo elemento da diagonal de (X’X )1, entdo:

b, —
Z, =t _N(01

tem distribuicdo normal padronizada. Se o? fosse conhecido, a
inferéncia estatistica sobre [, poderia ser baseada em Z,.
Entretanto, ¢ terd que ser estimado e Z, ndo sera usado.

Voltando aos residuos
e=y—-Xb=y-X(XX)'Xy=My=M(XS+¢)=Ms
ja que MX =0

Um estimador de % sera baseado na soma de quadrados dos residuos.

ce=cMMe =&'Meg



e'e=cMe
E(e'e)= E(sMs)
&M & & um escalar (1x1) e assim, é igual ao seu traco.
Eltr(eMe)| = E|tr(Mes')]

Como M ¢ fixo
tr|ME(gs')| = tr(Mazl) =o’tr(M)

O traco de M ¢
tr (7, - X(X%)" X')=0r(1,) - tr|(XX ) XX |= (1))~ 1T ) = - K

Portanto,
E(e'e)=(n-K)o’

. . . 2
e um estimador nao tendenciosode O  ¢é

/

s2=-5° var(b)=s(Xx)"
n—K




Lembre-se que:

O traco de uma matriz quadrada ¢ 1gual tr(A4) = Z Q.
a soma dos elementos da diagonal ~
principal.

Propriedades:

tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

tr(AB) = tr(BA)

tr(ABCD) = tr(BCDA) = tr(CDAB) = tr(DABC)



Lembre-se que:

XiNN(/’laaz) Zi:Xi_luNN(Oal) ZZ?ZZz(I/l)
O i=1
~ X
{X ]\i (0.1) — - t(K) com X e Y independentes
Y~y (K) \ K
}y
2
{Yl V4 (Kl) K, _ F(KI,KQ) com Y, e ¥, independentes

Y2~;(2(K2) Y2/
K,



g ~ Normal = b, ~ N(B,,0°(XX),)

bk _ﬂk NN(O,I)
52
ee=cMes

/

ee _ (‘9 j M( & j ~ *(n-K) com numero de graus de liberdade

o o o igual ao rank de M.
g

—~N(0,1) Var(ij = %Var(gi)z 1

O o) O

M ¢ uma matriz idempotente = o rank de M = traco de M



Se cov(X,Y) =0 = X e Y sao independentes se X ¢ ¥ ~ Normal

cov(b,e):E[(b—,B)(e }: E{XX ngMJ H(XX)' XM =

XXX U-XXX)'X)=c>(XX) "' X' - (XX) " XX(XX)' X' =0

1

Entao b e e sdo independentes e,

bk_lgk
2 kk
© S ~t(n—K)
\/6’6/0'2
n—K
ou
bk_IBk
2 kk b _
oS P ~t(n-K) substituindo e'e = (n—K)s”




_ b, _,Bk _ b, _,Bk
Vs's™ S(bk)

Intervalo de confianca:

b, —tys(b,) < f, <b, +1,5(b;)

[y

Testando uma Restricao Linear

Hy:np, +npB, +..+r b =r'f=q

Geralmente, alguns 7’s serdo zero. A estimativa amostral sera:

N

rb, +rb, +...+r.b, =r'b=gq

Exemplo:

Hy:p=p,=0



N

S€ 4 (difere significativamente de g, concluimos que os dados

da amostra nao s%o consistentes com a hipotese.
ro—¢q

(n—K)= \/r’[az'(X’Xz)IP ) V'bA—?
Jeerat

n—k
g ¢ uma funcdo linearde b e a var(h) = s> (XX)™

EQ)=EFb)=rEb)+..+1r E(by)=n1p, +..+1r P =r'p
var(§) = var(r'b) = E[r'b— '] = E[(r’b —r'B)r'b - r’,b’)’}

= E[r’(b ~B)b- ,B)'r} = 7' var(b)r
var(q) =r'[o” (X’X)_l]r



Considere J restrigdes lineares na forma: Hy R )P =9
npg;, =0

R=1[00...10..0] ¢ ¢=0
2) p=p,

R=[001..-1..0] ¢ ¢=0

3) o+ P+ ps=1
R=[01110.] e g=1

4 5 =0, 5,=0,20 =1

1 0 0 0 --- 0 0
R=/0 1 0 0 - 0| e g=|0
0020 -0 1




5) o+ P3=LFs+0s=0 ¢ fs+ =0

5

01 1 0 0 0 P (1]

0O 001 01 P =10

0O 00 0 1 1 Py 0

i V2
s _

Dado o esttmador de minimos quadrados b, nosso interesse se centra
na discrepancia entre Rb e ¢g. E improvavel que seja exatamente O.
Queremos saber entdo se a diferencga entre Rb € g pode ser atribuida a
erro de amostragem ou se ¢ significativa. Uma vez que b tem
distribuicdo normal € Rb ¢ uma funcao linear de 5, Rb também tem
distribuicao normal.



Hy:Rf =q

Se b ~ Normal entao Rb ~ Normal

E(Rb) = RE(b) = Rf



var(Rb) = E|Rb —q| = E[(Rb - RB)(Rb - RB)'|=
E[R(b - )b ,B)’R’} = RE[(b ~B)b- ,B),}R’ = Rvar(b)R' = 62 R(XX) 'R’

Se H, ¢ verdadeira,
W =(Rb—q)|o*RIXX) 'R (Rb—q) ~ 1*(V)
onde J ¢ o numero de graus de liberdade

N 2 ~ eqe
Como nao conhecemos o~ nao podemos utilizar este teste, mas

utilizamos F' com s2

: 2’ (J)
o _(Ro-g) RO R (RD-q)1 T *
(/1K) (n—K)s* | & 7 (n—K)

n—K n—K



= _(R-q) [PROX) R (RD-g)
(J,n—K) J

O intervalo de confianca para um unico coeficiente ¢ baseado no
conjunto de valores para os quais o teste t ¢ menor que o valor
critico especificado. E o conjunto de valores para os quais, a um
dado nivel de significancia, nos nao rejeitariamos a hipotese de
que fse iguala a um determinado valor.



No modelo de regressio multipla, a regido conjunta de
confidéncia para um conjunto de coeficientes seria o conjunto
de valores para os quais a hipotese de que o conjunto dos
verdadeiros coeficientes simultaneamente 1guais a determinados
valores nao poderia ser rejeitada.

O teste F para dois coeficientes seria:

FQ,n—K)= %(b — B)'(est.var(h)) " (b - B)

/

1[6, -8 1[V®) cov(b,,b, )| [b, - B 1=F(2,10)
20b, - B, || covib,,b) Vb, b, — B, |<F(2,10)



Se testar H, : 3, = x, ndo rejeito 4,
Setestar H:f, =y, ndorejeito H,

Se testar H,: 5, =x, € fp, =y, simultancamente rejeito

Ao testar separadamente nao se leva em consideracdo a covariancia
entre b, e b,. Se a covaridncia for negativa, por exemplo, entdo

dificilmente quando b, € grande b, tambem serd, por 1sso cai fora da
elipse.



