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Aula 3

Equacao da Onda e Meios Condutores

Vamos considerar a equacao de onda para casos em que existam correntes de conducao
num meio condutor mas nao exista uma densidade de cargas livres. A razdo para supor

a nao existéncia dessas cargas é que, caso elas sejam colocadas no condutor, vao rapida-

mente se deslocar para sua superficie (veja Eq. 9.1.20 do livro texto).

Se o for a condutividade do meio, a densidade de corrente que parece devido ao campo
elétrico da onda é dada por
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e as equacoes de Maxwell ficam
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Tomando o rotacional da lei de Faraday e substituindo V x B da lei de Ampére, obtemos
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portanto a equacio de onda para E fica
- 0E  0°E
VE-uo——pue— =0




Também podemos encontrar para B
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O novo termo que aparece nessas equacoes, com a primeira derivada temporal do campo,

é um termo dissipativo e dard origem ao amortecimento da onda ao se propagar pelo meio.

Para entender o porqué desse efeito, suponhamos que tentemos uma solucdo particular
dessas equagoes considerando um campo elétrico homogéneo, ou seja, que nao dependa

das coordenadas espaciais, E(7, t) = E(). Entdo a equacéo de onda para E fica
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onde o tempo caracteristico de decaimento do campo inicial Ey é . Este é o tempo
com o qual qualquer campo elétrico constante aplicado ao material decai aproximada-
mente 36% de seu valor inicial. Este decaimento ocorre porque as cargas induzidas no
meio se deslocam de forma a anular o campo externo.

Com o termo dissipativo, a solu¢do da equacao de onda fica um pouco mais complexa e,
mesmo em uma dimensio, sua solucio nio é dada pela forma simples E(z, t) = f(z —-vh+

g(z+ vt), como visto em Eletromagnetismo I.

Exercicio: Mostre que A(z, t) = f(z—vt), onde f é uma funcdo arbitraria, nao é so-
lucdo da equacdo de onda
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Vamos, no entanto, verificar se a solucdo de ondas monocrométicas ainda se aplica. Se
isto for o caso, podemos sempre determinar uma solucao geral através da composicao de
Fourier. Tomando a equacdo de onda para E
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consideremos o seguinte “ansatz” para a solucao
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onde o vetor k é dado por k= kiéx+kyéy+k.é,. Entao
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ou
V?E = -k*E
Por outro lado, é facil verificar que
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Usando esses resultados, a equacdo de onda fica
(k? - iwpo — pew?®) Ege! 7700 =g

e a solugdo é dada pela relagdo de dispersao.

k? = pew? [1 + i%]

ou seja, a constante de propagacao e o indice de refracdo do meio (n = ¢/v = ck/w) ficam
complexos! Determinando explicitamente as partes real e imagindria de k, ou seja, escre-

vendo
k = kk; k=a+if
temos
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Este resultado mostra que a parte real de k (a) vai determinar a velocidade de fase da
onda, como, no caso sem amortecimento. Por outro lado, sua parte imagindria vai produzir
um amortecimento espacial da onda na dire¢do de propagacao, a partir do ponto em que

ela penetra no material. Vamos agora determinar as expressoes explicitas para a e f.
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Substituindo este resultado na primeira equacao, obtemos
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Antes de prosseguir, € bom investigar as duas raizes possiveis para verificar se ambas
tém sentido fisico. No limite o — 0, ou seja, meio dielétrico perfeito, temos que obter o
resultado ja conhecido, f — 0 e a®> — k? = w?/v? = w?ue. Somente a solucdo com o sinal

positivo satisfaz esta condicao e, portanto,
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e, da mesma forma
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e a solucdo para o campo elétrico fica
E(F, 1) = Ege Pt eil@s—o0)
onde & = k- 7.

Como a equacdo de onda para B é a mesma que para E, a solucdo de onda monocro-
matica é da mesma forma. No entanto, no caso de meios condutores, é necessdrio tomar
cuidado, porque a condutividade introduz uma defasagem E e B! Para determinar esta
defasagem, retornemos a lei de Faraday
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Mas
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Por outro lado,
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Assim a lei de Faraday fica
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este resultado é formalmente igual ao equivalente para meios ndo-condutores. No en-
tanto, o parametro k é agora complexo! Isto introduz uma defasagem entre B e E pela fase
de k:
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Portanto o diagrama de uma onda plana
num meio condutor é como mostrado na
figura. Os méximos e zeros de E e B
ndo ocorrem simultaneamente. Ha sempre
uma atraso de B em relacdo a E.

O fator importante na propagacao de on-

das em meios condutores é a razao o/we.
Este fator corresponde a razao entre a cor-

rente de conducdo (j = oE) e o de deslo-




camento (j = €dE/dt). Um meio é consi-
derado bom condutor se o/we > 1 e mau
condutor se o/we < 1. Portanto, a qualidade de conducdo de um meio nao depende so-
mente de suas caracteristicas fisicas intrinsecas (o e €), mas também da frequéncia da onda
que nele se propaga. Em altas frequéncias, w > /¢, os meios se comportam como bons
condutores. No entanto, para frequéncias acima do visivel, efeitos ressonantes se tornam

importantes e a teoria macroscopica simples ndo é adequada.
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Neste limite, portanto, podemos tomar a constante de propagag¢ao como a que se obtém
num meio dielétrico (k = @ = w,/u€), com uma constante de amortecimento simplesmente

proporcional a condutividade do meio e independente da frequéncia.
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Tomamos entdo we/o como o parametro pequeno de desenvolvimento. Para isto escre-

vemos a e ; como
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Da mesma forma, se obtém
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Portanto, em mais baixa ordem em we/o, temosa = =0 ~1 onde a distancia
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é denominada profundidade de penetracdao ou profundidade pelicular. Ela fornece a dis-

tancia no qual a amplitude da onda decai a 36% de seu valor inicial (e™!) e, para bons con-
dutores, este decaimento ocorre aproximadamente num distancia da ordem de um sexto

do comprimento de onda dentro do material, por que

27 27
A =——=—=270
mat kreal a

Reflexao em uma superficie condutora

Consideremos uma situagao em que uma @ @

onda propagando-se em um meio dielé-

trico isolante (o = 0) incide normalmente £y R E,
no superficie de outro meio (2) com con- k, k
dutividade o ndo nula. Suponhamos que a El R 2. :
interface esteja no plano xy, com a onda se 14 B,
propagando na direcao z. Entdo, no meio ]Aclf
(D podemos escrever os campos das ondas 3 -
incidentes e refletida como El ! z
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Bl (z,0) = B e ithztons . B g :_E_(nei(klz—wt)é .= 1

1< 01 X 1\ " ¥ 1

VHI1€L

Jaaonda transmitida pode ser escrita como

Ex(z, 1) = Eppe'*25790¢ ; By(z,1) = %Eozei(klz_wt) éy;




No entanto, temos que lembrar que agora k» €é um nimero complexo, ou seja, ky = a2 +if».

A continuidade da componente tangencial de E na interface, fornece
!
E01 + EOl = E02
J4, considerando que na interface nao ha densidade superficial de corrente, a continuidade

da componente tangencial de H fornece
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Resolvendo este sistema de equagdes para E,, temos
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Da mesma forma, resolvendo para 32, obtemos
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Estas expressoes sdao formalmente iguais as que obtivemos para a reflexdo na interface
entre dois meios dielétricos. Mas temos que considerar que a grandeza 3 é agora complexa!

Se considerarmos
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temos entao
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ou seja, o coeficiente de transmissao introduz um defasagem entre o campo transmitido e




o incidente. Para um condutor muito bom o/we > 1, vimos que
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Entao, neste caso
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ou seja, a condutividade ocasiona uma defasagem de —45° entre a onda transmitida e a

incidente.

Problema:

Determinar a expressdao aproximada para r neste mesmo limite, o/we > 1, e a

defasagem entre a onda refletida e a incidente.




