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Aplicação 3D
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Yaskawa

Kuka

• Disponível para alunos de PMR2560
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Robô humanóide
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Análise cinemática 2D
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𝐴𝑟𝑃
1

= 𝐴𝑇𝐵
𝐵𝑟𝑃
1

𝐴𝑟𝑃 Ponto P na Base A

𝐵𝑟𝑃 Ponto P na Base B

𝐴𝑇𝐵 Base B  Base A

𝐴𝑇𝐵 =
𝐴𝑅𝐵

𝐴𝑟𝑂𝐵
0𝑇 1

𝐴𝑅𝐵 =
𝑐𝑜𝑠 −𝑠𝑒𝑛
𝑠𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑠

0𝑇 = 0 0

𝐴𝑇𝐵 =

Rotação Translação
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Matriz de transformação

homogênea

P

vB

vA

Translação

Rotação



Transformação homogênea em 3D
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xA
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xB

zB P
𝐴𝑟𝑃
1

= 𝐴𝑇𝐵
𝐵𝑟𝑃
1

𝐴𝑟𝑃 Ponto P na Base A

𝐵𝑟𝑃 Ponto P na Base B

𝐴𝑇𝐵 Base B  Base A

𝐴𝑇𝐵 =
𝐴𝑅𝐵

𝐴𝑟𝑂𝐵
0𝑇 1

𝐴𝑅𝐵 =

𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

0𝑇 = 0 0 0

𝐴𝑇𝐵 =

Rotação Translação
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Transformação homogênea em 3D

9

OA

xA

zA

yA

P

𝐴𝑟𝑃 =
𝑎
0
𝑏

a

b OA

xA

zA

yA

P
𝐴𝑟𝑃 =

?
?
𝑏

a

b





Transformação homogênea em 3D
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Transformação homogênea em 3D
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xB

𝐢𝐁 = cosγ𝐢𝐀 + senγ𝐣𝐀 + 0𝐤𝐀
𝐣𝐁 = −senγ𝐢𝐀 + cosγ𝐣𝐀 + 0𝐤𝐀



Transformação homogênea em 3D
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𝐢𝐁 = cosγ𝐢𝐀 + senγ𝐣𝐀 + 0𝐤𝐀
𝐣𝐁 = −senγ𝐢𝐀 + cosγ𝐣𝐀 + 0𝐤𝐀
𝐤𝐁 = 0𝐢𝐀 + 0𝐣𝐀 + 𝐤𝐀

𝐴𝑅𝐵 = 𝑅𝑜𝑡 𝑍𝐵 , 𝛾 = AiB,
AjB,

AkB

𝐴𝑅𝐵 =
𝑐𝑜𝑠𝛾 −𝑠𝑒𝑛𝛾 0
𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑐𝑜𝑠𝛾 0
0 0 1
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Transformação homogênea em 3D
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𝐴𝑅𝐵 = 𝑅𝑜𝑡 𝑍𝐵 , 𝛾 =
𝑐𝑜𝑠𝛾 −𝑠𝑒𝑛𝛾 0
𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑐𝑜𝑠𝛾 0
0 0 1

𝐴𝑟𝑃 = 𝐴𝑅𝐵
𝐵𝑟𝑃 =

𝑐𝑜𝑠𝛾 −𝑠𝑒𝑛𝛾 0
𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑐𝑜𝑠𝛾 0
0 0 1

𝑎
0
𝑏

=
𝑎𝑐𝑜𝑠𝛾
𝑎𝑠𝑒𝑛𝛾
𝑏
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𝐴𝑟𝑃 =
𝑎𝑐𝑜𝑠𝛾
𝑎𝑠𝑒𝑛𝛾
𝑏
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0
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Transformação homogênea em 3D
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Transformação homogênea em 3D
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𝐴𝑅𝐵 = 𝑅𝑜𝑡 𝑋𝐵 , 𝛼 =
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼
0 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛼





Transformação homogênea em 3D
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𝑐𝑜𝑠𝛽 0 𝑠𝑒𝑛𝛽
0 1 0

−𝑠𝑒𝑛𝛽 0 𝑐𝑜𝑠𝛽
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Transformação homogênea em 3D
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Transformação homogênea em 3D
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Transformação homogênea em 3D

22

OA=OB

xA = xB

zA = zB

yA = yB

P
a

b

OB

zB

xB

P
a

b

1 2

rotação (ZB)

𝐵𝑟𝑃 =
𝑎
0
𝑏

yB



Transformação homogênea em 3D
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1 2

rotação (ZB)

𝐵𝑟𝑃 =
𝑎
0
𝑏

yB = yC



Transformação homogênea em 3D
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OA=OB

xA = xB

zA = zB

yA = yB

P
a

b

OB=OC

zC = -yB

yC = zB

xC = xB

P

a b

1 2

3

rotação (XC)

yB

zB = zC

xB = xC

P
a

b

rotação (ZB)

yB = yC

𝐶𝑟𝑃 =
𝑎
0
𝑏

OB = OC



Transformação homogênea em 3D
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OA=OB

xA = xB

zA = zB

yA = yB

P
a

b

OC

zC

yC

xC

P

a b

1 2

3

rotação (XC)

yB

zB = zC

xB = xC

P
a

b

rotação (ZB)

yB = yC

𝐶𝑟𝑃 =
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OB = OC



Transformação homogênea em 3D
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rotação (XC)
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Transformação homogênea em 3D
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xA = xB

zA = zB

yA = yB

P
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zC
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zD = xC

P
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rotação (YD)

xD = -zC
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?
?
?

OC=OD

2
zB = zC

xB = xC

P
a
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rotação (ZB)

yB = yC
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rotação (XC)
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𝑎
0
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Transformação homogênea em 3D
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𝐴𝑟𝑃 = 𝐴𝑅𝐵
𝐵𝑟𝑃 = 𝑅𝑜𝑡 𝑍𝐵 , 𝛾 𝑅𝑜𝑡 𝑋𝐶 , 𝛼 𝑅𝑜𝑡 𝑌𝐷 , 𝛽

𝑎
0
𝑏

=

=
𝑐𝑜𝑠𝛾 −𝑠𝑒𝑛𝛾 0
𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑐𝑜𝑠𝛾 0
0 0 1

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼
0 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠𝛽 0 𝑠𝑒𝑛𝛽
0 1 0

−𝑠𝑒𝑛𝛽 0 𝑐𝑜𝑠𝛽

𝑎
0
𝑏

𝐴𝑟𝑃 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

0 0 1
0 1 0
−1 0 0

𝑎
0
𝑏

=
−𝑎
𝑏
0



Transformação homogênea em 3D
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𝐴𝑟𝑃 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

0 0 1
0 1 0
−1 0 0

𝑎
0
𝑏

𝐴𝑟𝑃 =
0 0 1
1 0 0
0 1 0

0 0 1
0 1 0
−1 0 0

𝑎
0
𝑏

𝐴𝑟𝑃 =
−1 0 0
0 0 1
0 1 0

𝑎
0
𝑏

=
−𝑎
𝑏
0

Custo computacional:

- 63 multiplicações

- 42 adições



Transformação homogênea em 3D
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𝐴𝑟𝑃 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

0 0 1
0 1 0
−1 0 0

𝑎
0
𝑏

𝐴𝑟𝑃 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

𝑏
0
−𝑎

𝐴𝑟𝑃 =
0 −1 0
1 0 0
0 0 1

𝑏
𝑎
0

=
−𝑎
𝑏
0

Custo computacional:

- 27 multiplicações

- 18 adições



Transformação homogênea em 3D
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𝐴𝑟𝑃 = 𝐴𝑅𝐵
𝐵𝑟𝑃 = 𝑅𝑜𝑡 𝑍𝐵 , 𝛾 𝑅𝑜𝑡 𝑋𝐶 , 𝛼 𝑅𝑜𝑡 𝑌𝐷 , 𝛽

𝑎
0
𝑏

=
−𝑎
𝑏
0

𝐴𝑟𝑃 = 𝐴𝑅𝐵
𝐵𝑟𝑃 = 𝑅𝑜𝑡 𝑌𝐷 , 𝛽 𝑅𝑜𝑡 𝑋𝐶 , 𝛼 𝑅𝑜𝑡 𝑍𝐵 , 𝛾

𝑎
0
𝑏

=?



Transformação homogênea em 3D
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𝐴𝑟𝑃 = 𝐴𝑅𝐵
𝐵𝑟𝑃 = 𝑅𝑜𝑡 𝑍𝐵 , 𝛾 𝑅𝑜𝑡 𝑋𝐶 , 𝛼 𝑅𝑜𝑡 𝑌𝐷 , 𝛽

𝑎
0
𝑏

=
−𝑎
𝑏
0

𝐴𝑟𝑃 = 𝐴𝑅𝐵
𝐵𝑟𝑃 = 𝑅𝑜𝑡 𝑌𝐷 , 𝛽 𝑅𝑜𝑡 𝑋𝐶 , 𝛼 𝑅𝑜𝑡 𝑍𝐵 , 𝛾

𝑎
0
𝑏

=?

=
𝑐𝑜𝑠𝛽 0 𝑠𝑒𝑛𝛽
0 1 0

−𝑠𝑒𝑛𝛽 0 𝑐𝑜𝑠𝛽

1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝛼 −𝑠𝑒𝑛𝛼
0 𝑠𝑒𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠𝛾 −𝑠𝑒𝑛𝛾 0
𝑠𝑒𝑛𝛾 𝑐𝑜𝑠𝛾 0
0 0 1

𝑎
0
𝑏

𝐴𝑟𝑃 =
0 0 1
0 1 0
−1 0 0

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

0 −1 0
1 0 0
0 0 1

𝑎
0
𝑏

=
𝑎
−𝑏
0
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xA = xD

zA = zD

yA = yD

P
a

b

zD = xA

zA

yD = yA

P

a
b

yC = zD
yD

P

a

b

1 2

3 4

rotação (YD)

yB

P
a

b

rotação (XC) rotação (ZB)

𝐵𝑟𝑃 =
𝑎
0
𝑏

𝐴𝑟𝑃 =
𝑎
−𝑏
0

xD = -zA

zC = -yD

xC = xD

zB = zC

xB = yC
xC



Exercício 1
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P
x0

y0 x1

y1

x2

y2

x3

y3

Q

2

1

3
Dados:

• L1 = L2 = 1 m

• L3 = 0,5 m

• P = [1  0,5  0] T

• Orientação da garra: -j0

Pede-se:

• Q = ?

• 1, 2 e 3 ?

Para o robô da figura abaixo, considere que os comprimentos

das peças 1, 2 e 3, respectivamente, sejam L1 = L2 = 1 m, L3 =

0,5 m, que as coordenadas absolutas do ponto P sejam [1 0,5

0]T e que a orientação da garra seja –j0 (vertical, de cima para

baixo). Determine as coordenadas do ponto Q (origem da base

O3x3y3z3), em relação à base fixa Ox0y0z0, bem como os

ângulos 1, 2 e 3.



Exercício 1 - resposta
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1 solução: (1 = 90o ; 2 = -90o e 3 = -90o)

0𝑄 =
1
1
0

2 solução: (1 = 0o ; 2 = 90o e 3 = 180o)

Resposta correta



Exercício 2 - Mecanismo RUR
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β

ϕ1

ϕ2

Variáveis: ϕ1 e ϕ2

Dados: 
Pede-se: relação entre ϕ1 e ϕ2



Exercício 2 - resposta
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𝑐𝛽𝑡𝑔𝜙1 = 𝑡𝑔𝜙2𝑐𝛽
𝑠𝜙1

𝑐𝜙1
=
𝑠𝜙2

𝑐𝜙2
ou

ሶ𝜙2 =
𝑐𝛽

1 − 𝑠2𝛽𝑠2𝜙1

ሶ𝜙1



Exercício 3 - Mecanismo RSSR
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Peça 1 Peça 2

Peça 3

Pede-se: relação entre 1 e  3

x0

y0

z0



Exercício 3 - resposta
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𝐸𝑐𝜃3 + 𝐹𝑠𝜃3 + 𝐺 = 0

𝐸 = 2 𝐿1 − 𝐿0 𝐿3 − 𝐻1𝐻3𝑐𝜃1

𝐹 = 2 𝐿1 − 𝐿0 𝐻3 +𝐻1𝐿3𝑐𝜃1

𝐺 = 𝐻1
2 +𝐻3

2 + 𝐿1 − 𝐿0
2 + 𝐿3

2 − 𝐿2
2

Dados: 1 = 0, H1 = H3 = 1 m, L1 = L3 = 0, L0 = L2 = 1 m 

Determine:  3

𝐸 = −2 ; 𝐹 = −2 ; 𝐺 = 2

−2𝑐𝜃3 − 2𝑠𝜃3 + 2 = 0

𝑐𝜃3 + 𝑠𝜃3 = 1

𝜃3 = 0°
𝜃3 = 90°

Resposta:  3 = 90o


